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RESUMO

Este trabalho tem como objetivo mostrar ao leitor a importancia de alguns
tépicos da Teoria dos Nimeros. Trabalharemos aqui, além de pré-requisitos (Al-
goritmo de Euclides, Divisibilidade, Maximo Divisor Comum), contetidos como
Equagoes Diofantinas Lineares, Congruéncias e o principal tema, que é o poderoso
Teorema Chinés dos Restos, apresentando suas teorias, importancias, aplicabili-
dade no dia a dia e sua a utilidade na Teoria dos Ntumeros. A principal aplicabili-
dade do Teorema Chinés apresentada neste trabalho é a Partilha de Senhas. Esta
partilha de senhas é um mecanismo de seguranca, onde uma certa quantidade de
pessoas tomam posse de uma chave de acesso sem a possibilidade de obter a senha
principal com a sua prépria chave.

Palavras-Chave: Algoritmo de Euclides, Teorema Chinés dos Restos, Equacoes
Diofantinas, Partilha de Senhas.



ABSTRACT

This paper aims to show the reader the importance of some topics of Num-
ber Theory. Work here, and prerequisites (Euclid Algorithms, Divisibility, Maxim
Common Divisor), content with Linear Diophantine equations, congruences, and
the main theme, which is the mighty Chinese Remainder Theorem of presenting
their theories, importance, applicability on the day and its usefulness in the The-
ory of Numbers. The main applicability of Chinese Remainder Theorem of this
work is Sharing Passwords. Sharing of passwords is a security mechanism, where
a certain amount of people take possession of a key to access the secret without
the possibility of obtaining the secret with his own key.

Keyword: Euclidean Algorithm, Chinese Remainder Theorem, Diophantine equa-
tions, Sharing Passwords.
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Capitulo 1

INTRODUCAO

Apresentaremos alguns topicos da Teoria dos Nuimeros, tais como Maximo Di-
visor Comum, Algoritmo de Euclides, Congruéncias, Teorema Chinés dos Restos
e uma grande aplicacao deste ultimo, que é a partilha de senhas. Grandes ma-
tematicos contribuiram nestes tépicos. Dentre eles, podemos destacar Euclides,
Diofanto de Alexandria, Sun Zi.

Sobre Euclides, é dasapontador mas pouco se sabe sobre a vida e a perso-
nalidade de Euclides, salvo que foi ele, segundo parece, o criador da famosa e
duradoura escola de matematica de Alexandria da qual, sem duvida, foi profes-
sor. Desconhecem-se também a data e o local de seu nascimento, mas é provavel
que sua formagao matemadtica tenha se dado na escola platonica de Atenas. Sua
fama repousa principalmente sobre o seus Elementos. Esta obra era composta por
treze livros, dos quais os seis primeiros versam sobre a Geometria Plana elementar,
os trés seguintes sobre a Teoria dos Numeros, o livro X sobre incomensuraveis e
os trés tultimos sobre Geometria Espacial. Nao ha introdugao ou preambulo, e o
primeiro livro comeca com uma lista de vinte e trés definigoes. Tao logo, este
trabalho apareceu, ganhou o mais alto respeito dos sucessores de Euclides até os
tempos modernos. A mera citacao do nimero de um livro e o de uma proposicao
de sua obra-prima ¢ suficiente para identificar um teorema ou construcao particu-
lar. Nenhum trabalho, exceto a Biblia, foi tao largamente usado ou estudado e,
provavelmente nenhum exerceu influéncia maior no pensamento cientifico.

Diofanto de Alexandria ja usava e trabalhava as equacoes diofantinas em pleno
século 3 d.C., tendo uma importancia enorme para o desenvolvimento da algebra e
uma grande influéncia sobre os europeus que posteriormente se dedicaram a Teoria
dos Numeros. Nada se sabe com certeza acerca da nacionalidade de Diofanto e
nem tampouco da época em que viveu. A maioria dos historiadores, tendem a
situa-lo no século 3 de nossa era. Além do fato de que sua carreira floresceu em
Alexandria, nada mais de certo se sabe sobre ele. FEle escreveu trés trabalhos:
Aritmética, o mais importante, do qual remanesceram seis dos treze livros; Sobre
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Numeros Poligonais do qual restou apenas um fragmento; e Porismas, que se
perdeu.

A Aritmética é uma abordagem analitica da teoria algébrica
dos numeros que eleva o autor a condigao de génio em seu campo. A
parte remanescente do trabalho se dedica a resolugao de 130 proble-
mas, numa variedade consideravel, que levam a equagoes de primeiro e
de segundo graus. Apenas uma cibica muito particular é resolvida. O
primeiro livro se ocupa de equacoes determinadas em uma incégnita e
os demais de equacgoes indeterminadas de segundo grau, e as vezes de
grau maior. E notével a falta de métodos gerais e a aplicagao repetida
de artificios engenhosos ideados para as necessidades de cada problema
especifico. Diofanto s6 admitia respostas entre niimeros racionais po-
sitivos e, na maioria dos casos, se satisfazia com uma resposta apenas
do problema. Sobre a vida pessoal de Diofanto, tudo que se sabe esta
contido no seguinte sumario de um epitafio que aparece na Antologia
Grega: Diofanto passou 1/6 de sua vida como crianga, 1/12
como adolescente e mais 1/7 na condigao de solteiro. Cinco
anos depois de se casar, nasceu-lhe um filho que morreu 4
anos antes de seu pai, com metade da idade (final) de seu pai.
Com quantos anos Diofanto morreu? [3]

Entre os anos de 287 d.C. e 473 d.C. o matematico Sun Zi escreveu o Manual
Aritmético SUNZI SUANJING, composto por trés livros, onde definiu medidas
para o comprimento, drea e volume, para o peso de varios objetos; utilizou métodos
iguais aos de hoje para somar duas fragoes (regra da cruz); descreveu um algoritmo
para obter a raiz quadrada e construiu um calendario que levantou alguns proble-
mas relacionados com a congruéncia de niimeros, o que o levou a criacao de um
dos mais famosos teoremas na Teoria dos Numeros, o Teorema Chinés dos Restos,
no qual esta situado no terceiro capitulo. Este capitulo continha 36 problemas de
aritmética com a 1° versao do Teorema Chinés do Resto, no qual foi desenvolvido
para solucionar problemas de astronomia.

Eis alguns problemas da época que envolvem as equacoes diofantinas e o fa-
moso Teorema Chinés dos Restos:

Exemplo 1: Distribuindo-se 100 buschelf] de graos entre 100 pessoas de modo
que cada homem receba 3 buschels, cada mulher 2 e cada crianga 1/2 buschels,
quantos sao os homens, quantas as mulheres e quantas as criancas?

!Na Inglaterra 1 buschel = 36,367 litros.
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Exemplo 2: Qual é o nimero que deixa restos 2, 3 e 2 quando dividido, res-
pectivamente por 3, 5 e 77 Problema proposto por Sun-Tsu no primeiro século de
nossa era.

Exemplo 3: O Teorema Chinés tem numerosas aplicagoes. Na época, talvez
uma delas tenha sido a maneira como os generais chineses a utilizaram para a
contagem de seus soldados:
Alinhem-se em fileiras de 7!!!
Alinhem-se em fileiras de 11!!!
Alinhem-se em fileiras de 13!!!
Contando somente os soldados que ficavam nas filas incompletas, os generais inte-
ligentes podiam saber o nimero exato de seus efetivos.

Alguns exercicios que envolvem o Teorema Chinés dos Restos sao de facil re-
solucao e neste caso nao se faz necessario a utilizagao do Teorema. Veja alguns
exemplos:

Exercicio 1.0.1 Um fogueteiro produziu fogos de artificio e aos colocd-los em 3
caizas percebeu que sobrava um fogos de artificio e quando separou em 5 caixas
também sobrava um. Quantos fogos de artificio sobrarao se colocd-los em 15 cai-
zas?

Solugao: Este é um dos casos mais simples. Um niimero que ¢ dividido por 3 e por
5, ele pode ser dividido por 15. No caso, como o resto é 1 na divisao por 3 e 5, entao
este nimero é um miultiplo de 3 somado com uma unidade, o mesmo acontecendo
na divisao por 5, no caso um multiplo de 5 somado com uma unidade. Podemos
concluir que antecessor deste nimero quando dividido por 3 e por 5, deixara resto
zero, isto é, é um multiplo de 3 e 5. Logo, o antecessor serda multiplo de 15 e
portanto o nimero que dividido por 3 ou por 5 deixa resto 1, também deixara
resto 1 na divisao por 15.

Exercicio 1.0.2 Um numero inteiro positivo quando dividido por 5 deiza resto 4
e quando dividido 7 por deixa resto 6. Ao dividir este numero por 35, qual serd o
seu resto?

Solucao: Neste caso, sendo n um numero natural, temos que n quando dividido
por 5 deixa resto 4 e quando dividido por 7 deixa resto 6. Assim, podemos deduzir
que o sucessor de n é multiplo de 7 e de 5, ou seja, n 4+ 1 serd multiplo de 35.
Entao os possiveis valores para n sao 34,79, 104, .... Entao o resto da divisao destes
nimeros por 35 ¢ igual 34.

Exercicio 1.0.3 Um camponés tem um certo numero de ovos; quandos os divide
por 3, sobra-lhe 1; quando os divide por 4, sobram 2 ovos; e quando os divide por
5, sobram 3. Qual a quantidade minima de ovos que o camponés possui?
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Solugao: Seja n a quantidade minima de ovos deste camponés. De acordo com
a situacao do problema, teremos que n ¢ um miltiplo de 3 adicionado de uma
unidade, n é um multiplo de 4 adicionado de 2 unidades e um multiplo de 5
adicionado de 3 unidades. Observe que se adiocionarmos 2 unidades ao nimero
n, este serda multiplo simultaneamente de 3, 4 e 5. Logo, n + 2 é multiplo de
3.4.5 = 60. Conclui-se entao que o valor minimo de n + 2 é 60. Portanto n serda
58.

Nestes trés exercicios, a resolucao foi feita utilizando a técnica de somar um
inteiro k£ ao inteiro n, tornado assim as divisoes exatas. Todos os problemas que en-
volvem esta idéia apresentada nestes trés exercicios, pode ser utilizada esta técnica.
O problema é que em alguns exercicios, encontrar este valor inteiro £ nao é uma
das tarefas mais faceis. Por exemplo, acompanhe este exercicio:

Exercicio 1.0.4 : Um numero inteiro positivo n quando dividido por 7 deixa resto
3 e quando dividido por 11 deiza resto 5. Qual o resto da divisao deste niumero
por T7¢

Aqui, temos n é da forman =7k + 3 en = 11k + 5. Qual o valor de k£ devemos
somar a n para que n + k seja multiplo de 7 e 11. Encontrar este k pode ser muito
dificil e demorar muito tempo, assim como em outros problemas. Entao, para
resolver este tipo de problema, teremos que aplicar o Teorema Chinés dos Restos,
que serd visto nos capitulos seguintes.



Capitulo 2

ARITMETICA DE NUMEROS
INTEIROS

“Deus criou os inteiros. Tudo o mais é trabalho do Homem”.
Leopold Kronecker,1823-1891

2.1 Divisibilidade

Dados dois numeros inteiros a e b, com a # 0, diremos que a divide b, escre-
vendo alb, quando existir ¢ € Z tal que b = ac. Diremos, neste caso, que a é um
divisor de b ou b é um multiplo de a. Caso, nao exista, escreveremos a 1 b.

Proposicao 2.1.1 Sejam a,b € Z e ¢ € Z*. Tem-se que:
(i) 1|c,ala e al0;

(i1) Se alb e ble, entdo alc;

(111) Se alb e bla, entdo |a| = |b|;

(iv) Se alb e alc, entdo al(b+ c).

Demonstracao:

(i) De fato, das igualdades c¢.1 = ¢,a = a.1 e 0 = a.0, teremos que 1|c, ala e al0.
(ii) alb e b|c implica na existéncia de f, g € Z tal que b = f.a e ¢ = ¢.b. Substituindo
o valor de b na segunda expressao teremos: ¢ = g.(f.a) = (f.g).a, o que implica
em que ¢ = k.a. Logo, alc.

(iii) Suponha que a|b e bla. Entao existem kq, ko € Z tais que b = a.ky e a = ko.b.
Segue-se entao que b = ko.b.ky. Assim, teremos que ki.ky = 1. Portanto, teremos
que k1 = kg = 1ou ky = kg = —1. Se ky = ky = 1, tem-se que a = b e se
ki = ky = —1, tem-se a = —b. Logo, conclui-se que |a| = [b].

(iv) Suponha que alb e alc. Entao, existem z,y € Z, tais que b = ax e ¢ = ay.
Como ala(z 4 y), entao teremos que a|(b + ¢).

14
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Proposicao 2.1.2 Sea,b,c,d € Z, coma # 0 e c # 0, entao alb e c|d implica em
aclbd.

Demonstragao: Sejam a,b,c,d € Z tais que alb e ¢|d. Logo, existem m,n € Z,
tais que b = ma e d = nc. Sendo a, ¢ ndo nulos, multiplicando a igualdade (b = ma)
por d, teremos bd = ma.d. Mas d = nc. Substituindo, teremos bd = ma.nc =
bd = (mn).ac. Logo, bd é um multiplo de ac. Assim, ac divide bd.

Proposigao 2.1.3 Sendo a,b,c € Z, se aclbc entdo alb, V¢ € Z nao nulo.

Demonstracao: Pela Lei do corte, temos que supondo ¢ > 0 (¢ < 0), teremos
trés possibilidades:

(i) Se a < b, entao ac < be (ac > be);

(ii) Se @ > b, entdo ac > be (ac < be);

(iii) Se a = b, entdo ac = be.

Entao, como aclbe, segue-se que existe y € Z, tal que bc = ac.y, ou seja, pela Lei
do corte, temos que b = ay, isto é, alb.

Proposigao 2.1.4 Sejam a,b,c € Z com a # 0, tais que a|(b+ ¢). Entao alb se e
somente se, alc.

Demonstragao: = Suponha que a|b. Logo, existe n € Z tal que b = na. Como
a|(b+ ¢), existe m € Z, tal que b + ¢ = ma. Entao, segue-se que na + ¢ = ma.
Dai, teremos que ¢ = am — an = a(m —n). Como m —n € Z, temos que ¢ é um
miultiplo de a. Logo, alc.

< Suponha que alc e que a|(b+ ¢). entdo, existem m,n € Z, tais que ¢ = ma e
b+ ¢ = na. Segue-se que b+ ma = na e que b = (n —m)a. Logo, alb.

Defini¢ao 2.1.1 (Principio da Boa Ordenacao (PBO)) Todo subconjunto
X C N possui um menor elemento. Isto significa que existe um elemento mg € X
que € menor que todos os demais elementos do conjunto X.

2.2 Algoritmo da Divisao

No livro VII de Euclides, encontra-se enunciada a divisao com resto de um
numero natural por outro, chamada de divisao euclidiana ou algoritmo da Divisao.
Neste algoritmo, estamos interessados em encontrar dois nimeros inteiros, deno-
minados, quociente (q) e resto (r), na divisao de dados dois ntmeros inteiros
quaisquer. Por se tratar de um algoritmo, a entrada sao dois numeros inteiros
(dividendo e divisor), a qual vamos chamar de a e b e a saida serdo dois outros
numeros inteiros, que denominaremos de q e 7.
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Teorema 2.2.1 (Divisao Fuclidiana) Sejam a e b nimeros inteiros com a > b >
0. Existem unicos numeros inteiros q e r tais que a =b.q+1r, com 0 < r < b.

Demonstragao: Provemos a existéncia. Suponhamos que b > 0 e ¢ o maior
inteiro tal que bg < a. Entao, teremos que bg < a < b(q + 1). Segue-se entdo
que 0 < a — bg < b. Definimos r = a — bg. Provemos agora, a unicidade. Sejam
q,q ,r, 7" inteiros tais que a = bg+r, a = bq' + ' ¢ 0 < r,r’ < |b|. Entao, teremos
que

|r —r'| <|b] e  blg—q¢)=r"—r

Suponha que ¢ # ¢’. Entao, teremos que 1 < |g — ¢'|. Multiplicando esta desigual-
dade por |b], teremos

b < Jbllg —¢'| = |r" — 7] < 0],

isto é, |b| < |b], uma contradi¢ao. Logo, ¢ = ¢ e dai, tem-se r = 1.

2.3 Algoritmo de Euclides e o Maximo Divisor
Comum (MDC)

O Algoritmo de Euclides é um processo no qual utilizamos para calcular o
maximo divisor comum entre dois ou mais ntmeros inteiros. Ele possui este nome
porque se encontra no inicio do Livro VII dos Elementos de Euclides, embora o
processo em si, fosse conhecido muito tempo antes. Enunciado em forma de regra,
o algoritmo de Euclides é o seguinte: Divida o maior dos dois nimeros inteiros
positivos pelo menor e entao divida o divisor pelo resto. Continue este processo de
dividir o ultimo divisor pelo ultimo resto, até que a divisao seja exata. O divisor
final € o m.d.c. procurado.

Exemplo 2.3.1 Calcular o mdc entre 2187 e 30 usando o método de Fuclides
citado acima.

Quocientes — 721119
Divisores — | 2187 |30 | 27 | 3
Restos — 27 1 310

Logo, 3 € o maximo divisor comum entre 2187 e 30.

Definicao 2.3.1 Sejam a e b dois niumeros inteiros, nao simultaneamente nulos.
Sendo d € 7, dizemos que d é um divisor comum de a e b, quando d|a e d|b.
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Por exemplo, 3,4,6 sao divisores de 24 e 3,4,6 também sao divisores de 72.
Logo, 3,4,6 sao divisores comuns de 24 e 72. O maximo divisor comum entre dois
nimeros inteiros é um numero inteiro positivo que possui as seguintes proprieda-
des:

(i) dla e d|b;

(ii) Se cla e c|b, entao c|d.

Além disso, d é tunico, pois sendo d’ o outro mdc entre a e b, teriamos que d'|d e
d|d'. Logo, d = d'. O mdc entre os nimeros a e b sera denotado por (a,b).

Casos Particulares:

(i) (0,a) = q;

(i) (1,a) = 1

(i) (a, 0) = |al;

(iv) Se alb, entao (a,b) = |al.

Lema 2.3.1 (Euclides) Sejam a,b,n € Z. com a,b > 0. Se existe (a,b — n.a),
entao (a,b) existe e (a,b) = (a,b —n.a).

Demonstragao: Suponha que (a,b—n.a) exista e seja d = (a,b—n.a). Logo, d|a
e d|(b — n.a). Como d|a, entao teremos que d|b. Logo, d é um divisor comum de
a e b. Seja ¢ um divisor comum entre a e b. Logo, c|a e ¢|b e ¢|(b — n.a). Como
d = (a,b—n.a), entao c|d. Logo, d = (a,b). Este Lema de Euclides é bastante ttil
para calcularmos o mdc entre dois ntimeros inteiros.

Algoritmo de Euclides: Sejam a,b € N. Podemos supor, sem perda de ge-

neralidade, que a < b. Se a = 1 ou alb, entdao (a,b) = a. Suponhamos que

1 <a<bequeatb. Logo, pela divisao euclidiana, teremos:

b=aq +ry, com 0 < r; < a. Teremos, entao duas possibilidades:

(i) m]a, e nesse caso, (a,b) = (a,b — q1a) = (a,71) = (a,71) = r; e termina o

algoritmo, ou

(ii) 71 1 @ e nesse caso efetuamos a divisao de a por ry, obtendo a = ryqs + 19, com

0 < ry < ry. Neste caso, teremos novamente duas possibilidades:

(") ro|ry e em tal caso (a,b) = (r1,a) = (r1,a — riq2) = (r1,72) = 19, OU,

(ii’) 79 1 r1 e nesse caso recomega o algoritmo.

Este procedimento nao continua indefinidamente, pois teremos que a > r; > r9 >
. > r, > 0, que nao possui menor elemento contrariando o Principio da Boa

Ordem.

Exemplo 2.3.2 Calculemos o mdc entre 330 e 240.

Solucao:
330 = 240.1 + 90
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240 = 90.2 4+ 60
90 = 60.1 4 30
60 = 30.240

Logo, (330, 240) = 30, isto ¢, (330, 240) = (240,90) = (90, 60) = (60, 30) = 30.

m—1
Exemplo 2.3.3 Dados a,m € N, com a > 1, provar que (CL 1 ,a — 1) =

(a—1,m). -

Solucao:
. am —1
Seja d = < % 1). Temos que:
m_1
aa — = a" a4 tatl = (@ =D+ (" 2= 1) 4+ (a— 1)+ (1-1)+m
a™ —1 a™ —1
Logo, como (a — 1)|(a™ — 1), teremos (a — 1) —-m T m=
a— a—
m—1
(a—1).g = m = a4 T (a — 1)q. Pelo Lema de Euclides, segue-se que
a_
a™ —1
1) = —1).
(a_1 a ) (ma— 1)

Quando (a,b) = d e queremos escrever d em func¢ao dos inteiros a e b, utiliza-
mos o Algoritmo de Euclides Estendido.

Teorema 2.3.1 (Algoritmo de Euclides Estendido) Dados a,b € Z e seja d =
(a,b). Entao existem xq,yo € Z, tais que axy + byy = d.

Demonstragao: Considere o conjunto com todas as combinagoes lineares ax + by
com x,y € Z. Este conjunto contém numeros negativos, positivos e também o
zero. Vamos escolher uma combinacao linear tais que ¢ = axy + by seja o menor
inteiro positivo pertencente a este conjunto. Primeiro, vamos provar que cla e
c|b. Suponha que ¢ t a. Entao, pela Divisao Euclidiana, existem ¢ e r, tal que
a=cq+r,isto é, r=a—cq, com 0 <r < c. Assim, teremos que:

r=a—cq=a— (ary+ byy)g = a(l — qxy) + b(qyo)-

Isto mostra que r também é uma combinacao linear entre a e b. Mas isto é uma
contradicao, pois como 0 < r < ¢ e tomamos ¢ como o menor elemento positivo
do conjunto. Logo, c|a. De maneira anédloga, provamos que c|b. Como d é o
méximo divisor comum entre a e b, entao c|d e existem ki, ky € Z, tais que a = dk;
e b = dky. Segue-se que, ¢ = axg + byy = dkixg + dkayo = d(kizo + ko), 0
que implica que d|c. Mas isso, no da que d < ¢. Como ¢,d > 0 e d < ¢ nao é
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possivel, pois tomamos ¢ como o menor elemento positivo, conclui-se ¢ = d. Logo,
d = axqy + byp.

Dados os inteiros a e b, diremos que eles sao coprimos quando o maximo divisor
comum entre eles é igual a 1.

b
Proposicao 2.3.1 Dados a,b € Z*, entdo L, — ] =1
(a,b)" (a,b)
Demonstragao: Se (a,b) = 1, entdo a afirmacdo segue diretamente. Suponha
que a e b ndo sejam coprimos, isto é, (a,b) = k, com 1 # k € Z*. Entao, pelo

algoritmo estendido de Euclides, existem xq, yo, tais que axg + byy = k. Suponha

b b
que (%’E) = d. Entao, segue-se que k = (a,b) = (k%,kg) = k.d. Logo,
teremos que d = 1.

Proposicao 2.3.2 Suponha a,b,c € Z, com ¢ # 0. Se (a,b) =1 e albe, entdo alc.

Demonstragao: Como (a,b) = 1, pelo Algoritmo de Euclides Estendido, existem
x,y € 7, tais que ar + by = 1. Multiplicando a equagao por ¢ # 0, tem-se que
acx + bey = c¢. Temos que alac e por hipdtese albe. Logo, al(acx + bey). Segue-se
entao que alc, isto é, quando (a,b) = 1, temos que a t b e se albe, entao alc.

Proposicao 2.3.3 Sejam z,y,a € Z. Se (z,y) =1, entdo (x,ay) = (z,a).

Demonstragao: Seja d = (z,ay). Entao d|x e d|ay, o que implica em = = d.k e
ay = dt, para k,t € Z. Como (x,y) = 1, pelo algoritmo estendido de Euclides,
existem x, Yo, tais que rxg+yyo = 1. Multiplicando por a, teremos a.zxg+a.yyg =
a. Segue-se que a.dk.xo+ a.dt.yo = a = d.(ak.xo+atyy) = a, ou seja d|a. Conclui-
se, entdo que como d|x e d|a, entdo d = (a,x), como querfamos provar.

Lema 2.3.2 Sejam a,b,c € Z nao nulos. Entao, se (b,c) = 1, entao (a,bc) =
(a,c).(a,b).

Demonstragao: Seja d = (a,b). Entao, teremos que existem inteiros x, y tais que
dr =a e dy =b, com (z,y) = 1. Dali, segue-se:

(a,bc) = (dx,dyc) = d(z,yc) = d(z,c) = (a,b).(x,c). Mas d|b e (b,c) = 1 implica
em (d,c) = 1. Assim, segue-se que (a,c¢) = (dz,c) = (x,¢). Logo, (a,bc) =

(a,c).(a,b).

Proposicao 2.3.4 Sejam a,m,n € 7Z, tais que (m,n) = 1. Entdo:
(a,mn) =1<= (a,m) =1= (a,n)

Demonstracao: Sendo (m,n) = 1, segue pelo Lema anterior, que (a,mn) =
(a,m).(a,n). Logo, (a,m).(a,n) = 1. Como (a,n) e (a, m) sao inteiros positivos,
entao teremos que (a,n) = (a,m) = 1. Reciprocamente, se (a,m) =1 = (a,n) e
pelo Lema anterior temos (a, mn) = (a,m).(a,n), o resultado segue.
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2.4 Minimo Miiltiplo Comum (MMC)

Dados a,m € Z*, diremos que m é um multiplo de a, quando a|m, isto é,
existe y € Z, tal que m = y.a. Diremos também, que dados a,b,m € Z*, m é
multiplo comum de a e b, quando a|m e bjm. Em qualquer caso, ab ¢ 0(zero) sao
multiplos de a e b.

Definicao 2.4.1 Diremos que um numero inteiro m é o minimo maultiplo comum
entre inteiros a e b, quando m possuir as sequintes propriedades:

(i) alm e bjm;

(ii) Se c € Z é um maltiplo comum entre a e b, teremos que m|c, isto é, m < c.

De fato, se ¢ e m sdo os minimos multiplos comuns entre a e b, entao por (ii),
teremos que c|m e m|c, logo, teremos que m < ¢ e ¢ < m. Logo, m = ¢. Vamos
denotar o minimo multiplo comum entre a e b por [a, b].

Teorema 2.4.1 Dados m,a,b € Z*, temos que [a,b] existe e |a,b].(a,b) = ab.

~ ) ab
Demonstragao: Vamos definir m = (@.b) Queremos provar que m = [a,b|.
a?
. a Ve
Podemos escrever m da seguinte forma: m = a.——= ou m = b.———. Dali, temos

(a,b) (a,b)

que alm e blm. Seja ¢ € Z, um miltiplo comum entre a e b. Logo, a|c e b|c e existe
ny,ne € Z, tal que ¢ = any e ¢ = bny. Segue-se entao que:

a
ny.—-—

(a,0) " (a,b)

- b
que pela Proposigao 2.3.1, sabemos que (L —) =

(a,b)" (a,b)
1. Logo, ﬁ divide ng, isto €, (aC,Lb) (aC,Lb) divide ns.b

e portanto m divide ¢. Assim, m é o menor dos multiplos entre a e b. Logo, m é
igual ao minimo multiplo comum entre a e b, ou seja, m = [a, b].

b b
Proposigao 2.4.1 Sejam a,b € Z. Entdo ([a, ], [aé) ]> =1
a

.b divide nsy.b. Logo, m = b.

b
Demonstragao: Pela Proposicao 2.3.1, sabemos que L,— =1
(a,0)" (a,b)
Entao, como [a, b].(a,b) = ab, teremos:

1= L L = a b = M M COIMo queriamos provar
- (a,b)’(a,b) - ﬁ’ﬁ - b ) a ) q p var.

k
Proposicao 2.4.2 Sejam k,s,a,b € Z*. Entao = = [a, b].
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ka  sb
(k,s)  (k,s)

[a,b]. Pela proposigao anterior, sabemos que (

Demonstragao: Suponha que

= T. Queremos provar que 1T =

03] [0

2 ) = 1. Multiplicando

r (k, s), vamos obter:

?O[a, b}@(k,s)) [a,b]-b(k, 8)) = (k, s) = ([a;b]‘%’ [al,)b]‘%b) (ks =

<[a’b].k, 2 b]'5> = (k,s) = @Uf 5) = (k,) = [a,0] = T.

Proposigao 2.4.3 Se (a,b) =1, al(m —n) e b|(m —n), entdo [a,b]|(m —n).

Sabemos que [a,b].(a,b) = ab. Como (a,b) = 1, entao segue-se que [a,b] = ab.
Por hipétese, temos que a|(m — n) e b|(m — n). Entao, existe k,s € Z, tal que
(m—n) =kae (m—n) = sb, o que concluimos que ka = sb. Mas, pela proposigao

k b
anterior, sabemos que (ki‘) = (li ) = [a,b]. Logo, teremos que ka = sb =

m —n = [a,b].(k, s), isto é, [a,b]|(m —n).

2.5 Equacoes Diofantinas Lineares

Denomina-se de equagoes diofantinas as equagoes polinomiais com coeficientes
inteiros, no qual o principal objetivo sao as solugoes inteiras.
Exemplos:
(i) Bz +4y =T7;
(ii) 2:13 — By = 2;
(iii) 22 — 5y* = 1 (Equagao de Pell-Fermat)
(iv) 3x + 5y — 7z = 1.
Entao, dada uma equagao diofantina, é natural formular as seguintes perguntas:
(a) A equacao sempre admite solugao?
(b) Caso haja solugao, quantas sdo e como encontra-las?

Exemplo 2.5.1 Verifique se a equacao 2x + 6y = 13 possui solucdao inteira.

Solugao: Observe que os fatores 2z e 6y resultam em nimeros pares. Logo, a
soma deles também terd que ser um nimero par e nao impar como no exemplo
dado. Portanto, a equagao nao admite solucao inteira.

Para responder a pergunta (a), vamos enunciar o seguinte teorema:

Teorema 2.5.1 Seja a,b,c € Z, com a,b # 0. A equacao ax + by = ¢, admite
solugao, se e somente se (a,b)]c.
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Demonstragao: = Suponha que a equagao ax+by = ¢ admita a solugao (xg, yo).
Segue-se entao que azg + byy = ¢. Sabemos que (a,b)|a e (a,b)|b. Logo, (a,b)|axg
e (a,b)|byy. Segue-se que (a,b)|(azxg + byo). Logo, (a,b)]|c.
< Suponha que (a,b)|c. Entao existe t € Z, tal que (a,b).t = c. Pelo Algoritmo
de Euclides Estendido, existem inteiros r, s € Z, tal que ar + bs = (a, b). Segue-se
entdo que (ar + bs)t = ¢, isto é, art + bst = ¢. Sendo rt = g e st = 1, temos
axg + by = ¢, isto é, a equacao ax + by = ¢ admite solucao.

Com este Teorema, podemos decidir se a equagao diofantina possui ou nao
solugao. Por exemplo,
(a) As equagoes 3z + 4y = 5 e 2x + by + 62 = 15 admitem solugao inteira, pois
(3,4)]5 e (2,5,6)|15 respectivamente;
(b) Ja as equagoes 2x + 4y = 7 e bx — 15y = 7 ndo admitem solugao inteira, pois
(2,4)t5e (5,15)17.
Agora, se a equagao ax + by = ¢ admite solugao, como encontra-las? Observemos
o proximo Teorema:

Teorema 2.5.2 Considere a equagdo diofantina ax + by = ¢ e seja (xg,yo) uma
solugao particular. Tem-se que x e y € uma solucao da equacao se, e somente se

x :$0+t.m ey =1 —t.ﬁ, para algum t € 7Z.

Demonstracao: Considere a equagao ax + by = ¢ e (g, yo) uma solugao parti-
cular. Entao teremos que axg + byy = c¢. Teremos que ax + by = axy + byg = ¢
Segue-se entao que ax — axg = byg — by, isto é, a(r — x9) = b(yo — y). Dividindo
esta equagao por (a,b), teremos que:

a b a b
(z—20) = ——=.(yo—y). Pela P icao 2.3.1, sab —— | =
@) (x—x0) @) (Yo—v) eba roposigao , sabemos que ((a,b)’ (a,b))
t

1. Logo, teremos que (aflb) (@b) Assim, ﬁ“yo —y). Logo, existe t € Z

a a
tal que yo —y = t.——=. Logo, y = yg — t.——=. Analogamente, encontra-
(a,b) (a,b)

mos r = g + t.m. E reciprocamente, é facil ver que y = yy — t.
a?

sao solugoes da equacao ax + by = c.

(a,b)

T =x+t.

b
(a,b)

Note que, se a equagao admite solucao, entao ela possui infinitas solugoes.
Exemplo 2.5.2 Encontrar o conjunto solucao da equagao bx+6y = 7, caso exista.

Solugao: Temos que (5,6) = 1|7. Logo, a equacao admite infinitas solugoes. Pelo

teorema anterior y = yo — t.L e x = xy + t.—— sao solucoes da equagao.
a,b) (a,b)

Tem-se que (a,b) = (5,6) =1 ¢ x =z + 6t e y = yo — bt. Resta agora, encontrar



2.5 Equagoes Diofantinas Lineares 23

uma solucao particular para esta equagao. Observe a equagao bx + 6y = 1. Vé-se
facilmente que, z = —1 e y = 1 é uma solugado particular, isto é, 5.(—1)+6.(1) = 1.
Multiplicando a equagao por 7, teremos 5.(—7) +6.(7) = 7. Logo, x = —Tey =7
¢ uma solugao particular da equacao bx + 6y = 7. Entao a solucao geral desta
equagao ¢ dada por x = =746t e y =7 — bt.

Exemplo 2.5.3 Retomemos o Exercicio 1.0.4 do 1° Capitulo.

Solugao: Temos que dado um inteiro n, ele é da forman =7k +3 en = 11t + 5.
Portanto, teremos que 11t +5 = 7k + 3 = 7k — 11t = 2, que é uma equagao
diofantina, que possui solugao, pois (7,11) = 1|2. Vamos determinar uma solucao
particular para equacao 7k — 11t = 1. Verifica-se facilmente que t =5e k =8 é
uma solugdo para esta equagao, isto ¢, 7.(8) — 11(5) = 1 = 7.(16) — 11(10) = 2.
Entao t = 10 e k = 16 é uma solugao particular para a equacao 7k — 11t = 2. A
solugao geral é dada por:
t=10+Ta

k=164 110 ¢ €L

Assim, o valor de n serda dado por: n =7k +3 = n =716+ 1la) +3 = n =
115 + 77a = 38 + 77m. Logo, o menor natural que dividido por 7 deixa resto 3 e
quando dividido por 11 deixa resto 5 é 38.

Exemplo 2.5.4 Determinar o menor niumero inteiro n que quando dividido por
ay deiza resto by e quando dividido por ay deiza resto by, de forma que (ay,as) = 1.

Solugao: Temos que o inteiro n é da forma n = by +a1q; e n = by +asqs. Segue-se
que by +a1q; = by+asqs, isto é, a1q1 —asqe = by — by, que é uma equacao diofantina,
com variaveis q;, qz. Como (a1, as) = 1|(be — b1), temos que esta equacdo possui
solugao. Seja (k,s) uma solucao particular da equagao a;q; — asqs = by — by, isto
é, 1 = k e ¢ = s. Entao a solugao geral desta equagao é dada por ¢ = k + aqt e
g2 = s + a;t. Entao o menor inteiro que satisfaz estas condigoes é:

n=>b +aq = b + ar1(k + ast) = n = by + a1k + ajast.

Exemplo 2.5.5 Um general decide diwvidir seu batalhao em colunas de 31 soldados
e percebe que sobram /; entdao tentou dividi-los em colunas de 50 soldados cada,
desta vez sobrou um unico soldado. Determine o numero de soldados deste batalhdao
sabendo que tal nimero é menor que 1500.

Solucgao:

Seja n o nimero de soldados. Equacionando o problema, teremos que n = 31s+4
e n = 50t + 1. Portanto, teremos que 31s + 4 = 50t + 1, isto é, 50t — 31s = 3.
Temos aqui, uma equacdo diofantina. Observe que (50,31) = 1|3. Logo, esta
equagao possui solucao. Considere a equagao 50t — 31s = 1. Usando o algoritmo
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de Euclides, teremos:

50=31.1419 =19 =50 — 31.1

31=19.14+12=12=31-19.1

19=121+7=7=19-12.1

12=7145=5=12-"7.1

7=51+2=2=7-5.1

b=22+1=1=>5-2.2. Segue-se entdo que 1 =5—-2.(7—5.1) = (—2).7+3.5 =
(—2).7+3.(12=7.1) = 312 = 5.7 = 3.12 — 5.(19 — 12.1) = (=5).19 + 8.12 =
(—5).19+8.(31—-19.1) = 8.31—13.19 = 8.31—13.(50—31.1) = 50.(—13) —31.(=21)
Logo, teremos que 50(—13) — 31(—21) = 1, t = —39 ¢ s = —63 ¢ uma solugao
particular da equacao 50t — 31s = 3 e portanto teremos que a solucao geral desta
equacao ¢ dada por:

t=-394 31k e s = —63 + 50k. Segue-se entao que o nimero de soldados é dado
por n = 50t+1 = 50(—39+31k)+1 = 50(—39+62+31k)+1 = 50(23+31k")+1 =
1151 4 31%'. Entao ntimero de soldados é 1151.

2.6 Problemas Resolvidos

Problema 2.6.1 O resto da divisao do inteiro N por 20 ¢ 8. Qual o resto da
divisao de N por 57

Solugao: Como o resto da divisao de N por 20 é igual a 8, entao N é um multiplo
de 20 adicionado de 8 unidades. Ao dividir N por 5, basta analisar o resto da
divisao de 8 por 5, pois 20 ja é divisivel por 5. Segue-se que o resto da divisao de
N por 5 seré de 3.

6 a b ¢
Probl 2.6.2 Det ' lucao intes b, c tas — = — -t —.
roblema etermine uma solucao inteira a, b, ¢ tais que 573 = 3 + 7—|— 3

- b . . 65
zi)luga?c))g;bTerr;s que 73 = §+ - + 1—03 pode ser escrito da seguinte forma: 973 =
- + =+ = isto ¢, 91a + 390 + 21c = 65. Basta agora, encontrar a solugao

273 273 273’
inteira desta equacao diofantina linear. Observe que (91,39,21) = 1|65. Logo, a

equagcao possui solugao. Temos que 91a+39b+21c = 65 = 9la+3(13b+T7c) = 65.
Tomemos 13b+7c = k, com k € Z. Segue-se entao que 91a+ 3k = 65. Resolvendo
esta equacgao diofantina, teremos que a solucao é dada por a = 2+3t e k = —39—91¢
comt e Zea=2 k= —39 uma solugao particular da equacao 91a + 3k = 65.
Vamos determinar agora, valores para os inteiros b e c. Sabemos que 13b+ 7c = k.
tome k = —39. Entao, teremos a equacao diofantina 13b+7¢ = —39. Uma solucao
particular para esta equacao é dada por b = 4 e ¢ = —13. A solugao geral para
a equagao 130+ 7c = —39 é dada por b =4+ 7s e c = —13 — 13s, com s € Z.
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Conclui-se que um dos possiveis valores para a, b, ¢ sao respectivamente 2,4, —13,
65 2 4 13

isto é, 73 =3 + PRy como queriamos mostrar.

Problema 2.6.3 (OBM-1999) Quantos sio os pares (x,y) de inteiros positivos
que satisfazem a equacgao 2x + 3y = 1017

a) 13 b) 14 c) 15 d) 16 e) 17

Solugao: Uma solugao particular da equacao é o par ordenado (49, 1). Segue-se
entao que a solucao geral desta equacao é dada por x =49+ 3t e y =1 — 2t, com
t € Z. Estamos interessados nas solucoes inteiras positivas, isto é, x,y > 0. Entao,
teremos que:

—4
x>0:>49+3t>0:>t>T9:—16,33

1
y>0:>1—2t>0:>t<520,5.
Segue-se que os possiveis valores para t sao 0,—1,—2, -3, —4,--- ,—16, portanto
sao 17 possiveis valores para t. Conclui-se que a equacao 2z + 3y = 101 possui 17
solugbes inteiras positivas, portanto altenativa (e).

Problema 2.6.4 Ache o menor maultiplo de 5 que deixza resto 2 quando dividido
3 e por 4.

Solugao: Seja n o ntimero procurado. Equacionando o problema, teremos:
n=23t+2
n=4s+2

multiplo de 3 e 4. Logo, n — 2 também ¢ um multiplo de 12, ou seja n — 2 = 12k,

k € 7Z. Entao, segue-se que n = 12k + 2. Entao, os possiveis valores de n sao

2,14, 26, 38,50,62, .... Assim, o menor multiplo de 5 que quando dividido por 3 e

por 4 deixa resto 2 é 50.

Subtraindo 2 unidades de cada equacgao, teremos que n — 2 é

Problema 2.6.5 (OBM-1997) Uma das solugoes inteiras e positivas da equagdo
192 + 97y = 1997 ¢, evidentemente, (xg,y0) = (100,1). Além dessa, hd apenas
mais um par de nimeros inteiros e positivos, (x1,y1), satisfazendo a equagao. O
valor de x1 + 1y €é:

a) 23 b) 52 c) 54 d) 101 e) 1997

Solugao: Dada a equacao 19z + 97y = 1997 uma solucao particular foi dada, no
caso (zg,y0) = (100,1). Entao, teremos que a solucao geral desta equagao é da
forma: x =100+ 97t e y = 1 — 19¢, com t € Z. Queremos encontar outra solugao
inteira positiva, isto é, z1 > 0,y; > 0. Segue-se entao que:

—100
fE1>0=>100+97t>0=>t>W=—1,030-
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1
y1>0:1—19t>0:t<1—9:0,052.

Entao os valores para t sao 0 e —1. Para t = 0, teremos a solucao dada. Para
t = —1, teremos z = 100 + 97.(—1) =3 ey = 1 — 19.(—1) = 20. Segue-se que a
outra solugao é o par ordenado (20, 3), portanto alternativa (a).

Problema 2.6.6 Para quais valores de ¢ a equacao 90x + 28y = ¢ nao possui
solucao inteira?

Solugao: Sabemos que uma equacao diofantina ax + by = ¢ possui solucao inteira
se e somente se (a,b)|c. No caso, a equagao 90z + 28y = ¢ possui solugao quando
(90,28) = 2|c. Assim, os valores de ¢ para que a equagao 90z + 28y = ¢ tenha
solucao, é ¢ = 2n,Vn € Z.

Problema 2.6.7 Numa criacdo de coelhos e galinhas, contaram-se 400 pés. Quan-
tas sao as galinhas e quantos sdo os coelhos, sabendo que a diferenca entre esses
dois niumeros € a menor possivel?

Solucao: Seja g e ¢ o nimero de galinhas e coelhos respectivamente. Equaci-
onando, teremos 2g + 4c = 400, que simplificando temos a equacao diofantina
g + 2c = 200. Como (1,2) = 1|200, esta equagao diofantina possui solucdo in-
teira. Queremos obter valores de g e ¢ tais que a diferenca |g — ¢| seja a menor
possivel. Uma solugao particular da equacao g + 2¢ = 200 é g = 10 e ¢ = 95.
Segue-se que a solucao geral desta equacao é dada por g = 104 2t e ¢ = 95 — ¢,
com t € Z. Queremos que |g — ¢| seja o menor possivel. Segue-se entdao que
1042t — (95 —1t)| = |3t —85| > 0 = ¢ > 28,33 ou t < 28, 33. Na primeira solugao,
o menor valor de t é t = 29. Logo, o nimero de galinhas e o niimero de coelhos sao
g =104+ 2.29 = 68 e ¢ = 95 — 29 = 66, respectivamente. Observando a segunda
solugao, tomando agora t = 28, teremos g = 10 4+ 2.28 = 66 e ¢ = 95 — 28 = 67.



Capitulo 3
CONGRUENCIAS

3.1 Introducao

Figura 3.1: Gauss foi o grande introdutor da congruéncia, ele comegou a mostrar ao
mundo a congruéncia a partir de um trabalho realizado Disquisitiones Arithmeticae
(1801) quando ele tinha apenas 24 anos de idade. Vérias ideias usadas na teoria
dos numeros foram introduzidas nesse trabalho, até mesmo o simbolo usado na
congruéncia atualmente foi o que Gauss usou naquela época.

Definicao 3.1.1 Sejam a,b,m € Z. Dizemos que a é congruente a b mddulo m,
quando a e b deixa o mesmo resto quando dividido por m. Denotamos por:

a=0b(m).

Caso, a e b nao deizem o mesmo resto na divisao por m, entdo escreveremos

aZzb(m).

27
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Exemplos:
(i) 15 =3 (2);
(i) 7= 12 (5);

(
(iii) 14 = 30 (4).

Proposicao 3.1.1 Suponha que a,b,m € Z. Tem-se que a = b (m) se, e somente
se m|(a —b).

Demonstragao: = Suponha que a = b (m). Entao, a e b deixam o mesmo resto
quando divididos por m. Teremos entao que:
a=mq +r
b=mqgy+r
Logo, m|(a — b).
< Suponha que m|(a —b). Entao existe um t € Z, tal que (a — b) = t.m. Segue-se
que a =tm+0, isto é, a = b (m).

:>a—b:m(q1—qQ)+T—T=m(Q1—Q2)-

Decorre da defini¢ao, que congruéncias é uma relagao de equivaléncia, pois:
(a) Reflexiva: a = a (m);
(b) Simétrica: Se a =b (m), entdo b = a (m);
(c) Transitiva: Se a =b (m) e b=c (m), entdo a = ¢ (m).
De fato, os itens (a) e (b) seguem da defini¢ao. Ja o item (c), sendo a = b (m)
e b = ¢ (m), teremos m|(a — b) e m|(b — ¢). Logo, m|([(a — b) + (b — ¢)], isto é,
m|(a — ¢). Assim, teremos que a = ¢ (m).

Note que todo nimero natural é congruente ao seu resto modulo m. Entao, se
a="b(m), com b < m, tem-se que b é o resto da divisao de a por m. Neste caso,
os possiveis valores para b sdo os elementos do conjunto A = {0,1,2,3,...,m — 1}.
Este conjunto é denominado de sistema completo de residuos modulo m.

Proposicao 3.1.2 Sejam a,b,c,d, € Z e m € N, com m > 1.

(i) Sea=b(m) ec=d (m), entéoa+c=b+d (m)

(i) Sea=b (m) ec=d (m), entao ac = bd (m)

(111) Se a = b (mn), entao a =b (m) ea =b (n).

(iv) Sea=b(m) ea=0b(n), com (m,n) =1, entio a =b (mn);
(v) Se ac =be (m) e (¢,m) =1, entdo a =b (m). [Lei do Corte]

Demonstragao: (i) Suponha que a = b (m) e ¢ = d (m). Entao segue-se que
m|(a—b) e m|(c—d). Logo, m|(a—b)+ (c—d). Dai, segue-se que m|(a+-c)— (b+d).
Logo, a+c=b+d (m).

(ii) Suponha que a = b (m) e ¢ = d (m). Entao segue-se que m|c.(a—b) e m|b(c—d).
Entao m|((ca — ¢b) + (bc — bd)). Logo, m|(ca — bd). Segue-se que ac = bd (m).
(iii) Suponha que a = b (mn). Entao, pela Proposicao 2.4.3, teremos que
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mnl|(a —b). Segue-se que m|(a —b) e n|(a — b), pois (m,n) = 1. Conclui-se que
a=b(m)ea=0b(n).

(iv) Seja (myn) =1lea=0b(m) ea=0b(n). Entao, teremos que [m,nl|(a —b),
pela Proposicao 2.4.3. Como [m,n].(m,n) = mn pela Proposi¢ao 2.3.1 e
(m,n) =1, entao teremos que [m,n| = mn e entao mn|(a —b). Logo, a = b (mn).
(v) Seja (¢,m) =1 e ac = be (m). Entao segue-se da definigao que m|(ac — be).
Logo, m|c(a—b). Sendo ¢, m coprimos, tem-se que m { ¢ e existem x,y € Z, tais que
cx+my = 1; Multiplicando a equagao por (a —b), teremos c¢(a —b)z+m(a—b)y =
(a — b) e usando a Proposigao 2.3.2, o resultado segue.

Corolario 3.1.1 Para todo n € N, tem-se que, se a = b (m), entdo a™ = b (m).

Demonstragao: Usemos o Principio de Indugao Matematica.

(i) Para n = 1, teremos a' = b' (m), o que é verdadeiro por hipdtese.

(i) Suponha que, se a = b (m), entdo a® = b* (m) seja verdadeiro para algum
k € N. Entao pelo principio de indu¢do matemadtica, teremos que a™ = 0" (m) é
verdadeiro para n = k + 1. De fato, pois pelo item (ii) da proposi¢ao anterior,
como a =b (m) e a* = b* (m), entdo a**! = b**1 (m). Logo, se a = b (m), entao
a” =0b" (m), Vn € N.

Exemplo 3.1.1 Achar o resto da divisao de 7' por 51.

Solugao: Sabemos que 7% = —2 (51). Segue-se entao que:
?=-206)=T=(-2206l)=>7"=406l)=>7"7=47 () > 7 =
28 (51) = (7°)2 =282 (51) = 7' =19 (51). Logo, o resto da divisao 7'° por 51 é
19.

3.2 Congruéncias Lineares

Nesta seccao, vamos abordar as equacoes e os sistemas de congruéncias. Va-
mos verificar se as equagoes do tipo ax = b (m) existe ou nao solugao inteira, onde
a,b, m sao inteiros dados, com a # 0 e m > 1.

Definicao 3.2.1 Dizemos que um elemento a € invertivel modulo m quando a
congruéncia linear axr = 1 (m) admite solug¢do. Este inteiro x € denominado
inverso de a modulo m.

Exemplo 3.2.1 Na equagio 3z = 1 (7), se tomarmos x = 5, teremos que 3.5 =
15 =1 (7). Entao, seque-se que 5 € o inverso de 3 mddulo 7. Observe também,
que x = 12,19,26 sdao outros inversos de 3 modulo 7.

Assim, para verificar quando a admite inverso médulo m, teremos a seguinte pro-
posicao:
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Proposigao 3.2.1 Um inteiro a é invertivel médulo m se e sé se (a,m) = 1.
Neste caso, quaisquer dois inversos de a modulo m sao congruentes maodulo m.

Demonstragao: Seja a um inteiro invertivel. Entao por defini¢ao, teremos que
ax =1 (m) admite solugdo. Logo, teremos que m|(ax — 1). Segue-se que existe
um inteiro y tal que ar — 1 = my, isto é, ar — my = 1. Temos uma equagao
diofantina linear, que apenas admite solu¢ao quando (a,m) = 1. Reciprocamente,
se (a,m) = 1, pelo Algoritmo de Euclides Estendido, existem inteiros z, y tais que
ax —my = 1. Logo, m|(ax — 1) e segue-se que ax = 1 (m). Por fim, sejam x e
y inversos de a médulo m. Entdo teremos que axz = 1 = ay (m). Segue-se que
ax = ay (m). Como (a,m) = 1, pelo item (v) da Proposicao 3.1.2, teremos
x =1y (m). Assim, a possui um unico inverso médulo m.

Corolario 3.2.1 Sejam a,m € Z com m > 1 e (a,m) =d > 1. Entao a equagao
ax =1 (m) ndo admite solugao.

Demonstragao E imediato da Proposicao 3.2.1

Corolério 3.2.2 Sejam a,b,m € Z com m > 1. A congruéncia ax = b (m)
admite solugdo se, e somente se, (a,m)|b.

Demonstragao: = Suponha que axz = b (m) admita solugao. Logo, teremos que
m|ax — b. Assim, existe y € Z, tal que ax — b = my. Logo, ax — my = b. Temos
entdo uma equagao diofantina que possui solu¢ao quando (a, m)lb.

< Sendo (a,m)|b, entao existem z,y € Z, tais que ax + my = b. Logo, teremos
que b — axr = my. Assim, ax = b (m).

Este coroldrio nos mostra como determinar se uma equagao do tipo az = b (m)
admite solu¢ao. Mais ainda, podemos transformar a equacao ax = b (m) em uma
equagao do tipo x = ¢ (m), caso (a,m) = 1. Entao, admitindo que a equacao
ar = b (m) haja solugao, qual serd o seu conjunto solugao?

Definicao 3.2.2 Dado um inteiro a mddulo m, os seus possiveis restos sao ele-
mentos do conjunto A ={0,1,2,....,m — 1}. Estes elementos formam um sistema
completo de residuos modulo m.

Por exemplo, analisando um inteiro modulo 5, teremos que o sistema completo de
residuos é o conjunto A = {0,1,2,3,4} e observe que quaisquer dois elementos
deste conjunto sao incongruentes médulo 5.

Proposicao 3.2.2 Sejam a,b,m,d € Z, com m > 0. Sendo (a,m) = d e admi-

b
tindo que ax =b (m) haja soludo, entdo <ac,bi1> (a,m) ((mm>)
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Demonstragao: Por hip6tese, temos que (a, m)|b, pois ax = b (m) possui solugao.
Sabemos que (a,m)|a e (a,m)|m. Entdo, existe y € Z tal que: ax = b (m) <
_ ax my b ar b m
= o = s T = o ()

queriamos mostrar.

Proposicao 3.2.3 Sejam a,b,m € Z com m > 1 e d = (a,m), tal que (a,m)|b.
Se xg € uma solu¢ao da equagio ax =b (m), entao

2m 3m (d—1).m

m
Tg,To+ —,To + , g+ —, ..., T +
050 0 0 d 0 d

d d
formam um sistema de solugoes incongruentes modulo d.
Demonstragao: Considere a congruéncia: axz = b (m)™*. Como (a,m)|b, entdo
a congruéncia (*) admite solugdo. Seja xy uma solu¢do particular. Logo, existe

Yo, tal que (zo,yp) é uma solugao particular da equagao diofantina axy — mye = b.
Segue-se que a solugao geral sera dada por:

t t
x:xo—%mgey:yo—i—ac—i,WeZ.

m
Portanto, toda solugao da congruéncia (*) é do tipo = = g + tE’ Vt € Z. Assim,
tomando t = 0,1,2,...,(d — 1), teremos as seguintes solu¢oes médulo m: g, xg +
m m m
E,xo + ZE,QZO + 35, vy To + (d — 1)3, como queriamos mostrar. Provemos
m

agora, que rog + i.— € Xy + j'E sao incongruentes modulo m, para ¢ # j, com

d
i,j € {0,1,2,....d — 1}. Sejam z( + 2% e xo + j.% solugoes da congruéncia
ax = b (m). Segue-se entao que:
Zg —H’.% = 19 —i—j.% = z% = j.@ (m). Como "|m, dividindo z% = j.% (m)

por %, proposicao anterior, vamos obter i = j (m/%) = i = j (d) = i = j.

. ~ .m . ~ . , . .
Conclui-se entao que xg+1i.— e o+ j.— sao incongruentes modulo d, para i # 7,

d d
comi,j € {0,1,2,...,d—1}. Eimediato desta proposi¢ao que o nimero de solugdes
incongruentes da congruéncia ax = b (m) é (a,m) = d.

3.3 Sistemas de Congruéncias Lineares

Quando temos um grupo de equacoes de congruéncias, no qual queremos obter
uma solucao que satisfaga estas equacgoes, teremos um sistema de congruéncias.
Vamos considerar inicialmente, o caso de um sistema de congruéncias com duas
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. r=a (m) : :
equacoes r=b(n) com (m,n) = d. Provaremos a seguir, que este sistema
admite solucao tnica médulo o minimo muliplo comum entre m,n e é bastante
util na resolucdo do Teorema Chinés dos Restos, no caso em que (m,n) = 1. Para
provar a proposicao seguinte, vamos mostrar o seguinte lema:

Lema 3.3.1 Sejam a,b,m,n,d € Z, tais que (x)
FEste sistema admite solugdo, se e sé se (m,n)|(b— a).

Demonstragao: Observando o sistema (*), vamos verificar quando ele admite
solugdo. A primeira equagao admite solucao se e sé se m|(x—a), isto é, x = a+my,
com y € Z. Substituindo o valor x na segunda equacao, teremos:

a+my =0b(n) = my =>b-—a (n). Esta congruéncia possui solugao se e sé se

(m,n)|(b— a).

r=a (m)
r="0b(n)

admita solu¢ao e (m,n) = d. Entao, esta solu¢do serd unica mddulo mme(m,n).

Proposigao 3.3.1 Sejam a,b,m,n,d € 7Z, tais que o sistema (*) {

Demonstragao: Como o sistema (*) possui solucdo, temos que (m,n)|(b — a).
Da primeira equacao, teremos que existe y € 7Z, tal que x = a + my. Subs-
tituindo x na segunda equagdo, teremos a +my = b (n) = my = b —a (n).

b
Entao teremos que my =b—a (n) = ) = a4 n , pela Pro-
(m,n) (m,n) \(m,n)
m n

posicao 3.2.3. Sabemos que = 1, pela Proposicao 2.3.1.

Logo, existe k € Z, tal que k. m ) =1 ( " ) Assim, teremos que

(m,n) (m,n)
- k(b—a) n —M egue-se, entao que:
Y= mon) (<m,n>):’y‘ (m, n) +’““((vfn,n) - Deguerse, entao dne:

¢k (% o (<m7jn> ) Tt (m?ﬁ;)a) ’ <<:§72>)>' Fela

Proposicao 2.3.1 [m,n|.(m,n) = mn, onde [m,n] é o minimo miltiplo comum
entre m e n. Conclui-se entao que:
mk(b — a) mk(b — a) ,
r=a+|—F———=+[m,n|t] =2=a+|————=]) ([m,n]). Logo, o sistema
(m, n) (m, n)
(*) admite solu¢ao tinica médulo [m, n].

r=a (m)
r="0b(n)
Entao, este sistema de congruéncias admite solucao e esta solucao € unica modulo
mn.

Corolario 3.3.1 Sejam a,b,m,n € Z, tais que { e (m,n) = 1.
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Demonstragao: Tomando d = 1 na proposicao anterior, o resultado segue.

Exemplo 3.3.1 Um nudmero inteiro deixa resto 8 quando dividido por 7 e deixa
resto 5 quando dividido por 8. Determine o menor niumero inteiro positivo com
estas condicoes.

Solugao 1: Observe que (7,8)|(5 — 3). Logo, o sistema admite solu¢ao. Seja = o
ntmero procurado. Entao teremos o sistema:

x=3(7)
{ =5 (8)
x=3(7) = x=3+Tt comt € Z. Substituindo o valor de z na segunda con-
gruéncia, vamos obter:
r=508)=34+Tt=5(8) =T7=2(8)=49% =14 (8) =t =6 (8). Logo,
teremos que t = 6 + 8s, com s € Z. Substituindo o valor de t em x = 3 + Tt,
teremos © = 3 + 7.(6 4+ 8s) = 45 + 56s. Logo, o menor natural que deixa resto 3
quando dividido por 7 e deixa resto 5 quando dividido por 8 é 45.

Resolvendo o sistema:

Solugao 2: Usando o Corolario 3.3.1 cuja solugao deste tipo de sistema ¢ dada
por x = a+my(b—a) (mn), tem-se quea =2, b=6, m =7, n =8¢ y; éde tal
forma que yym =1 (n), isto é, Ty; =1 (8), o que implica em y; = 7. Dai, segue-se
que z =3+ 7.7(5 — 3) (56) = = = 101 (56) = = = 45 (56).

O exemplo a seguir, ilustra um sistema de congruéncias quando (m,n) =d > 1.

Exemplo 3.3.2 Um numero natural quando dividido por 6 deiza resto 4 e quando
dividido por 10 deixa resto 8. Determine o menor numero natural com estas
condicoes.

Solugao: Equacionando o problema, sendo x o ntmero procurado, teremos o
;;84(260)) . Observe que o (6,10) =2 > 1.
Da primeira equagao, teremos que z = 4+ 6t, com ¢t € Z. Substituindo na segunda
equacao, teremos que: 4+ 6t =8 (10) =6t =4 (10)=3t=2(5) =>t=4(5) =
t =4+ 5k, com k € Z. Logo, teremos que x = 4+ 6(4 + 5k) = 28 + 30k. Assim, o
menor nimero que quando dividido por 6 deixa resto 4 e quando dividido por 10
deixa resto 8 é 28. Observe que a solugao é tinica médulo o mme(6,10) = 30.

seguinte sistema de congruéncias: {

Exemplo 3.3.3 Determine o menor inteiro positivo que satisfaca o sistema de
CONGruéncias a Sequir:

r=1(5)
r=2(7)
x=3(9)
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Solugao: Multiplicando cada equacao do sistema por 2, vamos obter:

(20 =2 (5) 20 =2+ 5t

2x =4 (7) 20 =447t

20 =6(9) ) 2x=064+0t
| 22 =8 (11) 20 =8+ 11t
Somando-se trés unidades a cada equacao, teremos:
(20 +3=2+3+5t 20 +3 =5t

_ _ /

P B o s are

(| 2r+3=8+3+11¢ 2x + 3 = 11¢

Logo, o menor inteiro que satisfaz o sistema é 2x + 3 = 3465 = = = 1731.

3.4 Teorema Chinés dos Restos

Na segao anterior, vimos como resolver um sistema do congruéncias lineares
com duas equacoes. O que se pode dizer de um sistema que possui k equacoes?
Sera que tal sistema sempre admitira solu¢ao? Caso afirmativo, a solugao também
sera unica? O Teorema Chinés dos Restos é uma generalizacao para estes sistemas
de congruéncias. Ele examina a existéncia de solugoes e mostra também que a
solugao é unica, médulo o produto dos modulandos, desde que esses sejam dois a
dois coprimos. O Teorema a seguir, mostra uma solucao geral de um sistema de
congruéncias lineares. Para o melhor entendimento, considere este exemplo:

Exemplo 3.4.1 Qual o menor natural que dividido por 7 deiza resto 3 e quando
diwidido por 6 deixa resto 5¢

Solugao: Equacionando o problema, teremos o seguinte sistema de congruéncias

lineares:
{ x=3(7)
=5 (6)

x1 =3 (7) 2o =0 (7)
z1 =0 (6) ¢ { xo =5 (6)
Observe que 1 = 6t; e x5 = Tty. Logo, a solucao é dada por x = x1+x9 = 6t1+7t,.
Resta agora encontrar os valores de t; e t5. Como z1 = 3 (7), entdo segue-se que
6ty =3 (7) = 36t = 18 (7) = ¢, = 4 (7). Logo, t1 = 4+ Tk;. Analogamente,
como 7o =5 (6), entao segue-se que 7t =5 (6) = to =5 (6). Logo, to = 5 + 6k,.
Achados t; = 4 + Tky e ty = 5 + 6ko, substituindo na equacao x = 6t; + Tto,
teremos:

x =6(4+ Tky) + 7(5 + 6ky) = 59 + 42(ky + ko) = 17 4 42k. Logo, a solucdo deste
sistema serd x = 17 + 42k. Entao o menor inteiro que dividido por 6 deixa resto
5 e quando dividido por 7 deixa resto 3 é 17.

Sejam w1, x5 inteiros tais que r = x1 + xo, onde {
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Observe que na resolucao deste problema, particionamos a solucao x em duas
partes (x = 1 + z3). Este procedimento é perfeitamente correto, pois pela Pro-
posicao 3.1.2, temos que se a = b (m) e c =d (m), temos que a+c=b+d (m).
T =by (a)

, podemos particionar x
xr = by (ay) P P

Portanto, no caso de um sistema da forma {

como sendo x = x1 + x9, de tal forma que:

{n2bi ot - st ~{ozhl

Tr = b1 (Cll)
r = bg (CLQ)
admite solucao unica modulo ay.as e € dada por x = as.yy.by + a1.y2.ba, onde yy1, yo
€ solugdo da equacdo y;a; =1 (a;), para i,j = 1,2, com i # j.

Proposicao 3.4.1 Considere um sistema { , com (ay,ay) = 1. Ele

Demonstragao: Sejam w1, x5 inteiros tais que x = x1 + x5, onde { o :_bl (a1)
r1 = O (ag)
o { o =0 (ay)
To = bQ (CLQ)
por x = xy + T2 = as.l; + a;.t;. Resta agora encontrar os valores de t; e ts.
Como z; = by (a1), entdo segue-se que ast; = by(ay). Como (ag,az) = 1, pela
Proposicao 3.2.1 temos que existe y; € Z que é o inverso de ay; médulo ay, isto
é, y1.a2 = 1 (a1). Segue-se entao que y;.ast; = y1.b1 (a1) = t1 = y1b1 (a1). Analo-
gamente, sendo xs = by (as), entao segue-se que ayty = by (ag). Como (ay,as) = 1,
temos que existe yo € Z que é o inverso de a; médulo as, isto é, ys.a; = 1 (as).
Segue-se entdao que ys.ajts = yo.by (az) = ta = yoby (az). Logo, teremos que
tl = ylbl + a1k1 e t2 = ygbg -+ CLQk'Q. Substituindo em Tr = ag.tl € Ty = al.tQ,
teremos:
1 = az.(y1b1 + ar1ky) e xo = ay.(Yabe + asks) e segue-se que 1 = as.y1by + aja2k;
e Ty = a1.Yabs + arazky. Como x = x1 + xo, teremos que = = (as.y1by + ajagky) +
(a1.y2be + arasks) = x = as.y1by + a1.y2bs + a1azk. Logo, a solugdo da congruéncia
linear é x = as.y1b1 + a1.y2b2 mdédulo ayas como queriamos mostrar.
Unicidade. Suponha que z, e x; sejam solugoes do sistema. Entao teremos que:

. Observe que x1 = aq.t; € 9 = a;.t. Logo, a solucao é dada

Tog = aQ.ylbl + al.beQ (alag) .
_ b b = x4 = Ty (a1a9).
Ty = A2.Y101 + a1.Y202 <a1a2>

Segue-se entao que r, = x.
Nesta proposicao, resolvemos um sistema de duas equagoes. E se o sistema hou-
vesse k equagoes? O préximo Teorema (O Teorema Chinés dos Restos) mostra
como encontrar a solucao de um sistema com varias equacoes. Para demonstrar,
na proposicao anterior, particionamos x em duas partes, porque tinhamos duas
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equacgoes. Neste caso, vamos particionar x em k partes pois teremos exatamente
k equagoes.

Teorema 3.4.1 (Teorema Chinés dos Restos) Sejam ay,as, ..., a; numeros in-
teiros positivos, de tal forma que (a;,a;) =1, Vi,5 = 0,1,2,....k e i # j. Dados
inteiros quaisquer by, by, ..., by, o sistema de congruéncias lineares:

r=0b (@)
= b2 (a2) (3.1)
xTr = bk (ak)
admite solucao unica, modulo aias...ay dada por x = N1y101+ Noysbo+ ...+ Npyibs,
onde N = aqas...a, N; = —, com 1 <1 < k e y; € solucao da equagao y;N; =
1 (a;). ’

Demonstracao: Considere o sistema (3.1) A solucdo deste sistema é dada por
r =1+ Ty + ... + T, onde:

r1 =0 (aq) ([ 2,=0 (aq) (2. =0 (aq)

T = 8 (az) T3 E—%Q (a2) T = 0 (as)

) T = | (as) @) Ty = | (as) ) Ty = ' (a3)
21 =0 (ag_1) o =0 (ag_1) zr =0 (ag_1)

r1 =0 (ag) zo =0 (ag) [ 2 =l (ax)

\ \
Defina N = ajas...ax. Observemos o sistema (1).

Nele temos que ;7 = 0 (az),z1 = 0 (as),...,z1 = 0 (ag). Logo, por hipétese de
as, as, ..., ay serem dois a dois coprimos, teremos que r; = 0 (agas...ax), ou seja,
x1 = (agas...ax)t;. Analogamente, teremos que no sistema (2), z1 = 0 (ag), 21 =
0 (as),...,z1 = 0 (ag). Logo, teremos que xo = 0 (ayas...ar), ou seja, rg =
(aras...ax)ts e portanto tem-se que xp = (aias...ax_1)tx. Entdo, teremos que
r =21+ x9 + ... +x = (agas...ap)ty + (ara3...ax)ts + ... + (a1az...a5_1)tg. Nos
resta agora, encontrar os valores de ty, ta, ..., tx. Do sistema (1), sabemos que:

r1 = by (a1) e que 1 = (agas...a)t;. Entdo, teremos que (asas...ax)t; = by (aq).
Como (a;,a;) = 1 para i # j, entdo (agas...ax,a1) = 1. Logo, existe y; € Z tal
que yiasag...ar, = 1 (a1). Logo, teremos que t; = y1b; (a1). Analogamente, resol-
vendo os outros sistemas, teremos t,, = Ymby, (am), para todo m € {1,2,3, ..., k}.
Segue-se entao que t,, = Ymbm+ant, com t € Z e portanto a solugao sera dada por:

=21+ 2o+ ... + T = (agas...ap)t; + (a1as...ax)ts + ... + (a1a9...a5_1)t;, =

xr = (agas...ar)(y1by + a1t) + (a1as...ax) (y2ba + ast) + ... + (a1a9...ax_1) (yrby, + axt)
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= T = agasz...apy1by + Nt + aias...arysbs + Nt + ... + aqas...ap_1yrby + Nt
a1Q90s3...aLY1b a1a00s3...aLY1b a1Q90s3...aLY1b
:>x:123 ky11+123 ky11+...+123 ky11+Nt.k
ay a9 Qg

=T = lelbl + N2y2b2 + ...+ Nkykbk + Ntk.

Logo, a solugao do sistema (3.1) é dada por N1y1b; + Noyabs + ... + Niyrbr, médulo
N = ajas...a. Como querfamos mostrar. Para provar a unicidade, usamos o
método andlogo a demonstracao da Proposi¢ao 3.4.1. Vamos provar agora, que
x = Ny1y1b1 + Noyabs + ... + Npyrby realmente é solucao do sistema (3.1). De fato,
temos que ;| N;, para i # j. Como N;y; = 1 (a;), segue-se que:

x = Nyyiby + Noyaby + ...+ Nipyrbr = Niyibi = b; (a;). Logo, © = N1y1by + Nayabo +
<. + Niyrbi é solugao do sistema (3.1).

Exemplo 3.4.2 Trés garimpeiros trabalhavam em um rio a procura de ouro. Certo
dia, os trés encontraram x pedras de ouro. Ao dividir as pedras em grupos, per-
ceberam o sequinte: Se as pedras fossem separadas em grupos de 7 unidades, so-
brariam 5 pedras de ouro; se separassem em grupos de 11 unidades, 8 pedras de
ouro sobrariam e se separassem em grupos de 13 unidades, 4 pedras de ouro fica-
riam sobrando. Supondo que eles encontraram entre 1000 e 2000 pedras de ouro,
quantas pedras de ouro foram encontradas?

Solucgao: Equacionando o problema, teremos no seguinte sistema de congruéncias:

x=5(7) (3.2)
=38 (11) (3.3)
r =4 (13) (3.4)

Aplicando o Teorema Chinés dos Restos, temos que a solugao é unica modulo

1001.y1.5  1001.y2.8 1001.y3.4
7.11.13=1001. Entao a solucao é dada por: = = 7y1 + 11y2 + 13?/3 :

Resta-nos agora, encontrar os valores de 1,42, e y3. Temos que y; é dado por
yrasaz = 1 (ay), isto é, 1,.143 = 1 (7). Resolvendo, teremos 3y; =1 (7) = y1 =
5 (7). Tome y; = 5. Calculemos ¥y, que é dado por yaajaz = 1 (11) = y2.91 =
1(11) =3y, =1 (11) = yo = 4 (11). Tome y, = 4. Calculemos ys3, que é dado
por ysajas =1 (13) = y3.77 =1 (13) = 12y5 = 1 (13) = y3 = 12 (13). Tome

y3 = 12. Entao a solucao do problema sera dada por:
1001.y1.5  1001.y52.8 1001.ys.4 N 1001.5.5 1001.4.8 1001.12.4
x = x =

7 11 13 11 13
x = 3575 + 2912 + 3696 = 10183. Sabemos que 10183 = 173 (1001). Logo, a
quantidade de ouro é um nimero da forma z = 173 + 1001k, £ € N. No caso, = é
um numero entre 1000 e 2000, os garimpeiros acharam 1174 pedras de ouro.

Exemplo 3.4.3 Determinar as solug¢oes da congruéncia 501z = 345 (504).
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Solugao: Observe que 504 = 7.8.9 e que (504,501) = 3. Logo, teremos trés
solugoes incongruentes médulo 504. Como 501z = 345 (504), entdo podemos
simplificar nosso problema ao sistema

501z = 345 (7)
501z = 345 (8) (%)
501z = 345 (9)

e aplicar o Teorema Chinés do Resto. Entao, considerando o sistema (*), segue-se
que:

501z = 345 (7) dr =2 (7) 2% =1 (7) r=4(7)
501z =345 (8) =< bx=1(8) = bx=1(8) =4¢ z=5(8) .
501z = 345 (9) 6z =3 (9) 2r =1 (3) r=2(3)

Resolvendo o ultimo sistema de congruéncias, temos que:

N =783,N, =83,Ny =73, N3 =7.8,bp =4,bpb =5,b3 = 2. Encontrando os

valores de 1, ¥, Y3, teremos:
=1(MN=83u=1MN=3u=117=y=50)=y =5

YoN2=18) =73 =1(8)=5p=1(8)=y=5(8) =y =5

Nz =103) =78y =103)=2y3,=103)=>yu=203) =y =2

Segue-se que a solucao serd dada por x = Nj.y;.by + No.yo.by + N3.y3.03 mddulo

7.8.3 = 168. Com isso, teremos que x = 8.3.5.4 + 7.3.5.5 4+ 7.8.2.2 = 1229, que

modulo 168 nos resulta em = = 53. Dali, conclui-se que a solucao do sistema (*) é

dada por x = 53 + 168t, t € Z. As solugoes incongruentes sao 53,221 e 389, para

t=0,t=1et=2, respectivamente.

Exemplo 3.4.4 Resolver o sistema de congruéncia, { ig , caso haja

(15)
solucao.

Solugao: Observe que o mde dos modulandos ¢é diferente de 1, pois (12,15) = 3.
Nao podemos, entao, aplicar o Teorema Chinés dos Restos diretamente. Mas, po-
demos adequé-lo, de forma que o Teorema possa ser utilizado. Vejamos:

Observe que se n = 6 (12), teremos que n =6 (3) en =6 (4) e que se n = 2 (15),
teremos que n = 2 (3) e n =2 (5). Temos o seguinte sistema de congruéncias:

NN
— o —

S 333
101
NN O
SN

Neste caso, o sistema nao possui solucao, pois observando a primeira e a terceira
equagao, temos que 0 = 2 (3), o que é um absurdo. Poderiamos, usar também o
Lema 3.3.1, concluindo que (12,15) 1 (2 — 6).
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8 (12)
2 (15) ’

_ caso haja

Exemplo 3.4.5 Resolver o sistema de congruéncia, { Z

solucao.

Solugao: Como (12,15) = 3, entdo nao podemos aplicar diretamente o Teorema
Chinés dos Restos. Para tanto, podemos fazer uma modificacao de forma que o
Teorema possa ser utilizado. Observando a congruéncia n = 8 (12), podemos obter
duas congruéncias: n =8 (3) en =8 (4), o que equivale an =2 (3) en =0 (4).
Analogamente, da congruéncia n = 2 (15), podemos obter n =2 (3) e n = 2 (5).
Assim, teremos o seguinte sistema de congruéncias:

n=2(3) n=2(3)
Zigg; =< n=0(4) .
n=2(5 n=2(5)

Resolvendo este sistema aplicando o Teorema Chinés dos Restos, teremos:

N =345 =060,N; =45 =20,Ny, =35 =15 N3 =34 = 12,0y = 2,bo =0 ¢
bs = 2. Encontrando os valores de y1, ¥, y3, teremos:
nN=103)=451=103)=21.=103)=un=20B3)=uy =2,
Yo.No=1(4)=35y=14)=3p=14)=yp=34) =1y =3;
ys:Ns=1(5)=43y5=15)=2y3=15)=y3=3 (5) = y3 = 3;

Segue-se que a solucao do sistema é dada por:

n = Niyiby + Noysbs + N3ysbs modulo 4.3.5 = 60. Assim, teremos que n =
20.2.2 +15.3.0 4+ 12.2.3 = 152 que modulo 60 nos da n = 32.

3.5 Classes de Congruéncias

Definigcao 3.5.1 Seja a,m inteiros com m > 1. Define-se classe residual de a
mddulo m, como sendo o conjunto [a] = {x € Z;x = a(m)}.

Exemplo 3.5.1 Dado um inteiro qualquer b, tal que [b] = [a], entao dizemos que b
¢ um representante da classe residual de |a]. Assim, os nimeros 6,11,16,21, 26, ...
sao representantes da classe residual [1] mddulo 5.

Exemplo 3.5.2 1. Considere m = 3. Entao, seque-se que as classes de con-
gruéncias modulo 3 sdo:
(i) [0] = {x € Z;x =0 (3)}, nimeros inteiros da forma 3x,x € Z;
(i) [1] = {x € Z;x =1 (3)}, nimeros inteiros da forma 3x + 1,x € Z;
(117) [2] = {x € Z;x = 2 (3)}, niumeros inteiros da forma 3z + 2,x € Z.

2. Considere m = 7. Entao, seque-se que as classes de congruéncias modulo 7
5a0:
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(1) [0l ={x € Z;z = 0 (7)}, nimeros inteiros da forma Tx,x € Z;

(i) [1) = {x € Z;x =1 (7)}, numeros inteiros da forma Tz + 1,x € Z;

(i11) [2] = {x € Z;x =2 (7)}, nimeros inteiros da forma Tx + 2,x € Z;
() [3]| ={z € Z;x =3 (7)}, nimeros inteiros da forma Tx + 3,z € Z;
(v) 4] ={z € Z;x =4 (7)}, nimeros inteiros da forma Tx + 4,z € Z;

(vi) [5] = {x € Z;x =5 (7)}, nimeros inteiros da forma Tx + 5,z € Z;
(vii) [6] = {x € Z;x =6 (7)}, nimeros inteiros da forma 7z + 6,z € Z.

Propriedades 3.5.1 As classes residuais possuem as sequintes propriedades:

(i) [a] = [b] & a=b (m);
(ii) Se [a] N [b] # 0, entdo [a] = [b];
(iii) Sendo a € Z, [a] = Z.

Demonstragao:

(i) Suponha que [a] = [b]. Por defini¢do das classes residuais, temos que [a] = {x €
Zix=a (m)}eb ={xe€Z,xz=0>b(m)}. Segue-se que z =a (m) ez =>b(m).
Logo, pela transitividade, tem-se que a = b (m). Por outro lado, se a = b (m),
entdo x = a se e somente se x = b (m) e o resultado segue.

(ii) Suponha que [a] N [b] # 0. Entdo, teremos que existe um elemento ¢ € [a] e
¢ € [b]. Logo, teremos que a = ¢ (m) e b = ¢ (m). Novamente pela transitividade,
tem-se que a = b (m), isto é, [a] = [b].

(iii) Temos que [a] = {z € Z;x =a (m)}. Como a € {0,1,2,3,--- ,;m — 1}, isto é,
a pertence ao sistema completo de residuos médulo m. Dal, segue-se que a é da

forma mk,mk +1,mk +2,--- ;mk 4+ (m — 1). A unido destas classes resulta em
Z.

Proposicao 3.5.1 FEzxistem exatamente m classes residuais modulo m distintos,
a saber [O]a [1]7 [2]7 [3]7 [4]7 SRS) [m - 1]

Demonstragao: Considere o conjunto das classes residuais, isto é, [a] = {x €
Z;x = a (m)}. Na congruéncia x = a (m), temos que o resto da divisao x por m
deixa resto a. Entao, os possiveis restos desta divisao sao elementos do conjunto
{0,1,2,3,4,...,m — 1}, conjunto este que possui exatamente m elementos. Logo,
existem m classes residuais modulo m.

Exemplo 3.5.3 Mostrar que os elementos do conjunto A = {12,22,3% 4% ..., m?},
m > 2, nao formam um sistema completo de residuos modulo m.

Solugao: Sabemos que o sistema completo de residuos médulo m é dado por
{10], [1], 2], [3], .-, [m — 1]}. Queremos mostrar que o conjunto A acima nao é um
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sistema completo de residuos moédulo m. Sejam n e k inteiros tal que n > k e
n + k = m. Assim, teremos que n? — k? # 0 e:

n?—k>=m+k)(n—k =m.(n—k)=0(m)=n>=k?(m). Com isso, temos
dois elementos distintos em A que nao sao incongruentes entre si médulo m. Logo,
o conjunto A nao forma um sistema completo de residuos médulo m.

3.6 O Conjunto Quociente 7Z,, e Z;,

O conjunto Z,, = {[0],[1],[2],[3], ..., [m — 1]} é chamado de sistema completo
de residuos médulo m, se para todo a € Z, existir um i € {0,1,2,...,m — 1}, tal
que a = a; (m).

Exemplo 3.6.1 Z3 = {[0]7 [1]7 [2]};' Ls = {[0]’ [1]7 [2]7 [3]’ [4]}, Ls = {[0]7 [1]7 [2]’ [3]7
[4],[5],16],[7]}. Ao tomarmos um inteiro qualquer, digamos 57, ele estd presente
em todos estes conjuntos acima. No caso do conjunto Zs, ele é representado pela
classe residual [0], pois 57 = 0 (3), e analogamente 57 € representado pelas classes
residuais [2] e [1] nos conjuntos Zs e Zs, respectivamente.

As operacgoes em Z,, estao definidas da seguintes forma:
(I) Adicao: [a] + [b] = [a+ b];
(IT) Multiplicagao: [a].[b] = [a.b];

Propriedades 3.6.1 V[a|, [0], [c|] € Zy,, teremos:
(I) Quanto a Adigao:

(A1) Associativo: [a] + ([b] + [c]) = (la] + [b]) + [c];
(A2) Comutativo: [a] + [b] = [b] + [a];

(A3) Elemento Neutro: [a] + [0] = [a];

(A4) Elemento Inverso Simétrico: [a] + [—a] = [0];
(I1) Quanto a Multiplicagao:

(M1) Associativo: [al].([b].[c]) = ([a].[b]).[c];

(M2) Comutativo: [a].[b] = [b].[a];

(M3) Elemento Neutro: [a].[1] = [a];

(M4) ) = [al.[b] + [a].[c];

I =
4) Distributividade:[a].([b] 4 [c]
Definicao 3.6.1 Denomina-se dominio de integridade o conjunto que ndo
possui divisores de zero, isto €, dados, [a], [b] classes residuais nao nulas, teremos
que [a].[b] # 0, ou de forma equivalente, se [a].[b] =0, entao [a] =0 ou [b] = 0.

Definicao 3.6.2 Denomina-se corpo o conjunto munido das operacoes soma e
multiplicacao com a propriedades vistas acima adicionada da propriedade de
que:
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M (5) Elemento Inverso Multiplicativo: Dada a classe residual [a] ndo nula, existe
uma classe [b] tal que [a].[b] = 1.

Exemplo 3.6.2 Considere o conjunto Zs. Construir as tabelas da adi¢ao e mul-
tiplicacao.

+ (0] 1] [2] [3] [4] x 0] [1 [2] [3] [4]
oF o] (1] 2] [3] [4] [0 [ [0] [0] [0] [0] [o]
A (0] 2] 3] [4] o] Ay (o 1] 2) 8 4
21| [2] 3] 4] [0] [6] 2] 1o] 2] 4] [ 3]
BB [ 0] 1 [2] BI{O] (3] (1) [4] [2]
4[4 o] 1 2] 3] 4[] M4 B2 [

E interessante notar que Z, (por exemplo) nao é dominio de integridade,
pois [2] # [0], e temos que [2].[2] = [4] = [0], isto é Z, possui divisores de zero.
Verifica-se também, que Z, também nao é corpo, pois nao existe em Z, o inverso
multiplicativo de [2]. J& os conjuntos Zs, Zs e Z7 sao considerados corpos, pois
para todo [a] ndo nulo pertencente Zsz, Zs ou Z, existe uma classe [b] pertencente
a Zs, Zs ou Zr, tal que [a].[b] = 1. Neste caso, [b] é o inverso de [a]. Entao, dado
um conjunto Z,,, para que valores de m, os elementos Z,, sao invertiveis?

Teorema 3.6.1 Um elemento [a] € Z,, € invertivel, se e somente se, (a,m) = 1.

Demonstragao: = Sabemos que um elemento em Z,, é invertivel, quando existe
um elemento [b] € Z,,, tal que [a].[b] = 1, isto é, ab =1 (m). Suponha que [a] seja
um elemento invertivel em Z,,. Logo, teremos que existe [b] e ab = 1 (m).Logo,
(a,m) = 1, pela Proposigao 3.2.1.

< Suponha que (a,m) = 1. Entao existem inteiros z,y, tal que ax — my = 1.
Segue-se que ax = 1 (m). Logo, [z] é o inverso de [a] médulo m.

Proposicao 3.6.1 7Z,, € corpo, se e somente se, m € primo.

Demonstragao: = Suponha por absurdo que Z,, é corpo e m nao é primo. Entao
existem inteiros my, my com 1 < my; < mo < m tais que m = mq.msy. Segue-se que
[m].[me] = [m1.ms] = [m] = [0]. Absurdo, pois um corpo nao admite divisores de
zero, por se tratar de um dominio de integridade. Logo, m é primo.

< Suponha m primo. Entao para todo [a] pertecente a Z,,, temos que (a,m) =
1. Logo, pelo Teorema anterior, teremos que os elementos nao nulos de Z,, sao
invertiveis. Logo, Z,, é um corpo.

Definigao 3.6.3 O conjunto Z, é o conjunto formado pelos elementos invertiveis
de Z,. E denominado de sistema reduzido de residuos maodulo m.
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Exemplo 3.6.3 No conjunto Zg o sistema completo de residuos modulo 8 € for-
mado pelo conjunto Zs = {[0], [1], [2],[3], [4], [5], (6], [7]}. Neste conjunto, os ele-
mentos invertiveis sao os coprimos com 8, no caso, [1],[3],[5] e [7]. Logo, Z, =
{111, [3], [5], [7]}, no qual denominaremos de sistema reduzido de residuos médulo
8.

3.7 O Teorema Chinés Revisitado

Considere agora o produto cartesiano Z,, X Z,. Pelas proposicoes vistas no
apéndice, teremos que este produto cartesiano é um anel. Suponha que (m,n) =1
e considere a funcao:

Loyay = Loy X Loy
[@mn] = ([am], [an])

J& provamos que ¥ é um homomorfismo Proposicao 6.3.4 (Apéndice).
Queremos mostrar que a funcao acima é um isomorfismo de anéis. Para melhor
entendimento, acompanhe o exemplo a seguir:

(1S

Exemplo 3.7.1 Mostrar que Zg = Zo X Z3 € um isomorfismo de anéis.

Solucgao:

Sabemos que Zg = {[0], [1], [2], [3], [4], [5]} e que ZyxZ5 = {([0], [0]), ([0], [1]), ([0]; [2]),
([1],[0]), ([1], [1]), ([1], [2]). Pensemos assim: Um ntmero inteiro n € Zg possui clas-
ses residuais {[0], [1], [2], [3], [4], [5]}. Analisando cada classe residual médulo 2 e 3,

na ordem, teremos os seguintes pares ordenados:

Zs | Zy | Zs | Zg X Zs
0[0[0] (0,0
1 1]1] (1,1
21027 (0,2
311]0] (1,0)
4701 (01
5012 (1,2

Observe que na 4° coluna, estao presentes todos os pares ordenados do
conjunto Zo X Zs. E facil ver que os conjuntos Zsy X Zs3 e Zg possuem mesma
cardinalidade e que pela tabela a funcao é injetiva. Logo, temos um homomor-
fismo bijetivo, portanto um isomorfismo de anéis (Proposicao 6.3.1 item (iii)
(Apéndice)), como querfamos mostrar.

Neste isomorfismo, tem-se uma aplicacao direta do Teorema Chinés dos Restos.
No caso, dado um nimero inteiro k£, sabendo o resto da divisao por mn, podemos
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encontrar os restos da divisao por m e n e vice-versa. Por exemplo, sabendo que
n= 5 (6), temos que n =1 (2) e n = 2 (3) e mais, tendo um sistema de con-
gruéncias modulo 2 e médulo 3, podemos analisar a congruéncia médulo 6, tudo
isso devido a este isomorfismo. Mas serd que esta funcao é sempre um isomorfismo
para todo m,n? Nao, pois considere a fungao: ¢ : Zg — Zy X Z4. Serd ¢ também
um isomorfismo? Vejamos:

Sabemos que Z8 = {[O]v [1]7 [2]7 [3]7 [4]7 [5]7 [6]7 [7]} eque Liyx Loy = {([0]7 [O])v ([0]’ [1])7
([o], [2]), ([0], [3]), ([1], [0]), ([1], [1]), ([1], 2], ([1],]3])). Analisando cada classe resi-
dual médulo 2 e 4, na ordem, teremos os seguintes pares ordenados:

N
=~

Z

X
N
N

~| o] o k| ol o] | o N
= ol —|o|r|o|—|olN
w| | = o w| | =|o
e LY EamnY En Y Eamn Emin K K Y V)
NS EEEEE
N EERINEE
S | N [ | | [ | — | —

Observe que a fungao nao ¢ injetiva e nem sobrejetiva, pois os nimeros da forma
8k e 8k+4 deixam os mesmos restos quando divididos por 2 e por 4 e nao exite uma
classe [a] em Zs, tal que o([a]) = ([m], [n]), onde ({m], [n]) € {(0],[1]), (0], [3]), ([1]
[0]), ([1],[2])}. Logo, ¢ : Zs — Z4 X Zs nao é um isomorfismo de anéis.

Entao, para que valores de m,n, temos que 9 sera um isomorfismo? O proximo
Teorema, nos diz para que valores de m e n a funcao ¢ : Z,, — 2y, X Z, é um
isomorfismo.

Loy = Loy, X Ly

Teorema 3.7.1 A funcgao 1 : [Grmn] > ([am], [an])

¢ um isomorfismo de anéis se
e somente se (m,n) = 1.

Primeira Demonstracao (Injetividade): Seja (ki,k2) € Zy, X Z,, e |a] e [b]
classes residuais de Z,,,,. Suponha que 1 ([a]) = ¥([b]). Para provar que a funcao
Y é um isomorfismo, basta provar que as classes [a] e [b] sdo congruentes médulo
mn, isto é, [a] = [b]. Entao, teremos que:

{ ZEEIZZ ((TZ; ¢ { %EEZ %) '

([r1], [r2]). Como +([a]) = ([b]), teremos
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ks =ry (n) =a=0b(n)
Logo, a — b é miltiplo de m e n. Como (m,n) = 1 por hipdtese, entdao a — b é
multiplo de mn, isto é, a = b (mn) como queriamos mostrar.

Segunda Demonstragao (Sobrejetividade): Para provar que a fungao é um
isomorfismo, devemos provar que a funcao ¢ um homomorfismo bijetivo. Sabe-
mos que Z,, € Z,, X Z, possuem mesma cardinalidade, a saber mn elementos.
Entao basta provar que a fungdo é injetiva. Seja [a] € Z,,. Entao, teremos
que a = k (mn), onde k € {0,1,2,....m,m + 1,..,n,n + 1,....mn — 1}. Seja
(k1,ko) € Zipy X Z,, onde ky € Zy, € ky € Z,,. Como a = k (mn), teremos que
k =k (m)ek=ky (n). Temos entdo uma aplicacao direta do Teorema Chinés
dos Restos. Como (m,n) = 1, entdo o sistema

{Eh

admite solugao tinica médulo mn. Logo, para cada par ordenado (ki, ks) € Z,, X
L, existe um tnico k € Z,,,. Assim, teremos que a fungao é sobrejetiva e injetiva.
Logo, teremos um homomorfismo bijetivo, concluindo entao que Z,, X Z, é¢ um
isomorfismo de anéis.

Defini¢ao 3.7.1 (Fungao ¢ de Euler) Sejam € Z. A func¢do ¢ de Euler é uma
funcao que denota a quantidade de nimeros inteiros coprimos e menores com m,
ou seja, o unico divisor comum entre eles é 1. Denotamos por ¢(m) e escrevemos

¢:N—= N, onde

#Ly = ¢(n) = 3k € {1,....n}; (k,n) = 1}.
Exemplo 3.7.2 Considerando m = 20, sabemos que os nimeros coprimos com 20
s@o os elementos do conjunto A = {1,3,7,9,11,13,17,19}, portanto 8 elementos.
Logo, ¢(20) = 8.
Ly ~ 1% X 73 '

[a] = (la], [a])

(a) Serd ¢ um isomorfismo?

(b) Caso afirmativo, este é um isomorfismo de anéis?

(c) Serd #7Zj5 ~ #LE x #1L3, isto €, ¢(15) = ¢(5).6(3)?

Exemplo 3.7.3 Considere a fungao 9 :

Solugao: (a), (b) Para que ¢ seja um isomorfismo, teremos que obter um homo-
morfismo bijetivo. Sabemos que Zi; = {1,2,4,7,8,11,13,14}, Z = {1,2,3,4} e
Z3 = {1,2,3}. Montando uma tabela, vamos obter:
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1| (1,0
2 | (2,2)
1] (4,1
7 (21
8 | (3,2)
11| (1,2)
13| (3,1)
14| (42)

Observe que ¥ apresenta uma bijegao. Vamos verificar agora se ¢) ¢ um homomor-
fismo de anéis.

(i) Temos que f(1) = (1,1);

(i) Observe que f(a+0b) # f(a)+ f(b). De fato, pois sendo a = 1 e b = 2, teremos
que a+b=3¢Zi;;

(iii) Temos que f(a.b) = f(a).f(b), Va,b € Z;5. Neste caso temos um isomor-
fismo de grupos com respeito a multiplicacao, observacao da definicao 6.3.1,
apéndice.

(c) Observe que #Z;; = 8 e que #Z; =4 e #7Z} = 2. Logo, ¢(15) = ¢(5).4(3).

Com este exemplo, mostramos através de um contra-exemplo, que Z;, ~ Z* X
Z:, sendo (m,n) = 1, nunca serd isomorfismo de anéis. A proposi¢ao a seguir,
mostra que Z; =~ Zr x Z! serd um isomorfismo de grupos multiplicativos e que

¢(mn) = ¢(m).p(n).

Proposicao 3.7.1 Sejamm,n € Z, (m,n) =1 e #Z,,, a quantidade de elementos
invertiveis do conjunto Zuyy,. Entdo 7%, ~ 7L, X 7, isto é, ¢(mn) = ¢(m).¢p(n).

Demonstragao: Provamos anteriormente que v : Zann = Lin X L ¢ um isomor-

[a] = (la], [a])
fismo de anéis quando (m,n) = 1. Queremos provar que Z* =~ 7Z* X Z! também
¢ um isomorfismo, no caso um isomorfismo de grupos, pois pelo exemplo ante-
rior, Z;,,, ~ Z;, X Z; nao ¢ um homomorfismo aditivo. Vamos mostrar que Z;,, =~
Zy, x Z;, ¢ um homomorfismo multiplicativo, concluindo que #Z;,,, = #Z;, X #1Lr,.
Para provar que Z;,. e Z;, x Z} sao isomorfos, basta mostrar que dada uma classe
[a] em Zy,, tal que (a,mn) = 1, implica em (a,m) = 1 = (a,n), no qual foi pro-
vado na Proposicao 2.3.4. Conclui-se entao que #Z: = #Z: x #1L isto é,
b(mn) = 6(m).6(n).

Proposigao 3.7.2 Sejam p € Z, e € N e p primo. Entdo, ¢(p°) = p°¢ — p°~ L.
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Demonstragao: Considere o inteiro p°. Entao o sistema completo de residuos
modulo p® é formado pelos elementos do conjunto A = {0,1,2,3,...,p,p+1,...,2p, ...,
2p —1,...,3p,...,p°"L.p}. Observe que os elementos do conjunto que siao da forma
k.p, com k € Z, sao divisores de p°, isto é (n,p®) # 1 para todo n # kp. Como o

conjunto A possui exatamente p® elementos e os divisores de p¢ do conjunto A sao

p~1, entao existem p® — p°~! elementos menores que p° que sao coprimos com pe.

Assim, teremos que ¢(p¢) = p® — p¢ L.

1 1
Teorema 3.7.2 Sejan = p{'ps?---pi*. Entao ¢(n) = n. (1 — —) : (1 — —)

4! P2
(-2
1—— .
Pk
e e—1

Demonstragao: Pelas proposigoes anteriores, temos que ¢(p®) = p© — p°~! e que
p(mn) = ¢(m).¢(n). Entdo, sendo n = pi'ps* - - - p¥, teremos que ¢(n) sera dado
por:

o(n) = o(p1'ps - pyt) = o(p*).0(p™?) - - P(p*) =
(P =ph).(p2—p®h) - (pE—pTh) = pf (1 - l) D5 (1 - l) D (1 - i)

(=505 (=5)
=n(1-=). (1—=)--(1-=).

b1 D2 Pk

Exemplo 3.7.4 :

$(100) = (22.52) = 100. (1-%).(1-%)—40;

1 1
6(725) = ¢(52.29) = 725. (1 - 2—9) . (1 - 5) = 560;
O(73) =73 — 72 = 204,

3.8 Interpretacao Grafica do Teorema Chinés dos
Restos

No capitulo 3, se¢ao 3.4, enunciamos e demonstramos o Teorema Chinés dos
Restos. Vamos interpreta-lo agora de forma grafica usando uma tabela. Considere
0 caso que o sistema de congruéncias possua duas equacoes lineares, isto ¢, um
sistema do tipo:

{ ZEE‘Z((Z’)) , com (m,n) =1

Para facilitar o entendimento, considere m = 5 e n = 4. Como (5,4) = 1,
temos que Zog =~ Zs X Z4 é um isomorfismo de anéis, como foi provado. Pois bem,
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vamos construir uma tabela Zs x Z,, colocando os elementos de Zs na coluna a
esquerda da tabela e os elementos de Z,4 na linha do alto da tabela. Pelo isomor-
fismo, sabemos que um elemento de Zsy, admite um tinico par ordenado em relagao
ao conjunto Zs X Zy, isto é, se x € Zyg, teremos que z = a (5) e v = b (4), onde
([a],[b]) € Zs x Zy. Assim, duas casas da tabela, serdo ocupadas por nimeros
inteiros distintos com as seguintes condigoes:

(i) 0 <z <19, lembre-se Zyy = {0,1,2,...,19};

(ii) x = a (5) e x = b (4). Diremos que o par ([al,[b]) s@o as coordenadas de
T € Zoo na tabela.

0123
00 |5|10]15
11161 |6 |11
20121171 2 | 7
318113118 3
41419 1(141]19

Para preencher a tabela, basta usar o item (ii). Por exemplo, tome a classe
[18] € Zgp. Segue-se 18 = 3 (5) e 18 = 2 (4). Logo, as coordenadas de [1§]
é ([3],[2]), isto é, [18] ficard linha 3 e na coluna 2. Usando este procedimento,
preenchemos toda a tabela. Mas isso, significaria resolver (neste exemplo) 20
sistemas de congruéncias. E se fossemos montar uma tabela Zsg X Zyo? Teriamos
que resolver 2000 sistemas de congruéncias!!! A seguir mais uma tabela referente
a Ziog = Ly X L.

01123 ]4]5]|6
08 116(24| 4 |12]20
210 1|9 |17|25| 5 |13
1412212 ]10|18|26]| 6
7151233 [11|19]27

WIN| =[O

Vamos apresentar um método facil de completar a tabela sem resolver todos
esses sistemas de congruéncias. Para facilitar, acompanhe a tabela abaixo, refe-
rente a Zoy ~ Zs X Z4, onde colocamos apenas os elementos de 0,1, 2, 3,4, 5 nesta
ordem:

01112]3
015
1

=W = O
[\

4

Observe que a medida que colocamos os niimeros 0, 1, 2, 3, fomos “pulando” uma
coluna e passando para a proxima linha. Para colocar o elemento 4, seguindo esta
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ideia, ele ficaria fora da tabela, isto é, para coloca-lo, vamos passar da linha 3
para a linha 4 e terfamos que passar da coluna 3 para a coluna 4 (que nao existe).
Entao, como 4 = 0 (4), entao a 4°coluna corresponde a coluna 0. Para colocar o
elemento 5, passamos da coluna 0 para a coluna 1, terifamos que passar da linha
4 para a linha 5 (que nao existe). Mas temos que 5 = 0 (5). Logo, a linha 5
corresponde a linha 0. Seguindo este procedimento, preencheremos toda a tabela
sem resolver nenhum sistema de congruéncias.

Agora, para preencher a tabela, o que acontece quando (m,n) = d # 1?7 Vamos
montar uma tabela correspondente a Zoy ~ Zy X Zg:

0 1 2 3 4 )
01]0;12 8; 20 4;16
1 1;13 9;21 0; 17
216;18 2;14 10522
3 7;19 3;15 11;23

Observe que cada casa da tabela possui exatamente dois elementos (o que corres-
ponde ao (6,4)) e ainda contamos com casas vazias. Estes dois elementos sao dois
a dois incongruentes médulo o 24, mas sao congruentes moédulo o m.m.c entre 4
e 6 que é 12. Com relacao as casas vazias, significam que o sistema nao admite
solugao médulo [6, 4] com as coordenandas da casa em questao. Por exemplo, to-
mando a casa que esta na coluna 2 e na linha 3, terfamos o seguinte sistema de

congruencias:
iig Ei; , que nao admite solugao, pois 2 = (6,4) t (3 —2) = 1. Logo, tere-

mos que Zoy =~ Zy4 X Zg nao é um isomorfismo de anéis, pois nao teremos um
homomorfismo injetivo e nem sobrejetivo.

Para montar uma tabela referente a expressao Z,,, =~ Zy, X Z,, procedemos
da mesma forma que fizemos anteriormente. Supondo que (m,n) = 1, e dispondo
os elementos de Z,, na primeira coluna a esquerda e os elementos de Z, na linha
superior da tabela, teremos que cada casa serd ocupada por um numero inteiro
distinto com as seguintes caracteristicas:

H0<z<mn-1;

(i) x=a (m)ex=0b(m).

Dizemos que o par ([al, [b]) serdo as coordenadas do inteiro na tabela. Pelo fato de
(m,n) = 1, temos um isomorfismo de anéis. Logo, todas as casas da tabela serao
preenchidas. Caso o (m,n) = d # 1, entdo nem todas as casas serao preenchidas,
pelo fato de Z,,,, ~ Z,, X Z, nao ser um isomorfismo. Este critério de construcao da
r=a (m) r+l=a+1(m)
r=0b(n) T or4l=b+1 (n)
que a utilizacao da tabela é muito 1util para valores pequenos. Caso, tenhamos
que analisar o isomorfismo Zsrasg =~ Zosg X Zia9, por exemplo, fica praticamente

tabela funciona, pois sabemos que: . E claro
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inviavel desenhar a tabela e ainda sim encontrar a solucao. Neste caso, a maneira
mais pratica seria utilizar o Teorema Chinés dos Restos.

3.9 Problemas Resolvidos
Problema 3.9.1 Mostre que a funcdo

7, — Z12
x > [9x]

f:

€ tal que, para todos a,b € Z, f(a+b) = f(a)+ f(b), f(a.b) = f(a).f(b) e f(1) # 1.

Solucgao: Sejam a,b € Z, entao teremos que:

(1) f(1) =9.1] =9# L

(i) f(a) = [9a] = 9.[a]; f(b) = [9b] = 9.[b] e f(a +b) = [9a + 9b] = 9[a] + 9[b] =
fla) + f(b);

(iii) f(a.b) = [9a.9b] = 9[a].9[b] = f(a).f(b).

Observe que esta fungdo nao é um homomorfismo, pois f(1) # 1, como constatou-
se no item (i).

Problema 3.9.2 Usando a tabela grdfica, resolver o sequinte problema: Um ancido
possut uma certa quantidade milho em sua residéncia. Quando ele separa em re-
cipientes que comportam 7 kg, 5 kg de milho ficam sobrando. Quando separa em
recipientes de 11 kg, 8 kg ficam sobrando. Sendo assim, quantos kg de milho, no
minimo, esse ancido possui em sua residéncia?

Solugao: Vamos construir uma tabela do tipo Z; x Z;;. Queremos descobrir o
elemento que esta na linha 5 e na coluna 8. Preenchendo a tabela, teremos:

O|1}23 /456|789 10
0563514 |70({49 (28| 7 |63]42|21
221 1 |57|36(15|71|50[29| 8 |64]43
441231 2 |58 3716725130 9 |65
66 |45 24| 3 |59 (38|17 | 73|52 31|10
1116746 25| 4 |60|39|18|74|53 |32
33112684726 5 |61|40|19|75]|54
5534|1369 (48 27| 6 |62]41 20|76

DO | WIN O

Pela tabela, o niimero inteiro que esta na linha 5 e na coluna 8 é 19. portanto,
0 anciao possui em sua casa um numero do tipo 19 + 77k, k € Z. A quantidade
minima de milho é 19 kg.
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Problema 3.9.3 Determine o menor inteiro positivo que deixa resto 2 na divisao
por 5, resto 4 na diwisao por 7 e resto 5 na divisao por 11.

Solucgao: Equacionando o problema, teremos o seguinte sistema de congruéncias:
r=2(5)
x=4(7) . Como (aj,as,a3) = (5,7,11) = 1, este sistema admite solugao
x=5(11)
Unica médulo 5.7.11 = 385. Vamos aplicar o Teorema Chinés dos Restos, cuja
solucao é dada por x = Nyy1b; + Noyobs + N3ysbs, onde by = 2, by = 4, by = 5,
N, =711 =77, Ny =5.11 = 55, N3 = 5.7 = 35, y1, y2, y3 sao solucoes da equagao
y:N; =1 (a;), para i = 1,2, 3. Calculemos y1, y2, ys:
pn77T=105B)=2y=1(5) =y =3.
y3.35 =1 (11) = 2y3 =1 (11) = y3 = 6.
Segue que a solugao é dada por:
x = T77.3.24 55.6.4 + 35.6.5 = 2832 que modulo 385 nos da 137. Logo, o menor
inteiro positivo que deixa resto 2 na divisao por 5, resto 4 na divisao por 7 e resto
5 na divisao por 11 é 137.

Problema 3.9.4 Trés satélites passardo sobre o Recife-PE a noite. O primeiro a
1 hora da madrugada, o sequndo as 4 horas e o terceiro as 8 horas da manha. Cada
satélite tem um periodo diferente. O primeiro leva 13 horas para completar uma
volta em torno da Terra; o sequndo, 15 horas e, o terceiro, 19 horas. Determine
quantas horas decorrerao, a partir da meia-noite, até que os trés satélites passem
ao mesmo tempo sobre a cidade do Recife.

Solugao: La na resolugao, montamos um sistema de equagoes que transformando
em um sistema de equacao de congruéncias, obteremos:

r=1(13)
x =4 (15) . Apliquemos, aqui o Teorema Chinés dos Restos. Nele, temos que a
xr =8 (19)

solucao é dada por x = Nyy1b1 + Noyobs + N3ysbs, onde by = 1,by = 4,b3 = 8, N; =
15.19, Ny = 13.19, N3 = 13.15 e yi, Yo, y3 sao solugoes da equacao N;y; = 1(a;).
Encontrando estes inversos multiplicativos, teremos:

yuN1=1(a1) = 1519y, =1 (13) = 12y =1 (13) = y1 = 12 (13) = y; = 12;
YaNo =1 (a3) = 13.19y, =1 (15) = Tya =1 (15) = yo = 13 (15) = yo = 13;
ysN3 =1 (a3) = 13.15y3 =1 (19) = bys =1 (19) = y3 =4 (19) = y3 = 4.
Segue-se que a solucao serda dada por x = 15.19.12.1 + 13.19.13.4 + 13.15.84 =
22504, que médulo 13.15.19 = 3705, resulta em x = 274. Entao, teremos que o
satélite, a partir da meia-noite de hoje, passarao juntos daqui a 274 horas.

Problema 3.9.5 Um velho problema chinés: Trés fazendeiros cultivavam juntos
todo o seu arroz e o dividiam igualmente entre si no tempo da colheita. Um certo
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ano, cada um deles foi a um mercado diferente vender o seu arroz. Cada um destes
mercados so comprava arroz em maultiplos de um peso padrao, que deferia em cada
um dos mercados. O primeiro fazendeiro vendeu seu arroz em um mercado onde
o peso padrao era de 87 kg. ele vendeu tudo que podia e voltou para casa com 18
kg de arroz. O sequndo fazendeiro vendeu todo o arroz que podia em um mercado
cujo o peso padrao era de 170 kg e voltou para casa com 58 kg de arroz. O terceiro
fazendeiro vendeu todo o arroz que podia em um mercado cujo peso padrao era de
143 kg e voltou (a0 mesmo tempo que os outros dois) com 40 kg. Qual a quantidade
minima de arroz que eles podiam ter cultivado, no tocal?

Solugao: Apds a colheita, o montante produzido de arroz é distribuido de forma
igualitaria entre os trés fazendeiros. Entao, seja x a quantidade de arroz de cada
um dos fazendeiros. Equacionando o problema, teremos que:

Primeiro Fazendeiro: x = 18 (87);

Segundo Fazendeiro: « = 58 (170);

Terceiro Fazendeiro: x = 40 (143).

De acordo com estas equagoes e como 87 = 3.29,170 = 2.5.17,143 = 11.13, tere-
mos o seguinte sistema de congruéncias:

([ 2=18(3)=2=0 (3) (=06
r=18 (29) =z = 18 (29) x;3(5)
r=58(2)=x=0(2) x=_1(13)
r=580B)=z=3(5B) = x;7(11)
et I
T = =T =
=40 (13) = z =1 (13) [ ¢ =18(29)

\
Apliquemos agora, o Teorema Chinés dos Restos. Aqui, temos que: by = 0,by =

3,b5 = 1,by = 7,b5 = 7,bg = 18, Ny = 5.13.11.17.29, N, = 6.13.11.17.29, N3 =
6.5.11.17.29, Ny = 6.5.13.17.29, N5 = 6.5.13.11.29, Ng. = 6.5.13.11.17,a1 = 6, a9 =
5,a3 = 13,a4 = 11,a5 = 17 e ag = 29. Basta agora, encontrar os valores de
Y1, Y2, Y3, Y4, Y5, Ye que sao dados por:

yN1 =1 (a1) = 11.5.13.11.17.29 =1 (6) = y1.5.5.1.5.5 =1 (6) = y; =1 (6);
YyolNo =1 (ag) = 42.6.13.11.17.29 =1 (5) = 12.1.3.1.24=1(5) = yp4 =1 (5) =
y2 =4 (5);

ysN3 =1 (a3) = y3.6.5.11.17.29 = 1 (13) = y3.30.11.4.3 =1 (13) = y3.4.11.4.3 =
1(13) = y3.3.11.3=1(13) = y3.8 =1 (13) = y3 = 5 (13);

YNy =1 (ag) = 14.6.5.13.1729 =1 (11) = 1.826.7=1 (1) =y, =1 (11) =
ya =1 (11);

ysNs = 1 (a5) = y5.6.5.13.11.29 = 1 (17) = y5.13.13.11.12 =1 (17) = y;5.16.11.12
1 (17) = y5.(—11).12=1 (17) = y5.72 =1 (17); = 4ys = 1 (17) = y5 = 13 (17)
ysNe = 1 (ag) = 36.6.5.13.11.17 = 1 (29) = 46.13.11.17 = 1 (29) = 4.27.17
1(29) = y6.(—2).17 =1 (29) = y6.(—34) =1 (29);= 24ys = 1 (29) = ys
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23 (29).

Assim, segue-se que a solugao sera dada por:

T = lelb1+N2beQ+N3y5b5—|—N4y4b4+N5y5b5—|—N()y6b6 modulo o produto
dos modulandos.

r = 5.13.11.17.29.1.0 + 6.13.11.17.29.4.3 + 6.5.11.17.29.5.1 + 6.5.13.17.29.1.17 +
6.5.13.11.29.13.7 + 6.5.13.11.17.23.18 = 48.749.598 que moédulo 6.5.13.11.17.29 =
2.114.970 nos da 105.288 kg de arroz.

20+ Ty =2 (5)

Problema 3.9.6 Resolver o sistema de congruéncias { S —y=1(5)

Solugao: Observando a segunda equagao do sistema de congruéncias e a mul-
tiplicando por 7, teremos 21z — 7y = 7 (5). Temos agora o seguinte sistema
congruencias:

20+ Ty =2 (5)
{ 21 =Ty =7 (5
23z = 9 (5) = 3z = 4 (5). Como em Zj; o inverso multiplicativo de 3 é
2, entdao segue-se que multiplicando a congruéncia 3z = 4 (5) por 2, teremos
23x =42 (5) = v =3 (5). Logo, x = 3+ 5¢t, t € Z. Para encontrar os valores
y, usemos a equagao 2z + 7y =222+ Ty =2 (5) = 23+ 5t)+ Ty =2 (5) =
6+10t+7y=25)=2y+1=2(5 =2y =1 (5. Como em Z; o inverso
multiplicaivo de 2 é 3, entdo segue-se que multiplicando a congruéncia 2y = 1 (5)
por 3, tem-se y = 3(5). Logo, y = 3+ 5s, s € Z. Conclui-se que a solugao do
sistema é t =3+ 5t e y = 3 + Hs.

) Aplicando a Proposigao 3.1.2 item (i), vamos obter:



Capitulo 4

Aplicacao do Teorema Chinés dos
Restos

4.1 Partilha de Senhas

“Trés pessoas so consequem guardar um segredo,
se duas delas jd estiverem mortas”
Benjamim Franklim.

4.1.1 Introducao

A partilha de senhas é uma maneira muito eficiente de se distribuir uma chave
entre varias pessoas. Principalmente em grandes corporacoes, a ideia é bastante
utilizada na protecao de dados e processos que necessitam de um nivel maior de
segurancga. A proposta central é dividir uma senha entre varias pessoas de forma
que nenhuma delas tenha posse da senha inteira e que nao sejam necessarias todas
as “partes”’para se ter a chave reconstruida. Trazendo o problema para o campo
pratico, imagine alguns exemplos:

Exemplo 4.1.1 Um banco onde empréstimos de grandes somas so possam ser
liberados se forem aprovados por, no minimo, trés gerentes de um grupo de cinco.

Exemplo 4.1.2 A recuperagao de dados criptografados de funciondrios de empre-
sas onde sao mecessdrias as aprovagoes de pelo menos dois gestores de sequranca
em um grupo de trés.

Exemplo 4.1.3 Suponha que um banco possua cinco gerentes e um grande cofre

no qual possui uma tmensa fortuna no seu interior. E sabido que para abrir tal
cofre se faz necessdrio o uso de uma senha especifica. Por medida de sequranca, o
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banco entrega a cada um dos cinco gerentes uma chave de acesso, no qual um ou
dois gerentes nao consigam desvendar este segredo, apenas trés ou mais gerentes.

Generalizando, a solucao permite que a responsabilidade seja compartilhada
entre varias pessoas, garantindo que a transacao sé seja efetuada com um ntimero
seguro de autorizacoes e ainda proteja o sistema em caso de morte, demissao,
etc.. Assim, sendo este segredo criptografado com uma chave de seguranca, es-
tamos preocupados com a possibilidade da chave se perder e nao mais conseguir
a informagao. O modelo da partilha de senhas que analisaremos é incrivelmente
simples e eficaz.

4.1.2 O Algoritmo da Partilha de Senhas

Um esquema de divisdo de senhas é caracterizado por um par {k,n}, onde k
representa a quantidade de pessoas necessarias para recuperar o segredo ou senhas
e n a quantidade de pessoas que estao envolvidas no caso. Por exemplo, o par
{7,12} significa que 12 pessoas receberao uma chave (uma parte da senha) e que
bastam 7 pessoas (escolhidas aleatoriamente) para recupera-los, se juntarem suas
respectivas partes. Pelo fato de haver um compartilhamento de senhas, vamos
exigirquen >2e2 <k <n.

O contetudo para se realizar esta partilha de senhas é o Teorema Chinés dos
Restos. A grande vantagem deste método da partilha, é que todas as pessoas
recebem chaves distintas uma das outras, de forma que uma pessoa sozinha nao
consiga decifrar a senha, e consequentemente desvendar o segredo. Outra vantagem
¢ que nao é necessaria a presenca de todas as pessoas com suas respectivas chaves,
bastam que k£ ou mais pessoas se facam presentes no momento.

Considere S o conjunto formado pelas chaves que cada pessoa vai receber, k a
quantidade de pessoas que sao necessarias para desvendar a senha, no qual vamos
denominar de s; e n a quantidade de pessoas que irao receber as chaves. Entao,
teremos que S contém exatamente n chaves, onde para cada k < n previamente
escolhido, tem-se que:

(1) Qualquer subconjunto de S com k elementos permite determinar s facilmente;
(17) E muito dificil determinar s com menos de k elementos de S.

O primeiro passo é construir um conjunto F formado por nimeros inteiros
positivos e distintos quaisquer, dois a dois coprimos, de forma que sua cardinalidade
seja igual a quantidade de pessoas que receberao a chave, isto é, o conjunto deve
possuir exatamente n elementos. Vamos definir dois nimeros M e N com as
seguintes caracteristicas:

(7) N é o produto dos k menores nimeros do conjunto F;
(71) M é o produto dos k — 1 maiores nimeros do conjunto F.
Achados M, N devemos escolher a senha s, que deve estar contida no intervalo
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|M,N| ou |N,M|. Veremos adiante, escolhendo o conjunto F de tal forma que
N < M, o algoritmo nao funciona. Entao, vamos considerar a escolha do conjunto
I, de tal forma que M < s < N. Até aqui, temos as seguintes informagoes:

(¢) F = {p1,p2,p3, ... pn} com (p;,p;) =1, Vi # j, comi,j € {1,2,...,n}, supondo
que os elementos de [ estejam em ordem crescente;

(7i) k o numero de pessoas que se deseja estarem presentes para a decifragem da
senha;

(7ii) N = p1.pa...pg, produto dos k nimeros menores do conjunto F;

(1v) M = pg.pyi1...pn, produto dos k — 1 nimeros maiores do conjunto F;

(v) s é a senha aleatdria que nao tem relagao alguma com F, no qual deve ser
escolhida no intervalo M < s < N;

Diante desses dados, vamos agora construir o conjunto S, cujo elementos sao as
chaves que serao entregues a cada uma das n pessoas. Esses elementos sao pares de
nimeros da forma (p;, s,), onde p; € F e s, é a forma reduzida de s médulo p;, isto
é, s, ¢ solugao da congruéncia s = s,(p;). Entao supondo que sejam conhecidas
t > k pares de elementos de S, isto é, existam t pessoas presentes na decifragem,
o conjunto S serd formado pelos pares:

S = {(p1, 31)7 (p27 52)7 L) (pt7 St)}

Assim, para se chegar a senha s (finalmente), se faz necessério resolver o sistema
de congruéncias:

r=s1 ()
T =Sy (p2)
T = s't (pe)

Aplicamos o poderoso Teorema Chinés dos Restos, no qual provamos que a solucao
deste sistema € tinica. Vamos resolver um problema numeérico e ver como funciona
este algoritmo da partilha das senhas:

Exemplo 4.1.4 Em um banco hd cinco funciondrios responsdveis pela manu-
tencao da senha de um cofre, e pelo menos duas pessoas tém que estar presentes
para a abertura da mesma.

a) Construir a senha s e as chaves a serem entregues cada a funciondrio;

b) Desvendar a senha.

a) Primeiro Passo: Construgao dos Conjuntos F e S.

(1) Temos que n = 5, o qual corresponde ao nimero de pessoas que receberdao uma
chave; tem-se também que k = 2, que é o nimero de pessoas que deverao estar
presentes na abertura da senha;

(71) Vamos contruir agora, o conjunto ' que deve possuir n = 5 nimeros inteiros
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positivos dois a dois coprimos. Tome F = {11,13,15,17,19}, por exemplo;

(731) Calculemos os valores de M e N:

Como k = 2, entao os dois menores nimeros inteiros do conjunto F sao 11 e 13.
Logo, N = 11.13 = 143. Segue-se também, que como k =2 e k—1 =1, entao o
maior numero inteiro do conjunto F é 19. Logo, M = 19;

(1v) Entao, para escolher a senha s, tome s no intervalo 19 < s < 143. Seja s = 50;

Segundo Passo: (v) Vamos construir o conjunto S. Como s = 50 e sabendo
que 50 =6 (11), 50 = 11 (13), 50 =5 (15), 50 = 16 (17), e 50 = 12 (19), segue-se
que o conjunto S é formado pelos pares {(11,6), (13,11), (15,5), (17,16), (19,12)}.
Estas sao as chaves que cada um dos funcionérios terao em maos.

b) Terceiro Passo: Desvendando a senha.

Pelo problema, ao escolhermos duas chaves quaisquer deste conjunto podemos des-
vendar a senha, pois k = 2. Digamos (15,5) e (19,12). Para isso, vamos resolver
x =5 (15)

xr=12 (19) -

Pelo Teorema Chinés dos Restos, sabemos que este sistema admite solucao, pois
(15,19) = 1|(12 — 5) e ¢ tnica médulo 15.19 = 285. Temos aqui, que by = 5,by =
12, Ny = 19, Ny = 15. A solucao deste sistema é dada por x = Nyyi1b; + Noysbo
modulo 285. Encontrando os valores de 1, yo, teremos:

yuNi1=1(a1) =19y =1 (15) = 4y =1 (15) = y; =4 (15);

yoNo =1 (ag) = 15y2 =1 (19) = y2 = 14 (19).

Segue-se que a solugao serd x = 19.5.4+15.12.14 = 380+ 2520 = 2900 que mddulo
285 nos da x = 50, isto é, a senha é s = 50, como haviamos previsto no inicio do
problema.

o sistema de congruéncias:

4.2 Porque o Método Funciona?

Suponha que existam n pessoas nos quais k delas receberao, cada uma delas,
uma chave (uma parte da senha). Vamos mostrar porque o método funciona. Para
tanto, formado o conjunto S, temos que provar que para todo k < n previamente
escolhido, tera que satisfazer as condigoes seguintes:

(1) Qualquer subconjunto de S com k elementos permite determinar a senha s fa-
cilmente;
(11) E muito dificil determinar a senha s com menos de k elementos do conjunto S.

Quando definimos o conjunto F e calculamos os valores de M, N, podemos
obter N > M ou N < M. Vamos mostrar através de um contra-exemplo que o
caso em que N < M o algoritmo nao funciona perfeitamente.



58 4 Aplicagao do Teorema Chinés dos Restos

Exemplo 4.2.1 Tomemos o Exemplo 5.1.4 que nos diz: Em um banco hd cinco
funciondrios responsdveis pela manutencao da senha de um cofre, e pelo menos
duas pessoas tém que estar presentes para a abertura da mesma.

a) Construir a senha s e as chaves a serem entreques cada a funciondrio;

b) Desvendar a senha.

Solugao: Vamos escolher o conjunto F = {2,3,5,7,11}. Entao, definindo os va-
lores de M e N teremos N = 2.3 =6e M = 11. Tome uma senha s no intervalo
6 < s < 11. Seja s = §, por exemplo. Produzindo o conjunto S, formado pelas
chaves de acesso (p;, s;) entregues a cada funcionério, teremos:

8=0(2) = (2,0
8§=2(3) = (3,2)
si=s (p) = 8=3(5) = (5,3)
8=1(7)=(7,1)
8=8 (11) = (11,8)

Vamos escolher agora, duas chaves aleatérias deste conjunto. Tomemos (2,0) e
(3,2). Entao, resolvendo o sistema:

=

vamos obter x = 2, isto é a senha sera 2, absurdo, pois a senha escolhida foi 8.
E claro que fazendo uma busca, podemos encontrar a senha, pois ela é da forma
s =2+ 6k.

Entao, para provar que o método funciona, vamos assegurar que M < N e
para tanto, vamos seguir a ideia do Exemplo 5.1.4. O Primeiro passo, esté
na construcao dos conjuntos F e S. Temos um conjunto com n pessoas, onde k
delas receberao uma chave. Este k£ é denominado de limiar. Segue-se entao que
o conjunto I terd exatamente n ntimeros inteiros positivos dois a dois coprimos.
Digamos F = {p1, pa, ..., pn }, onde (p;, p;) = 1, Vi # j. Calculemos agora os valores
de M e N. Observando conjunto F (supondo que seus elementos estejam em ordem
crescente), temos que N é o produto dos k menores nimeros inteiros positivos e

M o produto dos k — 1 maiores niimeros inteiros positivos, isto é,
k menores inteiros

F={ D1,P2, Pk sPkt1, D515 PsyPst1y D } =
k—1 maiores inteiros
N = p1.p2..0k € M = ps.psy1...Dn.
Vamos escolher a senha s de tal forma que M < s < N. Entao, o conjunto
S, conjunto este formado pelas chaves que cada pessoa vai receber, é formado
pelos pares (p;,s;), onde p; € F e s; é a forma reduzida de s médulo p;. Note
que, quando k£ > 1, teremos que p; < s, para qualquer p; € F, pois, teremos que
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pi < M < s < N. Portanto, na congruéncia s = s; (p;) sempre teremos que
S; < p; < S.

Suponha que sao conhecidos t pares dentre os elementos do conjunto S, tal que
t > k. Entao, teremos as seguintes chaves de acesso conhecidas: (p1, $1), (p2, $2), ---,
(Pk, Sk)s -+ (D1, S¢), obtendo assim, o seguinte sistema de congruéncias:

=51 (p1)
= 89 (p2)

: (4.1)
T = sy, (pr)
xr =5 (pr)

De acordo com Teorema Chinés dos Restos, sabemos que a solugao deste
sistema ¢é inica médulo o produto dos modulandos. Seja g a solucao deste sistema.
Entao, segue-se que = = xg + m.(p1.p2...pk...pt), com m € Z. Seré que zo = s7
Como t > k, temos que s < N = p1.pa...pr < (p1.p2...pk...p). Portanto, segue-
se que s < pi.pa...pk...p¢. Como o sistema 4.1 admite solugao tinica menor que
P1-P2..-Pr.--Pr € que s também solucao do sistema, entao segue-se que s = xy +
m.(p1.p2-..Dk---Pt), Ou seja, s = xg (p1.p2..-Pk---p¢). Como xy < p1.p2..Dk...Py €
S < p1.p2...Pk-.-Pt, €NtA0 segue-se que s = xy. Provamos aqui o item (i).

Provaremos agora o item (ii). E se t < k? Nada nos impede de resolver um
sistema com menos de k equacgoes. O problema é que o produto de menos de k
modulos de F é sempre menor que s. Assim, a solugao do sistema é um nimero
congruente a s, mas nao pode ser igual a s. E claro que ¢é sempre possivel encontrar
s fazendo uma busca. De fato, sabemos que M < s < N e que s satisfaz o sistema
(4.1), s6 que agora com t < k. Seja z uma solugao do sistema. Como xy < M < s,
pois teremos que py.pe...py < M < s < N. Sendo zy a solugao dos sistema (4.1),
entdao pelo Teorema Chinés dos Restos, tem-se que x = xg + y(p;.pa...pr) com
y € Z, isto é, xg < p1.p2..pr < M < s. Conclui-se entao que xy < s e nao ry = s.
Assim, nao encontramos s. Mas, o sistema (4.1) também é satisfeito por s, logo,

s = xg + y.(p1.p2...pt), onde y é um inteiro positivo. Como g < M < s < N e
S—x
= —0, temos que:
(p1-p2---pt)

To<M<s<N=M-xg<s—x2g<N—x9=
M — xq s — Tg N —xg

=~ Y = .
(pr-p2--pt) — (Pr-p2---pt) (p1.p2-..p1)

Isto significa que precisamos fazer uma busca para achar o valor correto de y entre,
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N-M

P1-P2.--Pt
muito grande, fica praticamente impossivel encontrar s através de uma busca.

pelo menos d = [ } inteiros. Escolhendo os médulos de forma que d seja

4.3 Problemas Resolvidos

Problema 4.3.1 Uma marcroempresa possui um grande cofre, no qual por motivo
de sequranca, todos os seis gerentes desta macroempresa estio de posse de uma
chave de acesso e sua abertura somente € permitida com a presenc¢a de no minimo
trés chaves de acesso.

a) Suponha que foi utilizada a partilha de senhas como sequranca e que o conjunto
F escolhido foi {11,13,15,17,19,23} e a senha escolhida € 1200, construir as cha-
ves a serem entreques a cada gerente.

b) Escolhendo-se trés chaves aleatdrias, descubra a senha, confirmando que real-
mente s = 1200.

Solucgao:
a) Temos n = 6, k = 3 e o conjunto F = {11, 13,15,17,19, 23}, onde encontramos
os valores N = 11.13.15 = 2145 e M = 19.23 = 437. Observe que M =437 < s =
1200 < N = 2145. As chaves a serem entregues a cada gerente da macroempresa
¢ do tipo (s;,p;), onde p; € F e s; é solucao da congruéncia s = s; (p;). Entao,
segue-se que:
gerente 1: 1200 =1 (11);
gerente 2 : 1200 = 4 (13);
gerente 3 : 1200 = 0 (15);
gerente 4 : 1200 = 10 (17);
gerente 5: 1200 = 3 (19);
gerente 6 : 1200 = 4 (23);
Entao as chaves que serao entregues a cada gerente sao pares ordenados do conjunto
S = {(11,1), (13,4), (15,0), (17, 10), (19, 3), (23,4)}.
b) Suponha que as chaves escolhidas sejam (13,4), (15,0), (17, 10), no qual teremos
o seguinte sistema de congruéncias:

r =4 (13)
x =0 (15)
x =10 (17)

Aplicando o Teorema Chinés dos Restos, cuja solugao é dada por x = Nyy1by +
N2y2b2+N3y3b3, onde b1 = 4, b2 = 0, bg = ]_0, N1 = 1517, NQ =13.17e N3 = 13.15.
Basta encontrar agora, os valores de 1, 92, y3, onde:

y1-N1 =1 (13) = 1517y, = 1 (13) = 8y; = 1(13) = y; = 5;

y2.No =1 (15) = 13.17ys = 1 (15) = 11y, = 1(15) = yo = 11;

y3.N3 =1 (17) = 13.15y3 = 1 (17) = 8yz = 1(17) = y3 = 15;
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Entao, teremos que a solucao é dada por x = 15.17.5.4+13.17.11.04+13.15.15.10 =
5100 + 0 + 29250 = 34350 que modulo 13.15.17 = 3315 nos da x = 1200.

Problema 4.3.2 Considerando o problema anterior, suponha que houve uma troca
da senha e no momento da abertura do cofre, dispoe-se das chaves (11,1),(13,0), (23,
21). Qual € a nova senha?

Solugao: Equacionando, vamos obter o seguinte sistema de congruéncias:
x=1(11)
x =0 (13)
r =21 (23)
Aplicando o Teorema Chinés dos Restos, vamos obter a seguinte solugao:
by = 1,bp = 0,b5 = 21, N; = 13.23, Ny = 11.23, N3 = 11.13. Encontrando os
inversos yi, ¥2, 3, teremos:
y1N1 =1 (11) = 13.23y; =1 (11) = 2y, = 1(11) = y; = 6;
yoNo =1 (13) = 11.23y, =1 (13) = 6y, = 1 (13) = yo = 11;
ysN3 =1 (23) = 11.13y3 = 1 (23) = 5y3 = 1 (23) = y3 = 14;
Logo, a solucao serd x = 13.23.6.1+11.23.11.04+11.13.14.21 = 17944 0+ 42042 =
43836 que mddulo 11.13.23 = 3289 nos resulta em z = 1079. Logo, a nova senha
do cofre é 1079.



Capitulo 5

Proposta Pedagodgica

5.1 A Sequéncia Didatica

Nesta secao, vamos apresentar uma sugestao de como trabalhar em sala
de aula alguns contetidos apresentados neste trabalho. Sao eles: Congruéncias,
Equacoes Diofantinas e o Teorema Chinés dos Restos. Nosso intuito é encontrar
uma maneira de lecionar estes conteidos de tal forma que possa facilitar o seu en-
tendimento, além do mais, de forma que eles fiquem mais dinamicos e mais simples
sua compreensao. Vamos separar em topicos, descrevendo cada um deles.

5.1.1 Congruéncias Lineares

Esta sequéncia didatica tem como objetivo orientar o ensino da congruéncia
para alunos do ensino fundamental e médio. E esperado que os alunos tenham
conhecimento dos nimeros inteiros. Este aplicacao serd 1util em contetidos como
Ntimeros Complexos (poténcias de i), Trigonometria (arcos congruos) e Divisibili-
dade (questoes da OBMEP e OBM). E claro que o rigor destes contetidos nio seré
repassado a estes discentes, visto que o conhecimento académico e o conhecimento
escolar se distinguem pelas diversidades presentes em cada contexto.

Algoritmo Divisao Euclidiana

Antes de mostrar a divisao euclidiana, é importante ressaltar o seu histérico,
citando o Livro de Euclides, Os Elementos, e sua importancia na Matematica.
Depois de apresentar este historico enunciar a divisao euclidiana explicando as
defini¢oes de quociente e resto na divisao entre dois ntimeros inteiros e depois pro-
duzir diversos exemplos de uma divisao encontrando estes valores.

62
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Exemplo: Encontrar o resto e quociente das divisoes a seguir:

a) 30 por 7

b) 56 por 9

c) -b4 por 12

Observacao: Além do aluno poder utilizar a divisao euclidiana, ele pode cons-
truir a reta numerada e usar outra técnica, que é de subtragoes sucessivas.

Alguns Problemas Contextualizados:
1. Deseja-se repartir 45 canetas em 7 caixas. (Quantas canetas ficarao em cada
caixa e quantas canetas sobrarao fora das caixas?

2. Uma padaria recebeu uma encomenda para fazer 10.000 salgados. Se esta
padaria tem capacidade para fazer 157 salgados por dia, em quantos dias serao
feitos todos os salgados?

3. Em 11.720 dias ha quantos meses? Quantos dias sobram?

4. Hoje é terca-feira. Que dia da semana serd daqui 358 dias?

Definicao e Notagao de Congruéncias

Seria interessante mostrar o conceito geral e mostrar diversos exemplos numéri-
cos que explorem a defini¢do e a notagdo de congruéncia. A partir da definicao,
resolvemos varios problemas numéricos. Observe alguns:

Exemplo 5.1.1 Temos que 47 = 22 (5), pois ao dividirmos 47 por 5 e 22 por 5,
teremos que 47 = 9.5+ 2 e 22 = 4.5 + 2, isto €, ambos tém resto 2 na divisao por
by

Temos que 13 2 16 (7), pois ao dividirmos 13 por 7 e 16 por 7, teremos que
13=1746¢16 = 2.7+ 2, isto €, ambos nao tém o mesmo resto na divisao por

7;

Propriedades de Congruéncias

Vistos os conceitos, chega a hora de trabalhar com os alunos as propriedades
de congruéncias. Para comecar, expomos a primeira proposi¢ao que diz:

Proposicao 5.1.1 Suponha que a,b,m € Z. Tem-se que a =b (m) se, e somente
se m|(a — ).

A nivel médio, podemos trabalhar esta proposicao com uma imensa quantidade
de exemplos numéricos e partindo dessa proposicao, mostrar as propriedades da
congruéncia (relagoes de equivaléncia).
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5.1.2 Equacgoes Diofantinas Lineares

Esta sequéncia diatica terd como objetivo a mostrar ao corpo discente a im-
portancia das equacoes diofantinas lineares, bem encontrar suas solugoes inteiras.
No primeiro momento, mostramos o conceito de uma equagao diofantina e bem
como alguns exemplos. Um exemplo interessante ¢ mostrar que nem sempre uma
equagao diofantina possui solugao inteira, como por exemplo:

Problema 1: Verifique se a equagao 2x + 6y = 13 possui solugao inteira.

Em um segundo momento, mostra-se em quais condi¢oes uma equacao dio-
fantina possui solucao inteira, isto é, mostrar que uma equacao diofantina possui
solucao inteira se e somente se o maximo divisor comum entres os coeficientes das
incognitas divide o termo independente. Como exemplos, citar algumas equacoes
e verificar se elas possuem solugao ou nao.

Verificar se as equacgoes abaixo possui solucao inteira:
a) 2x + 6y = 15;
b) 5z — 6y + 7z = 15;

Em um terceiro momento, deve-se mostrar como encontrar a solucao de uma
equacao diofantina linear, fazendo ele observar uma equacdao com mais de uma
variavel possui infinitas solugoes inteiras. Por exemplo, considerando a equacao
2x + 6y = 15, podemos sugerir solugoes desta equacgao. Dal, segue-se que a par-
tir de uma solucao particular, podemos encontrar a solucao geral em funcao de
um parametro. Alguns problemas que podem ser utilizados para aplicacao das
equacoes diofantinas lineares.

Problema 1: (OBM-1999) Quantos sao os pares (z,y) de inteiros positivos que
satisfazem a equagao 2x + 3y = 1017

a)13 b 14 )15 d)16  e) 17

Problema 2: (OBM-1997) Uma das solugoes inteiras e positivas da equacao 19z +
97y = 1997 é, evidentemente, (o, yo) = (100,1). Além dessa, hd apenas mais um
par de numeros inteiros e positivos, (z1,y;), satisfazendo a equagdo. O valor de
T+ €

a) 23 b) 52 c) 54 d) 101 e) 1997

5.1.3 Teorema Chinés dos Restos

No capitulo 3, provamos o grande Teorema Chinés dos Restos, com todas as suas
formalidades matematicas. Este Teorema dos nos diz:

Sejam aq, as, ..., a, numeros inteiros, tais que (a;,a;) = 1, para todo ¢ # j, com



5.1 A Sequéncia Didatica 65

i,7 € {0,1,...,n}. Sendo by, by, ..., b, € Z, entao o sistema de congruéncias
r = b1 (CL1>

r = by (az)

x=b, (a,)
Admite solucao tinica médulo o produto dos modulandos.

Pois bem, para um melhor compreendimento deste Teorema, podemos comecar
a desenvolve-lo com apenas duas equagoes. No caso, vamos resolver um sistema de
congruéncias com duas equacoes. Observe na secao 3.8 apresentamos um método
de interpretagao grafica do Teorema Chinés dos Restos. Este seria um dos métodos,
no qual podemos iniciar a apresentacao do conteido. Com isso, o discente ira
concreticamente perceber que o sistema sempre possui solugao quando o mdc entre
os modulandos ¢é igual a 1 e quando este mdc entre os modulandos for diferente de
x=3(7)
r=5(6) "’
equivale ao seguinte problema: Quais os nimeros inteiros que quando divididos
por 7 deixa resto 3 e quando divididos por 6 deixa resto 57

Neste caso, podemos construir a tabela grafica e o problema sera resolvido fa-
cilmente. Alguns problemas que podem ser tteis na aplicagao do Teorema Chinés
dos Restos usando a Interpretacao Grafica:

1 nem sempre o sistema admitira solu¢ao. Por exemplo, o sistema {

Problema 1: Um fogueteiro produziu fogos de artificio e aos colocé-los em 3 caixas
percebeu que sobrava um fogos de artificio e quando separou em 5 caixas também
sobrava um. Quantos fogos de artificio sobrarao se coloca-los em 15 caixas?

Problema 2: Um ntmero positivo quando dividido por 5 deixa resto 4 e quando
dividido 7 por deixa resto 6. Ao dividir este niimero por 35, qual serd o seu resto?

Problema 3: Um camponés tem um certo nimero de ovos; quandos os divide
por 3, sobra-lhe 1; quando os divide por 4, sobram 2 ovos; e quando os divide por
5, sobram 3. Qual a quantidade minima de ovos que o camponés possui?

Problema 4: Trés garimpeiros trabalhavam em um rio a procura de ouro. Certo
dia, os trés encontraram x pedras de ouro. Ao dividir as pedras em grupos, per-
ceberam o seguinte: Se as pedras fossem separadas em grupos de 7 unidades,
sobrariam 5 pedras de ouro; se separassem em grupos de 11 unidades, 8 pedras
de ouro sobrariam e se separassem em grupos de 13 unidades, 4 pedras de ouro
ficariam sobrando. Supondo que eles encontraram entre 1000 e 2000 pedras de
ouro, quantas pedras de ouro foram encontradas?



Capitulo 6

Apendice

6.1 Anéis

A teoria dos Anéis é um dos principais assuntos do vasto campo da algebra.
Ela foi introduzida na segunda década do século XX.

6.2 Conceitos e Propriedades

Seja A um conjunto e (+) e (.) duas operagoes em A, denominadas de Adigao
e Multiplicagdo. A terna (A,+,.) serd chamada de Anel se possuir as seguintes
propriedades, sendo a, b, c € A:

Propriedades 6.2.1 (i) Quanto a Adigao:
(A1) Associatividade: a+ (b+c¢) = (a +b) + ¢;
(A2) Comutatividade: a+b=b+ a;
(A3) Elemento Neutro: Eziste 0 € A, tal que a4+ 0 =10+ a;
(A4) Elemento Inverso Aditivo: a + (—a) = 0;
(i) Quanto a Multplicagao:
(M1) Associatividade: a.(b.c) = (a.b).c;
(M?2) Comutatividade: a.b = b.a;
(M3) Elemento Neutro: a.l =1.a = a;
(M4) Distributividade em relagdo a Adi¢ao: a.(b+ ¢) = ab+ ac;
Exemplos: Os conjuntos Z, Z,, (veremos adiante o porqué), Q, R, sdo anéis,
pois satisfazem todas as propriedades acima. Ja o conjunto N, nao é um anel, pois
a propriedade (A4) nao é satisfeita.

Um anel A serda chamado de dominio de integridade, se gozar da seguinte
propriedade: (M5) Dados a,b € A, se a # 0 e b # 0, entao a.b # 0, ou de maneira
equivalente, se a.b = 0, entao a = 0 ou b = 0.

66
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Um elemento a € A serd dito invertivel, se existir um elemento b € A (inverso
multiplicativo), tal que a.b = 1. O elemento b serda chamado de inverso de a. O
inverso de um elemento a serd denotado por a~!. Se todos os elementos nao nulos
deste anel admitirem inverso multiplicativo, entao este anel sera um corpo, pela
Definicao 3.6.2.

6.3 Homomorfismos de Anéis

As fungoes naturais no ambito dos anéis sao aquelas que preservam as operagoes.
Tais fungoes sao chamadas de homomorfismos.

Definicao 6.3.1 Considere dois anéis A e B e uma funcdo f : A — B. Temos

que f € um homomorfismo se valerem, para todos a,b € A, as sequintes proprie-
dades:

(1) f(1) = 1;
(ii) fla+b) = f(a) + f(b);
(iii) f(a.b) = f(a).f(b);

Observagao: Caso, um homomorfismo satisfaca apenas as condigoes (i) e (ii) ou
apenas as condigoes (i) e (iii), teremos um homomorfismo de grupos aditivos e um
homomorfismo de grupos multiplicativos, respectivamente.

Observe que as Propriedades 4.2.1, sao as mesmas das classes de con-
gruéncias. Entao, podemos dizer que o conjunto Z,, também é um Anel, no qual
chamamos de anel das classes residuais modulo m ou anel quociente. Assim, a
aplicacao:

L — Ly,
a > |a

o :

¢ um homomorfismo de anéis. De fato, temos que f(1) =1, f(a +b) = [a + b] =

[a] + [b] = f(a) + f(b) e f(a.b) = [a.0] = [a].[b] = f(a).f(b)-

Defini¢ao 6.3.2 (Isomorfismo de Anéis) Seja a funcio f: A — B. Quando
f € um homomorfismo bijetivo, dizemos f € um isomorfismo. Assim, dois anéis
que admitem um isomorfismo, sao ditos isomorfos, isto €, possuem a mesma forma.
Escrevemos A ~ B.

Proposicao 6.3.1 Se f: A — B € um homomorfismo de anéis, entao:

(1) f(0) = 0;

(i1) Quaisquer que sejam a,b € A, temos que f(a—b) = f(a)—f(b). Em particular,
f(=a) =—f(a);

(iii) Se f € bijetiva, entio f~':B — A é um homomorfismo de anéis.
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Demonstracao: (i) Queremos mostrar que f(0) = 0. Sabemos que f é um
homomorfismo. Logo, f(a+ b) = f(a) + f(b). Tomando a = b = 0, teremos que
f(0) = f(0) + f(0). Subtraindo f(0) em ambos os membros da equacao, teremos
f(0) — f(0) = f(0) + f(0) — f(0) = 0 = f(0), como queriamos provar.

(ii) Vamos provar que f(—a) = — f(a). De fato, como f é um homomorfismo, temos
fla+b) = f(a)+ f(b). Tomando b = —a, teremos f(a+ (—a)) = f(a)+ f(—a) =
f(0) = f(a) + f(—a). Como f(0) = 0, item (i), teremos que f(a)+ f(—a) =
Subtraindo f(a) em ambos membros da equagao, segue-se f(a) — f(a) + f(—a) =
" 1(@) = f(—a) = —f(a). Segue-se que f(a—b) = fla+ (b)) = f(a) + F(~b) =
fla) = f(b).

(iii) Suponha f bijetiva. Entao, teremos que f é injetiva e sobrejetiva. Logo,
teremos que f(A) = B. Entao dados yi,y2 € B, existem z7,x2 € A, tal que
fYy1) = 21 e [ (y2) = 25. Queremos provar que f~! é um homomorfismo. De
fato, pois:

FHytye) = @)+ fx2) = fHf(mita2) = 2o = () + 7 (y2);
F o) = fH(f () f(22)) = [ (f(21.22)) = 2102 = [~ (y1).f " (32). Logo,

f~! é um homomorfismo.

s —> Ly

o] > [a] » O las] € Zs e [ad] € Za,

Exemplo 6.3.1 Considere a funcao f :

f € um homomorfismo?

Temos que Zs = {[0], [1], [2], 3], [4], [5], [6], [7]} e que Zs = {[0], [1], [2], [3]}. Que-
remos saber se a fungado f acima é um homomorfismo. Sejam [ag], [bs] € [a4], [b4]
classes de Zg e 7Z,, respectivamente. Observe que:

S0s]) = 1[04 f([1s]) = [La];  f([2s]) = [24];

f([3s]) = [34]; f([4s]) = [44] = [04]; f([5s]) = [54] = [14];

F(6s]) = [64] = [2a]  f([Ts]) = [7a] = [34].

Pelos exemplos, percebe-se que a fungao f é sobrejetiva, mas nao é injetiva, pois
f([3s]) = f([7s]). Para que f seja um homomorfismo, temos que verificar suas
propriedades:

(i) f(1) =1, de fato, pois f([1s]) = [14].

(i) fla+b) = f(a) + f(b) e f(a.b) = f(a).f(b). Sendo [as], [bs] € Zg e tomando
f([as]) = [aa] e f([bs]) = [ba], teremos que f([as] + [bs]) = [aq + ba] = [aa] + [ba] =
f(lag]) + f([bs]). Analogamente, provamos f(a.b) = f(a).f(b). Logo, a fungao
f:Zg — 7Z4 é um homomorfismo sobrejetivo.

Definicao 6.3.3 Considere as classes [a] € A e [b] € B. Define-se produto carte-
siano A x B como sendo um congunto tal que ([a], [b]) € A x B.

Sejam os anéis A e B. E possivel dotar o produto cartesiano A x B como um
estrutura de anel munida das operagoes soma ((a,b)+(a'+V) = (a+d’,b+V)) e o
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produto ((a,b).(a’+0') = (a.d’,b.b")). Entao, dados os anéis A e B, podemos afirmar
que o produto cartesiano A x B também serda um anel? A préxima proposigao, nos
garante que A x B também é um anel.

Proposicao 6.3.2 Se A e B sao anéis, entao o conjunto A x B também € um
anel.

Demonstragao: Para provar que A x B é um anel, temos que verificar que o
produto cartesiano satisfaz todas as propriedades de um anel. De fato, sendo
a,a’,c € A, bV, d € B temos que:
(i) Comutatividade Adicao e Produto:
(a,b) + (a,b') = (a+d, b+ V)= (d +a,b +b) = (d,V)+ (a,b) e (a,b).(d',0) =
(aa b.b') = (a'.a,b/.b) = (d',V).(a,b);
(11) Associatividade Adicao e Produto:
(c,d) + [(a,b) + (V)] = (¢,d) + (a+d,b+ V) = (c+d +a,d+V +b) =
[(e,d) + (a',0)] + (a,b) e (c, d)[(a,b).(a,b’)] = (¢,d).(a.d', b)) = (c.d'.a,d.b.b) =
(¢, d).(a’,V)].(a, b);
(iii) Elemento Neutro da Adicao e Multiplicagao:
(a,0) +(0,0) = (a,b) e (a,b).(1,1) = (a, b);
(iv) Inverso Aditivo:

)+ (~a,~b) = (0,0).

(a,
Logo, teremos que A x B também é um anel.

Proposicao 6.3.3 Um elemento (a,b) € A x B ¢ inversivel se, e somente se, a e
b sao inversiveis nos anéis A e B, respectivamente. Denotamos o inverso de (a,b)

por (a=1,07Y) = (a,b)™!

Demonstragao: Sejam os anéis A e B. Sabemos que um elemento a € A é
inversivel quando existe um elemento a’ € A, tal que a.a’ = 1. Denotamos a’ por
a~!. Pois bem, supondo que a e b sejam inversiveis, entdo existe a=! e b1, tal
que a.a”' =1e bbb =1, ondea € A eb € B. Entao teremos que: (1,1) =
(a.a”t,0.07Y) = (a,b).(a71,071).

Reciprocamente, suponha que o par ordenado (a,b) admita inverso, isto é, existe
(¢,d), tal que (a,b).(c,d) = (1,1). Entao teremos que ac = 1 e bd = 1. Segue-se
que c¢ e d sao inversos de a e b.

Exemplo 6.3.2 Prove que A x B nunca é um dominio de integridade.

Solugao: Sabemos que anel A x B é dominio de integridade quando (a, b).(c,d) =
(0,0), se e somente se (a,b) = (0,0) ou (¢,d) = (0,0), coma € A e b € B. Suponha
que a #0,b=0,c=0ed#0. Temos que (a,0).(0,d) = (0,0). Logo, A x B
nunca ¢ dominio de integridade.
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Proposicao 6.3.4 Dados o anel quociente Z,,, o anel cartesiano Zy, X Z, e a
Loy —> Loy X Loy

Jung@o ¥ 10 T ([am), [an

)’ entdo 1) € um homomorfismo de anéis.
Demonstragao: Para mostrar que 1) é um homomorfismo, temos que verificar as
propriedades da Definigao 6.3.1:

(1) ¥([1]) = ([1], [1]). De fato, pois ¥([Lnn]) = ([Lm], [Ln]);

(i) [+ Bun) = $([alm) + (). De fato, pois ([a -+ blun) = ([a + by, [an
bn]) = ([am] + [bm], [an] + [ba]) = ([am], [an]) + ([bm], [bn]) = ¢ ([ama]) + O ([ban]);
(i) ¥([a.blmn) = ([a})-0([Bl). De fato, pois ¥([a.blmn) = ([m-bu], [an-bu)
([am]-[bm]; [@n]-[n]) = ([am], [an])-([bm], [bn]) = ¥ ([@mn])- ¥ ([brn]);

Logo, a funcao ¢ ¢ um homomorfismo de anéis. Caso, ¥ seja uma fungao bijetiva,
entao 1! também é um homomorfismo de anéis Proposigao 6.3.1, item (iii),
entao ¢ serd um isomorfismo de anéis.

II“V+
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