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Resumo

Os problemas de construcoes sempre ocuparam posicao de destaque na Geometria. Apenas
com o uso de régua e compasso podemos executar uma diversidade enorme de construcoes
e em todas essas construcoes, a régua é utilizada apenas para tracar retas. Apesar de os
gregos utilizarem outros instrumentos, a restricao classica a utilizacao apenas da régua e do
compasso era para eles um assunto de grande importancia. Entre os problemas de construcao
com régua e compasso, o de construir um poligono regular de n lados é provavelmente o de
maior interesse. As construcoes do tridngulo equilatero, do quadrado, do pentagono regular e
do hexagono regular sao conhecidas desde a Antiguidade e ocupam (ou ja ocuparam) posi¢ao
de destaque no estudo da geometria nas escolas. No entanto, para alguns poligonos regulares
essas construcoes (apenas com o uso de régua e compasso) nao sao possiveis. Como exem-
plo inicial podemos citar o heptagono regular. Existem outros problemas de construcoes que
merecem posicao de destaque e para os quais uma constru¢ao com régua e compasso nao
é possivel. Como exemplos podemos citar os trés problemas classicos dos gregos: a dupli-
cagdo do cubo (ou a construgdo da aresta de um cubo cujo volume é o dobro do de um
cubo de aresta dada), a trisseccdo de um angulo qualquer (ou a construgao de dividir um
angulo arbitrario dado, em trés partes iguais) e a quadratura do circulo (ou a construgdo de
um quadrado com &rea igual & &rea de um circulo dado). A importancia do estudo desses
problemas reside no fato de que eles nao podem ser resolvidos com régua e compasso ape-
nas, apesar desses instrumentos serem utilizados para resolver muitos outros problemas de
construcao. A tentativa de encontrar solucao para esses problemas influenciou a geometria
grega, levando a descobertas importantes. Como exemplos dessas descobertas podemos citar
as secgoes conicas, algumas curvas ciibicas e quéarticas e varias curvas transcendentes. Poste-
riormente um resultado de grande importancia foi o desenvolvimento da teoria das equacoes
ligadas a dominios de racionalidade, nimeros algébricos e teoria dos grupos. Notamos com
isso que a tentativa de resolver problemas como esses sem solucao resultou em um dos mais
significativos desenvolvimentos da Matematica. A proposta dessa dissertagao ¢ mostrar al-
gumas construcoes classicas, como a do heptadeciagono regular e tratar da impossibilidade
da construcao por meio de régua e compasso, tais como duplicagao de um cubo, trisseccao
de um angulo, quadratura de um circulo (nesse caso faremos apenas a indica¢do da prova) e

construcoes de poligonos regulares.

Palavras-chave: Construcoes geométricas, construgoes com régua e compasso, trisseccao de
um angulo, duplicacao do cubo, quadratura do circulo, construcao de poligonos regulares,

ciclotomia.






Abstract

The problems of constructions have always occupied a prominent position in geometry. Only
with the use of ruler and compass we can carry out a huge diversity of constructions and in
all these constructions, the ruler is used only to draw straight lines. Although the greeks use
other instruments, the classical restriction to the use of only the ruler and the compass was
a matter of great importance to them. Among the problems of constructions with ruler and
compass, that of constructing a regular polygon of n sides is probably of greater interest. The
constructions of the equilateral triangle, the square, the regular pentagon and the regular
hexagon have been known since Antiquity and occupy (or have occupied) position in the
study of geometry in schools. However, for some regular polygons this construction (only
with the use of ruler and compass) is not possible. As example we can mention the regular
heptagon. There are other construction problems that deserve prominent position and for
which a construction with ruler and compass is not possible. As examples we can mention
the three classic problems of the Greeks: the duplication of the cube (or the construction
of the edge of a cube whose volume is the double of that of a cube of a given angle), the
trisection of any angle (or the construction of dividing an arbitrary angle in three equal
parts) and the quadrature of the circle (or the construction of a square with area equal to
the area of a given circle). The importance of studying these problems lies in the fact that
they cannot be solved with ruler and compass only, although these instruments are used to
solve many other construction problems. The attempt to find a solution to these problems
influenced greek geometry, leading to important discoveries. As examples of these discoveries
we can mention: the conic sections, some cubic and quartic curves and several transcendent
curves. Subsequently a result of great importance was the development of the theory of
equations related to domains of rationality, algebraic numbers and group theory. We note
that attempting to solve problems like these without solution has resulted in one of the most
significant developments in mathematics. The purpose of this dissertation is to show some
classic constructions, as the case of the regular polygon of seventeen sides, and to deal with
the impossibility of construction by means of ruler and compass, such as: duplication of a
cube, trisection of an angle, quadrature of a circle (in this case we will only indicate the

proof) and constructions of regular polygons.

Key-word: Geometric constructions, constructions with ruler and compass, trisection of an
angle, duplication of the cube, quadrature of the circle, construction of regular polygons,

cyclotomy.
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INTRODUCAO

A fim de alcancar um publico tdo amplo quanto possivel (presumindo-se apenas co-
nhecimentos gerais obtidos em um curso de algebra basica, disciplina dos cursos de graduacao
em matematica), nenhuma tentativa foi feita para atingir o nivel de generalidade, precisao
e integridade que sao as marcas das dissertacoes de mestrado académico em matemaética.
O foco serd, antes, nas ideias, conceitos e técnicas, que serao apresentados apenas quando
forem relevantes para o desenvolvimento da teoria necessaria para prova do teorema sobre a
construtibilidade dos poligonos regulares. Nessa dissertagao, provas complicadas, como a da
impossibilidade da quadratura do circulo e da reciproca do teorema que da uma condicao
necessaria para que um poligono regular de n lados seja construtivel nao puderam ser contem-
pladas. Porém, as provas sao, sem diivida, a estrutura de qualquer envolvimento sério com a
matematica. Na intencao do comprometimento, referéncias de onde encontrar as provas que

foram omitidas sdo mencionadas.

O primeiro capitulo inicia-se com as regras bésicas da construcao geométrica com ré-
gua e compasso, as quais denominamos de regras do jogo, e sua interpretacao algébrica. Aqui,
a régua considerada nao possui marcagoes, ¢ apenas um instrumento que permite ligar dois
pontos do plano. Procuramos esclarecer o que devemos entender por construcao geométrica
com régua e compasso apenas. Apresentamos também as construcoes geométricas classicas,
que ja eram conhecidas pelos matematicos gregos desde a antiguidade, seguidas pela algebra
das construgoes geométricas com régua e compasso. Finalizamos esse capitulo tratando de
algo que esta intimamente ligado as construgoes com régua e compasso, as extensoes quadra-
ticas. O segundo capitulo inicia-se com uma abordagem sobre corpos e suas extensoes, sendo
seu ponto alto o grau dessas extensoes. Para o desenvolvimento dessa abordagem, fazemos
uma revisao das definicoes e dos resultados de algebra linear necessérios para essa teoria. No
terceiro capitulo, falamos sucintamente sobre polinémios irredutiveis, os quais desempenham
o mesmo papel dos nimeros primos no conjuntos dos niimeros inteiros. Serd apresentado,
sem demonstracdo, o analogo ao Teorema da Fatoracdo Unica no conjunto dos inteiros. Fi-
nalizando com o lema de Gauss e o teste de Eisenstein para a verificacao da irredutibilidade
de um polinébmio sobre o conjuntos dos ntimeros racionais. O quarto capitulo inicia-se com
o resultado que diz quando as raizes de uma equacao cubica sao construtiveis por régua e
compasso, seguido das provas da impossibilidade de resolver dois dos trés problemas clas-
sicos de construgao (o problema da duplica¢do do cubo e o problema da trissecgdo de um

angulo arbitrario) deixados sem solugao pelos gregos. No caso do terceiro problema classico
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de construcao, a quadratura do circulo, fazemos apenas a indicacao da prova. Em seguida,
apresentamos as provas da nao construtibilidade do heptagono e do eneidgono regulares e as
provas da construtibilidade do pentagono e do heptadecagono regulares. Damos um exemplo
de um nuimero algébrico de grau quatro que nao é construtivel com régua e compasso, seguido
de uma caracterizacao dos niimeros algébricos com grau uma poténcia de dois que sao cons-
trutiveis. Apresentamos os primos de Fermat, os quais estao intimamente relacionados com os
poligonos regulares construtiveis por régua e compasso, encerrando com dois casos um pouco
gerais de poligonos construtiveis. O capitulo final, ponto alto dessa dissertacao, apresenta as
ferramentas necessarias para a demonstracao da condicao necessaria do teorema de Gauss
sobre poligonos regulares construtiveis por régua e compasso. Iniciamos com a funcao phi de
Euler e caracterizamos em seguida os inteiros cuja imagem pela funcao phi de Euler é uma
poténcia de dois. Tratamos das raizes n-ésimas de um numero complexo, especialmente das
raizes n-ésimas primitivas da unidade. Abordamos o polinémio ciclotémico, cujas raizes sao
as raizes n-ésimas primitivas da unidade. Este polindmio ¢ uma peca de fundamental im-
portancia na construcao da prova do teorema de Gauss. Finalizamos o capitulo com a prova
da condicao necessaria do teorema de Gauss sobre quais poligonos regulares sao construti-
veis por régua e compasso. A condi¢ao suficiente nao sera provada, pois a prova depende de

resultados bésicos sobre grupos e de Teoria de Galois.
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1 CONSTRUCOES COM REGUA E COM-
PASSO

O que se entende por construgao geométrica com régua e compasso é algo que devemos
esclarecer completamente antes de abordarmos problemas de construcao. Se quisermos saber
o que podemos construir com a régua (sem marcas) e 0 compasso apenas, temos que tornar
preciso o que entendemos por construir. Temos que expressar em linguagem matematica o

que podemos fazer com nossos instrumentos de construcao.

1.1 AS REGRAS DO JOGO

Com a régua (sem marcas), podemos desenhar uma reta desde que sejam fornecidos
dois pontos da reta. Algo que devemos enfatizar é que uma régua pode ser usada apenas
para desenhar a reta passando por dois pontos dados e nao pode ser usada para medir o
comprimento. Esta é uma regra do jogo. Nossas construcoes serao feitas no chamado plano

cartesiano.

Nada sera feito de modo aleatério. No intuito de nao deixar nada solto, para melhor
acompanhar o que esta acontecendo, nao sera permitido selecionar um ponto aleatoriamente e
a qualquer momento; qualquer ponto selecionado ja deve ter sido construido. Por outro lado,
em primeiro lugar, devemos ter dois pontos dados a fim de usar a régua ou o compasso. Segue-
se que devemos necessariamente partir de um conjunto formado por pelo menos dois pontos, a
partir dos quais podemos construir novos pontos com nossos instrumentos. Daremos a seguir
uma descricao de todos esses pontos adicionais que poderiamos teoricamente construir. Os
pontos adicionais sao obtidos por meio das intersecoes de retas e circunferéncias que podem
ser construidas a partir do conjunto de pontos que temos a qualquer momento. O ponto

adicional deve ser um ponto de:

i) a intersecgao de duas retas construidas;
ii) a intersecgdo de uma reta construida e uma circunferéncia construida; ou

iii) a intersecgao de duas circunferéncias construidas.



24 Capitulo 1. CONSTRUCOES COM REGUA E COMPASSO

A seguir faremos cuidadosamente a definicaio de um ponto construtivel com régua e
compasso. A definicado deve modelar o que é que podemos fazer com a régua e o compasso

para formar novos pontos a partir do conjunto inicial Sy = {(0,0), (1,0)}.

Definicao 1. No plano cartesiano, um ponto é construtivel se o ponto for o tltimo de uma
sequéncia finita de pontos Py, P, ---, P, de forma que cada ponto pertenca ao conjunto

So = {(0,0), (1,0)} ou seja obtido de uma das seguintes formas:

i) como a intersec¢ao de duas retas, cada uma das quais passa por dois pontos que ja

apareceram anteriormente na sequéncia;

ii) como um ponto de intersec¢ao de uma reta que passa por dois pontos que ja apareceram
anteriormente na sequéncia e de uma circunferéncia que passa por um ponto que ja

apareceu na sequéncia e tendo como centro um ponto que ja apareceu na sequéncia; e

iii) como ponto de interseccao de duas circunferéncias, cada uma das quais passa por um
ponto que ja apareceu anteriormente na sequéncia e cada uma delas tem como centro

um ponto que ja apareceu anteriormente na sequéncia.
Definigcao 2. Uma reta construtivel é uma reta que passa por dois pontos construtiveis.

Definicao 3. Uma circunferéncia construtivel é uma circunferéncia que passa por um ponto

construtivel e tem como centro um ponto construtivel.

Defini¢ao 4. Um nimero o é um ntimero construtivel se («,0) for um ponto construtivel.

A seguir apresentamos oito sequéncias que sao exemplos que satisfazem a condigao

sobre Py, Py, -+, P, na definicdo de ponto construtivel acima.
(0,0)
(1,0)
(0,0),(1,0)
(1,0), (0,0), (2,0)
(0,0), (1,0), (=1,0), (0, v/3)
(0,0),(1,0),(2,0), (=2,0), (0,V/5)
0,0),(1,0), (1/2,V3/2), (1/2,—V3/2), (1/2,0)
(0,0),(1,0),(2,0), (1/4,v15/4), (1/2,0)
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Além disso, podemos juntar duas ou mais dessas sequéncias para formar uma nova
sequéncia que também satisfaz a condicao sobre Py, P, ---, P, na definicao de ponto cons-
trutivel acima. Por exemplo, vamos formar uma nova sequéncia juntando a tdltima sequéncia

acima ao final da sexta sequéncia como a seguir:
(0,0),(1,0),(2,0),(~2,0), (0,V5), (0,0), (1,0),(2,0), (1/4,v/15/4), (1/2,0)

Nao ha problema se alguns pontos aparecem mais de uma vez na sequéncia obtida
anteriormente, o que importa é que a sequéncia de pontos satisfaz a condicao necesséaria de
que cada ponto pertenca a Sy = {(0,0),(1,0)} ou seja obtido de uma das trés maneiras

mencionadas em 1), ii) e iii) na definigao 1.

A seguir, veremos que a definicao 1 fornece as propriedades fundamentais de intersecao

de retas construtiveis e circunferéncias construtiveis.

Proposicao 1.1.1. O ponto de interseccao de duas retas construtiveis € um ponto constru-
tivel; um ponto de interseccao de uma reta construtivel e uma circunferéncia construtivel é
um ponto construtivel; e um ponto de intersecgao de duas circunferéncias construtiveis é um

ponto construtivel.

Demonstracao. Suponha que a sequéncia finita de pontos @1, Qa, - - -, @, satisfaz as condi-
¢oes da definigdao 1. Isso significa que para cada um dos Q; temos @Q; = (0,0) , @; = (1,0),
ou @; é obtido em uma das trés maneiras denotadas por i), ii) e iii) na defini¢do 1. Supo-
nha que 7" ¢ um ponto de interseccao de duas retas construtiveis, um ponto de interseccao
de uma reta construtivel e uma circunferéncia construtivel, ou um ponto de interseccao de
duas circunferéncias construtiveis. Agora, i) se o ponto 7" é um ponto de intersec¢ao de duas
retas construtiveis, entao existem pontos construtiveis P, (), R, S tais que T" é um ponto na
intersecao da reta por P e () e da reta por R e S; ii) se o ponto T' & um ponto de interse¢ao
de uma reta construtivel e uma circunferéncia construtivel, entao existem pontos P, ), R, S
tais que T' é um ponto na intersecao da reta por P e () e a circunferéncia determinada por
R e S; e iii) se o ponto T é um ponto de intersec¢ao de duas circunferéncias construtiveis,
entao existem pontos construtiveis P, ), R, S tais que 1" é um ponto na interseccao da cir-

cunferéncia determinada por P e () e a circunferéncia determinada por R e S . Segue que, em

qualquer um desses trés casos, ha uma sequéncia Py, P, ---, P; uma sequéncia (), ()2, - - -,
(@; uma sequéncia Ry, Rs, ---, R;e a sequéncia S1, Sy, -+, S tais que cada uma das quatro
sequéncias satisfaz as condigoes da definicao 1. Entao a sequéncia P, P, ---, P, 1, Qa,

-, Q, Ry, Ry, -+, R, S1, S, ---, S deve satisfazer as condicoes da definicao 1. Portanto,

em qualquer um dos trés casos, a sequéncia Py, Py, ---, P, Q1, Q2, ---, Q, Ry, Ro, -+, R,
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S1, So, -+, S, T também satisfaz as condi¢oes da definicao 1, e T' é um ponto construtivel

de acordo com a definicao 1.

Proposicao 1.1.2. A circunferéncia com centro construtivel e raio a distdncia entre dois

pontos construtiveis é construtivel.

Demonstragao. Sejam A, B e C trés pontos construtiveis (veja figura 1). Considere D um
ponto de intersecao da circunferéncia de centro em A e que passa por B e da circunferéncia
com centro em B e que passa por A. Pela definicao 3 essas circunferéncias sao construtiveis.
Segue da proposicao anterior que D é um ponto construtivel. Seja £ o ponto de intersecao
da circunferéncia com centro em B e que passa por C' e a reta que passa por D e B tal que
B esta entre D e E. Entao, I/ é um ponto construtivel, pois £/ é um ponto de intersecao da
circunferéncia construtivel, com centro em B e que passa por C, e a reta construtivel que
passa por D e B. Seja F' o ponto de intersecao da circunferéncia com centro em D e que passa
por E e a reta que passa por D e A. Como F' é um ponto de intersecao da circunferéncia
construtivel com centro em D e que passa por E e a reta construtivel que passa por D e A,
entao F' é um ponto construtivel. Como os segmentos de reta BC' e AF' sao iguais, entao a
circunferéncia com centro em A e raio a distancia entre os pontos B e C' e a circunferéncia
com centro em A e que passa por F' sao iguais. Como a circunferéncia com centro em A e
que passa por F' é construtivel, entdo a circunferéncia com centro em A e raio a distancia

entre os pontos B e C' é construtivel.

Figura 1 — Circunferéncia com centro construtivel e raio a distancia entre dois pontos cons-
trutiveis

Fonte: Produzida pelo autor
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Agora, precisamos distinguir entre todos os pontos (z,y) do plano cartesiano, aqueles
que sao os pontos construtiveis. Faremos isso no desenrolar da teoria. Comecamos com os
dois pontos (0,0) e (1,0). Isso significa que o eixo X é uma reta construtivel. Segue que o
ponto (—1,0) é construtivel, pois este ponto esta na intersegdo do eixo X e a circunferéncia
construtivel com centro (0,0) e que passa por (1,0). Segue de imediato que os pontos (n,0),
em que n é um inteiro positivo ou negativo, sao construtiveis. Para construi-los, desenhamos
sucessivas circunferéncias com centros nos pontos (0,0), (1,0), (—1,0), (2,0), (—=2,0), (3,0),
(=3,0), -+, (n,0), ---.

Figura 2 — Construcao de pontos

ya

(0,4)

(0,1)

=V

Fonte: Produzida pelo autor

Note que desenhando circunferéncias com centros em (3,0) e (—3,0), passando por
(—2,0) e (2,0), respectivamente, obtemos os pontos (8,0), (—8,0), (0,4) e (0,—4). Dessa
forma podemos obter os pontos (0,m), em que m é nimero inteiro positivo ou negativo. De
modo geral, dado um par de inteiros n e m, utilizando o método anterior, podemos construir
o ponto (n, m) utilizando um namero finito de passos. Também é possivel, de acordo com a

figura a seguir, construir o ponto (m/n,0).
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Figura 3 — Construgao do ponto (m/n,0)

>
(0,0) (n,0) (m,0) X

Fonte: Produzida pelo autor

A proposicao a seguir generaliza as constru¢oes imediatamente acima.
Proposicao 1.1.3. i) Os eizos coordenados X e Y sao retas construtiveis.

ii) Todos os pontos (a,0), (—a,0), (0,a) e (0,—a) sao pontos construtiveis se qualquer um

deles for um ponto construtivel.
iii) O numero a € um numero construtivel se, e somente se, —a € um nimero construtivel.

iv) Os nimeros inteiros sao numeros construtiveis. O ponto (a,b) é um ponto construtivel

se, e somente se, 0s numeros a e b sao numeros construtiveis.

Demonstracao. Como podemos construir perpendiculares e paralelas por métodos euclidianos

(isso veremos adiante), a proposicao é evidente, considerando a figura a seguir.
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Figura 4 — Alguns pontos construtiveis

YV A

=WV

(5,0) ta,0)

Fonte: Produzida pelo autor

Vale ressaltar que o fato de que o eixo X é uma reta construtivel nao implica que
todos os pontos no eixo X sejam pontos construtiveis. Analogamente, nem todo ponto em

uma, circunferéncia construtivel é um ponto construtivel.

1.2 CONSTRUCOES CLASSICAS

Esta secao tratara da resolugao de alguns problemas geométricos classicos. Geralmente
esses problemas pedem para determinar se certas construcoes geométricas sao possiveis utili-
zando apenas régua e compasso. Isso significa que nem sempre se trata de resolver problemas
de desenho geométrico, mas apenas de responder se é possivel ou nao resolver o problema

geométrico apenas usando uma régua (sem marca) e um compasso. Dentre as construgoes
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geométricas que os gregos eram capazes de realizar apenas com o uso de régua (sem marca)

e compasso, utilizando os postulados de Euclides, destacam-se as seguintes:

1. Dados um ponto P e uma reta s, tracar, passando pelo ponto P, uma reta perpendicular

a reta s.
Solucao:

Temos dois casos:

a) O ponto P pertence a reta s,

b) O ponto P nao pertence a reta s.

A construcao a seguir abrange os dois casos.

Trace uma circunferéncia com centro em P e raio r1, que intersecte a reta em dois
pontos A e B. Com centro em cada um desses pontos de interseccao trace uma circun-
feréncia de raio ro > ry. Essas duas circunferéncias se intersectam em dois pontos C' e

D. A reta passando por C e D € a reta perpendicular o reta s passando por P.

Figura 5 — Uma reta passando por um ponto P e perpendicular a uma reta s quando P
pertence a s

A P B s
rl

Fonte: Produzida pelo autor

Note que se P nao pertence a reta s, é suficiente considerar r; = ry, quando um dos

pontos de interseccao das duas circunferéncias tracadas por ultimo é P.
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Figura 6 — Uma reta passando por um ponto P e perpendicular a uma reta s quando P nao
pertence a s

Fonte: Produzida pelo autor

2. Dados uma reta r e um ponto P que nao pertence a r, tracar, passando por P, uma
reta paralela a reta r.

Solugao:

Trace trés circunferéncias de mesmo raio. A primeira com centro em P, determinando
um ponto A na reta r; a sequnda com centro em A, determinando um ponto B na
mesma reta e a terceira com centro em B, determinando um ponto () na primeira cir-
cunferéncia. A reta s por P e QQ € paralela a reta r, pois, da maneira como a constru¢ao
foi executada, PABQ ¢ um losango e, portanto, seus lados PQ) e AB sao paralelos.

Figura 7 — Reta passando por um ponto P e paralela a uma reta r

Fonte: Produzida pelo autor
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3. Dado um segmento de reta AB , construa a sua mediatriz.
Solucao:

A mediatriz do segmento AB ¢é a reta perpendicular a AB que contém o seu ponto
médio. Para sua construcao, trace duas circunferéncias de mesmo raio, com centros
em A e B. Sejam M e N os pontos de intersecio dessas circunferéncias. A reta que
contém M e N é a mediatriz do segmento AB pois sendo AM BN um losango, suas

diagonais sao perpendiculares em seus pontos médios.

Figura 8 — Mediatriz de um segmento de reta

b7
we

Fonte: Produzida pelo autor

4. Dado um segmento de reta AB (A e B construtiveis), divida-o em n partes iguais.
Solugao:

Por uma das extremidades do segmento, A por exemplo, trace uma reta construtivel (os
pontos de coordenadas racionais sao construtiveis) que ndo contenha o segmento AB.
Sobre esta reta, a partir de A, marque com o compasso n segmentos iguais de com-
primento a distancia entre dois pontos construtiveis. Trace, passando pela extremidade
mais afastada de A, do ultimo desses segmentos, e pelo ponto B, uma reta r. Trace
retas paralelas a reta r passando pelas extremidades de cada um dos segmentos citados.

Os pontos de intersecao dessas retas com o segmento AB o dividem em n partes iguais.
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Figura 9 — Divisao de segmento de reta em n partes iguais

™ 3

Fonte: Produzida pelo autor

5. Bisseccao de um angulo.
Solucao:

Com centro no vértice O do dngulo, trace uma circunferéncia construtivel. Com o
mesmo raio trace duas circunferéncias com centros nos pontos A e B de intersecao da
circunferéncia construida anteriormente com os lados do dngulo. Trace a reta passando
pelos pontos de intersecao dessas duas dltimas circunferéncias (um deles é o ponto O).

FEssa reta bissecta (divide em duas partes iguais) o dngulo dado e é denominada bissetriz
do dngulo AOB.

Figura 10 — Bissec¢ao de um angulo

A M

Fonte: Produzida pelo autor
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6. Transporte, adigao e subtragao de angulos
Solucao:

Dado o dngulo de medida o graus, para transportd-lo até o ponto P, trace por P retas

paralelas as retas que contém os lados do dngulo o .

Figura 11 — Transportar angulo

i

Fonte: Produzida pelo autor

Dados os angulos de medidas «a; e ay, em graus, com vértices construtiveis O; e Os.

Figura 12 - Angu]os a1 e oy

/ /
O, O,

Fonte: Produzida pelo autor

Com centro nos vértices O; e O,, trace as circunferéncias construtiveis, C; e Cs, de
mesmo raio. Sejam A; e B; os pontos de intersecao do circulo C; com os lados do
angulo «;, para ¢ = 1,2. Com o compasso mec¢a a distancia d entre Ay e By (note
que Ay e Bs sao construtiveis). A circunferéncia de centro B; e raio d intersecta a
circunferéncia C'} nos pontos P e (). Na figura a seguir, o angulo fm =a;+azeo

—_—
angulo A101Q = a; — ag, em que as < ay.



1.2. CONSTRUCOES CLASSICAS 35

Figura 13 — Adicao e subtracao de angulos

Fonte: Produzida pelo autor

7. Construcao de um quadrado inscrito em uma circunferéncia
Solucao:

Trace uma circunferéncia de centro construtivel e, em sequida, trace duas retas per-
pendiculares quaisquer passando pelo centro da circunferéncia. Os quatro pontos de

intersecao dessas retas com a circunferéncia sao os vértices do quadrado.

Figura 14 — Quadrado inscrito numa circunferéncia

Fonte: Produzida pelo autor
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8. Construcao dos poligonos regulares com 2", n > 3, lados inscritos em uma circunferéncia
Solucao:

Por recorréncia, construa inicialmente um quadrado inscrito na circunferéncia. Por bis-
secgao de seus dngulos centrais, obtemos o octogono reqular inscrito na circunferéncia,
e assim por diante. Partindo do poligono regular de 2"~ lados, por bisseccio de seus

angulos centrais, obtemos o poligono regular com 2™ lados inscrito na circunferéncia.

Figura 15 — Octogono inscrito numa circunferéncia

Fonte: Produzida pelo autor

9. Construcao do hexagono regular
Solucao:

Como o dngulo central do hexdgono reqular é 60° e o tridngulo AOB € isdsceles, temos
OAB = OBA = 60°. Seque que o tridngulo AOB € equildtero, e o lado do hexdgono €

tgual ao rato da circunferéncia circunscrita.

Figura 16 — Hex4gono regular

Al ——B

~

Fonte: Produzida pelo autor



1.2. CONSTRUCOES CLASSICAS 37

10. Construcao do triangulo equilatero
Solugao:
Como o dngulo central do hexdgono reqular € 60° e o tridngulo AOB € isdsceles, temos
OAB = OBA = 60°. Seque que o triangulo AOB € equildtero e o lado do hexdgono é

wqual ao raio da circunferéncia circunscrita. A partir do hexdgono obtemos o tridngulo

equildtero unindo alternadamente os vértices do hexdgono.

Figura 17 — Triangulo equilatero

A B

Fonte: Produzida pelo autor

Podemos construir o triangulo equildtero independente da construgao do héxagono

regular. A seguir apresentamos essa construcao.

Sejam A e B pontos construtiveis. Com centro em A e passando por B construa a
circunferéncia Cy. Com centro em B e passando por A construa a circunferéncia Cs.
As circunferéncias C7 e Cy sao construtiveis, pela definicao 3. Seja D wum ponto de
intersecao entre Cy e Cy. Como D é um ponto de intersecao entre duas circunferéncias
construtiveis, D € um ponto construtivel. Note que, como AB = BD = AD, o tridngulo
ABD ¢ equildtero.
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Figura 18 — Triangulo equilatero
D
G, C,

Fonte: Produzida pelo autor

11. Construcao do pentagono regular
Solugao:

Os matematicos gregos faziam a construgao de um pentagono regular dividindo um

segmento de comprimento unitario em uma razao média e extrema. Dizemos que um

ponto P divide um segmento de reta unitario AB em uma razao média e extrema se

o segmento maior, de comprimento x, for a média proporcional entre o comprimento

total, S(igmento de comprimento unitario, e o segmento menor, de comprimento 1 — z,
x

isto ¢, — = oux?+x—1=0.
r l—=x

Figura 19 — Segmento dividido em uma razao média e extrema

A 1-x X B

| 1 |

Fonte: Produzida pelo autor

Para mostrar como essa proporgao esta relacionada ao pentagono regular, procederemos

de acordo com o seguinte.

Considere a circunferéncia de centro O e raio unitdrio. Seja AOB = 36° um angulo
central com A e B sobre a circunferéncia (dngulo central subentendido por um lado de
um decdgono regular). Seque que o OAB = ABO = 72°. Trace BC' como bissetriz do
ABO. Assim, temos AB=BC =C0O=ze¢ AC=1-—u.
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Figura 20 — Lado de um decagono regular

Fonte: Produzida pelo autor

Como a bissetriz do dngulo de um tridngulo divide o lado oposto em dois segmentos

" L : . 1 x .
que sao proporcionais aos lados adjacentes ao dngulo, — = 1 dividindo o segmento
x

- e

OA em uma razao média e extrema. Assim, temos 2>+ —1=0cz = 5

Figura 21 — Lado de um decagono regular

Fonte: Produzida pelo autor

Portanto, é possivel construir o lado de um decidgono regular, ja que se trata de raiz de
equacao quadratica com coeficientes inteiros, e consequentemente o pentagono regular

pode ser formado unindo alternadamente os vértices do decégono.
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Figura 22 — Decagono e pentagono regulares

Fonte: Produzida pelo autor

Note que o esboco feito anteriormente seria valido como uma construgao no sentido clas-
sico apenas se o angulo de 36° (ou, de modo equivalente, o angulo de 72°) é construtivel,
o que equivale a afirmar que cos36° (ou consequentemente o cos72°) é construtivel. Apli-

cando a lei dos cossenos no triangulo AOB, com relagao ao angulo AOB = 36°, obtemos

V5+1 V5-1

c0s36° = . Usando o fato de que cos(2x) = 2cos?r—1, obtemos cos72° = 1

(ou observando o triangulo AOB, pois cos72° = x/2). A construgao a seguir mostra

como construir o namero 2cos72°.

Construa a circunferéncia com diagmetro CD, em que C = (0,1) e D = (=1,—1), e

intercepte o eixo das abscissas nos pontos A e B.

V5 —1

Figura 23 — Construcao do ntimero 2cos72° = 5

y

Fonte: Produzida pelo autor
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O centro dessa circunferéncia € o ponto médio do segmento C'D, isto é, o ponto (—1/2,0).
O raio v da circunferéncia pode ser obtido calculando a distdncia entre os pontos

(—1/2,0) e (0,1). Assim,

Portanto, a equacido da circunferéncia é

(;z:+%)2+(y—0)2:§1

que apos algumas simplificacoes, obtemos
?+r+y?—1=0.

Para obtermos as abscissas dos pontos A e B, devemos ter y = 0. Assim, substituindo
y = 0 na equacao da circunferéncia, obtemos a equacao quadrdtica
2’ +r—1=0

VE—1 —5-1

cujas raizes sao e que sao as abscissas dos pontos A e B. Assim, o

dngulo de 36° (e consequentemente o de 72°) é construtivel.

1.3 ALGEBRA DAS CONSTRUCOES COM REGUA E COMPASSO

Os matematicos gregos, por meio de teoremas geométricos, foram capazes de cons-
truir qualquer elemento geométrico que pudesse ser obtido através de um ndmero finito de
operacoes racionais e extracao de raizes quadradas a partir de elementos dados. Suponha que
sejam dados os elementos a, b e a unidade. Os gregos construiriam a + b, a — b, ab, a/b, a?
e v/a . A seguir mostraremos como construir essas operagoes. Para isso, considere dados os

segmentos de comprimentos a, b e uma unidade de medida.

Figura 24 — Segmentos de comprimentos a, b e uma unidade de medida

. a . b 1

I i I i A

Fonte: Produzida pelo autor

1.3.1 Construciodea+bea—0»

Construir segmentos de comprimentos a +b e a — b.
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Solucgao:

Os segmentos de comprimentos a +b e a — b podem ser construidos de acordo com as

figuras a sequir.

Figura 25 — Segmentos de comprimentos a +be a —b
a b

|
b | a-b

Fonte: Produzida pelo autor

1.3.2 Construcao de ab e a/b

Construir dois segmentos de comprimentos ab e a/b.
Solucgao:
A figura a sequir mostra como construir ab.

Figura 26 — Segmento de comprimento ab

Fonte: Produzida pelo autor

Se DE ¢ construido paralelo a BC, temos:
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A figura a sequir mostra como construir a/b.

Figura 27 — Segmento de comprimento a/b

Fonte: Produzida pelo autor

Sendo DE paralelo a BC, temos:

Q|

a
b

Note que, em ambas as construgoes, utilizamos o teorema linear de Tales.

1.3.3 Construcio de /a
Construir um segmento de comprimento +/a.

Solugao:
Construa um segmento de comprimento a + 1 conectando um segmento de reta de

comprimento 1 com um segmento de comprimento a (a wm nimero construtivel) de modo

que estejam contidos numa mesma reta. Encontre o ponto médio M desse segmento e trace
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uma semicircunferéncia com centro em M com raio igual a (a+1)/2. Pelo ponto H, onde sao
conectados os dois segmentos, construa a perpendicular & reta que passa por H e M. O com-

primento do segmento dessa perpendicular compreendido entre a reta e a semicircunferéncia

é igual a \/a.

Figura 28 — Segmento de comprimento y/a
A

B HTl |\'/| C
|
|

a |

Fonte: Produzida pelo autor

Note que o triangulo ABC na figura é retangulo em A e o segmento AH é a altura
relativa a hipotenusa. Sabemos que das relacoes métricas no triangulo retangulo a medida da
altura relativa a hipotenusa é média geométrica entre as medidas das projecoes determinadas

pelos catetos sobre a hipotenusa. Assim, temos AH? = BH - HC = 1 - a resultando em

AH = \/a.

1.3.4 Construcao da raiz da equacao ar +b=—c
Dasdos os segmentos de medidas a, b e ¢, construa a raiz da equacao ax + b = c.
Solugao:

A raiz da equacao é v = (c—b)/a. Assim, inicialmente construimos c—b e em sequida

(c—b)/a.

1.3.5 Construcao das raizes da equacdo 22> —az +b =0
Dasdos os segmentos de medidas a e b, construa as raizes da equacao x> —ax +b = 0.
Solugao:

Para construir as raizes da equagdo quadrdtica x° —ax+b =0 (a* > 4b), construimos

uma circunferéncia de didmetro AB, em que A = (0,1) e B = (a,b). Entdo as abscissas
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dos pontos C' e D (os pontos onde a circunferéncia intercepta o eizo das abscissas) serdo as

raizes da equacao quadrdtica.

Figura 29 — Raizes da equagao quadrética 22 — az +b = 0 (a? > 4b)

y
B
O
A

Fonte: Produzida pelo autor

O centro da circunferéncia acima é o ponto médio do segmento AB. Assim, temos

O O+a 140 B gb—i—l
- 2 7 92 S \2 2 '

O raio r da circunferéncia pode ser obtido calculando a distancia entre os pontos O e A.

2 (h+1 2 a2 (b—1)2
2= (2 -0) +(%_1> A Ut o)

Logo,

2 4 4

Portanto, a equacao da circunferéncia é
( a>2+ b+1\? asz(b—l)2
T — = - ==+ —
2 Y7 1 4
que apoés algumas simplificacoes, obtemos
2 +yP—ax— (b+1y+b=0.

Note que, para obtermos as abscissas dos pontos C' e D, devemos ter y = 0. Assim, substi-

tuindo y = 0 na equacao da circunferéncia, obtemos a equacao quadratica
2 _
xr®—axr+b=0

cujas raizes sao as abscissas dos pontos C' e D.
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1.3.6 Extensdes quadraticas

Lembrando que um ntimero racional é um quociente p/q, em que p e ¢ sao inteiros
com ¢ # 0. Um ntimero real que nao ¢ racional ¢ denominado de nimero irracional. A seguir

daremos uma definicao de corpo adequada a nossa investigacao.

Definicao 5. Um corpo K é um subconjunto dos niimeros reais que contém os nimeros 0 e
letal que a+b,a—b,abe a/c, com ¢ # 0 pertencem a K sempre que a, b, e ¢ pertencem
a K. Um corpo Kg é um corpo euclidiano sempre que a > 0 pertencente a Kg implica \/a

pertencente a Kg.

Na definicao anterior assumiremos que o leitor saiba que os racionais e os reais formam
um corpo, mas os irracionais nao formam um corpo. Outros corpos diferentes de Q e R serao

mencionados nessa teoria. O primeiro destes aparece na proposicao a seguir.

Proposicao 1.3.1. Os numeros construtiveis formam um corpo.

Demonstracao. A proposicao segue das figuras a seguir.

Figura 30 — Os ntimeros construtiveis formam um corpo

(@, b)

A\ 4

(a—b,O) (a+b50)

Fonte: Produzida pelo autor



1.3. ALGEBRA DAS CONSTRUCOES COM REGUA E COMPASSO 47

Figura 31 — Os ntimeros construtiveis formam um corpo

A
(0,1)

Q(%,O) P(ab,0)

><V

(-a,0) (0,0)

)

(0,-b)

Fonte: Produzida pelo autor

Da semelhanca entre os tridngulos da figura 31, obtemos as coordenadas dos pontos

Os nimeros racionais sao construtiveis, mas nem todo nimero construtivel é um ni-
mero racional. Além de podermos realizar as quatro operacoes aritméticas de adicao, subtra-
cao, multiplicacao e divisao nos niimeros construtiveis, também podemos realizar a extracao
de raizes quadradas de nimero maiores ou iguais a zero. Assim, segue da definicao de corpo

euclidiano a proposicao a seguir.

Proposicao 1.3.2. Os numeros construtiveis formam um corpo euclidiano.

Demonstracao. Seja ¢ > 0 um nimero construtivel. Considere a circunferéncia construtivel
de centro (0,0) e que passa pelo ponto (¢, 0). Construa a circunferéncia que tem como centro
o ponto médio do segmento cujas extremidades sao os pontos (0,1) e (0, —c), isto é, o ponto
(0, (1 —¢)/2) . Note que o raio dessa circunferéncia é igual a (1 4 ¢)/2. Assim, sua equagao
é 22 +y*> + (c — 1)y — ¢ = 0 da qual, fazendo y = 0, obtemos as abscissas dos pontos de
sua interse¢ao com o eixo das abscissas. Note que um desses pontos é o ponto R da figura a

seguir.
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Figura 32 — Os ntimeros construtiveis formam um corpo euclidiano

y/\

(0,1)

RGE,0)
(0,0) (c,0)

R\

(OJ_C)

Fonte: Produzida pelo autor

Dizer que a é um quadrado em um corpo K significa que ha um nimero b em K tal
que a = b. De outro modo, o niimero a pertencente a K é um quadrado em K se, e somente
se, v/a também pertence a K. Assim, um corpo K é um corpo euclidiano se todo ntimero
positivo em K for um quadrado em K. O corpo QQ dos racionais nao é um corpo euclidiano,
pois 2, por exemplo, um namero racional positivo, mas v/2 ndo é um namero racional. Por
outro lado, 2 ¢ um quadrado em R, pois v/2 estd em R. O corpo R dos nimeros reais ¢ um

exemplo de corpo euclidiano.

A seguir faremos a construcao algébrica, que é de fundamental importancia para o
estudo das construgoes com régua e compasso. A ideia é estender um dado corpo K para
formar um novo corpo, de modo que este novo corpo contenha um novo nimero especifico,
além de todos os nimeros do corpo K dado anteriormente. Isso é algo facil de ser feito no caso
especial em que o quadrado do nimero especifico a ser adicionado pertence ao corpo K dado

. - 2
anteriormente. Por exemplo, v/2 no pertence a Q, mas (\/5) pertence a Q. Faremos agora
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a construcao do menor corpo que contém V2 e todos os ntmeros racionais. A proposicao
a seguir nos diz, nao s6 como fazer isso, mas como generalizar essa construcao. Isto é, a
proposi¢ao nos mostrar como estender um corpo dado K pela raiz quadrada de um ntamero

positivo que pertence ao corpo K.

Proposigao 1.3.3. Se K é um corpo e ¢ é um nimero positivo pertencente a K, mas \/c

nao pertence a K, entao {a + b\/c| a,b € K} é um corpo.

Demonstragao. Para mostrar que todos os nimeros a + by/c, com a, b e ¢ pertencentes a K

e /c nao pertencente a K, formam um corpo, procedemos da seguinte forma:

1) (Cll + bl\/E) + (CLQ + bQ\/E) = (Gl + CLQ) + (bl + bg) \/E
ii) (a1 +bi1y/c) = (az + bay/c) = (a1 — az) + (b1 — b2) Ve

111) (a1 + bl\/E> (CLQ + bg\/z) = (CLlCLQ + bleC) + ((lle + blag) \/E

a + bl\/E . a + bl\/E ) Qa9 — bg\/E . ajty — blbg I CLle — ale\/E
ag +bon/c  ag+bon/c ag—bon/c  a} —bic a3 — bic

1 1 a—by/c a —b
v) a—I—b\/E_aij\/E'a—b\/E_a2—620+a2—b20\/6

Como aq, by, as, by, ¢ s@0 nimeros pertencentes a K, a soma, produto, diferenca e
quociente de quaisquer dois destes niimeros pertencem a K. Portanto, todos os niimeros da

forma a + by/c formam um corpo o qual contém o corpo K como subcorpo. |

Se ¢ € um niimero positivo pertencente ao corpo K, mas \/c nao pertence a K, usaremos
a notacao K (y/c) para representar o corpo {a + b\/c | a,b € K}.

Defini¢do 6. Denominamos o corpo K (1/c) de extensao quadratica do corpo K no caso de
¢ nao ser quadrado em K. Se K; = K (\/c_l), K, = K; (\/c_g), - K, =K, (\/a), entao
faremos K,, = K (\/a, Ve, \/a) e chamaremos cada uma das extensoes K, K;, Ky, - - -,
K, de extensao quadratica iterada de K. Denotaremos por IL a uniao de todas as torres de

extensoes quadraticas do corpo Q.

Partindo da ideia de uma extensao quadratica da proposicao anterior, concluimos que
uma extensao quadratica é apenas uma extensao quadratica de uma extensao quadratica de
uma extensao quadratica --- de uma extensao quadratica. Desse modo, ¢ permitido apenas
uma cadeia finita de extensoes. Assim, IL é a unido de todas as extensoes quadraticas dos

racionais. O corpo R nao possui extensoes quadraticas obtidas pela adjuncao de raiz quadrada
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de um ntumero real positivo, ja que todo nimero real positivo é um quadrado em R. Segue

que um corpo euclidiano nao possui extensoes quadraticas.

O diagrama a seguir mostra uma torre de corpos sobre os racionais. O corpo K,
é uma extensao quadratica do corpo K; . Entao o corpo K; estd contido no corpo K, ; , e
o corpo K,, é uma extensao quadratica dos racionais. A unidao dos ntmeros em todas essas

torres sobre os racionais é L.

|

Ki-i-l = KZ(\/E) = Q(\/C_b \/C_2> to 7\/7-%1)
|

K; = Kz’—l(\/c_i) = @(\/C—lv \/5, T 7\/0—1)

|

]’K:a = Ks(y/es) = Q(y/ex, /2, /05)
]’K2 = Ki(ve2) = Q(ver, ye2)

]’KI =Q(va)

0

Segue da proposicao 1.3.2 que, se todos os ntimeros em um corpo K sdo nimeros
construtiveis, entao os nimeros em uma extensao quadratica K (y/c) sdo também nimeros
construtiveis. Portanto, por iteracao, se o niimero « estiver em uma extensao quadratica real

dos racionais, entao a é um ntmero construtivel.

Proposicao 1.3.4. Se «a pertence a 1L, entdo o € um nimero construtivel.

Considerando a forma dos ntimeros pertencentes a L, essa proposicao nao traz ne-
nhuma novidade. O que é surpreendente é a reciproca, a qual pretendemos provar. Para isso
faremos uso de quatro lemas, cujas ideias nao sao dificeis. Partimos de um conjunto de pontos
construtiveis, em seguida construimos novos pontos com a régua e o compasso. Esses novos

pontos sao obtidos como a intersecao de retas e circunferéncias construtiveis, e as equacoes
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algébricas que precisamos resolver para encontrar as coordenadas desses pontos nao requerem
mais do que as quatro operagoes aritméticas (adi¢ao, subtragao, multiplicagdo e divisdo) e
extracao de raizes quadradas. Portanto, ¢ de se esperar que as coordenadas de qualquer ponto

construtivel pertencam a uma extensao quadratica dos racionais.

Apesar deste argumento parecer que comprova a afirmacao da proxima proposicao,

que é a reciproca da proposi¢ao anterior, os detalhes sao mencionados a seguir.

Lema 1.3.5. i) Se wma reta passa por dois pontos que possuem as coordenadas perten-
centes a um corpo K, entao essa reta possui uma equacao com coeficientes pertencentes
a K.

ii) Se o centro de uma circunferéncia e um ponto pelo qual ela passa possuem coordenadas
pertencentes ao corpo K, entao essa circunferéncia possui um equacao com coeficientes

pertencentes a K

Demonstracao. i) A equagao da reta que passa pelos pontos P, = (a,b) e P» = (¢, d), com
a, b, ¢, d pertencentes ao corpo K, é (d—b)z+(a—c)y+(bc—ad) = 0 ou Az+ By+C = 0,
emque A=d—0b, B=a—ceC =bc— ad. Segue da definicao de corpo que A, Be C

pertencem ao corpo K.

ii) A equagdo da circunferéncia com centro no ponto (a,b) e que passa pelo ponto (¢, d),
com a, b, c e d pertencentes a K, ¢ 22+ +(—2a)z+ (—2b)y+[c(2a—c) +d(20—d)] = 0
que é equivalente a (z —a)*+ (y—b)? = (c—a)? + (d — b)%. Segue da defini¢ao de corpo

que os coeficientes da equacao pertencem ao corpo K.

Lema 1.3.6. Se duas retas de equacoes com coeficientes pertencentes a um corpo K se in-

terceptam, entao o ponto de intersecao possui coordenadas pertencentes ao corpo K.

Demonstra¢ao. Sejam a;x+biy+cp = 0 e ayz+byy+ce = 0 as equagoes das retas, em que aq,

by, c1, as, ba, co pertencem a um corpo K. O ponto de intersecao da reta, obtido por meio da
. . . bico — boc a9C1 — a1C

solucao do sistema de equagoes, tem abscissa xg = 12 21 6 ordenada Yo = =t e
arby — asby airby — asby

Note que a1by — asb; # 0, caso contrario as retas seriam paralelas. Pela defini¢do de corpo xg

e Yo pertencem a K. [ |

Lema 1.3.7. Se uma reta e uma circunferéncia se interceptam e suas equacoes possuem
coeficientes pertencentes a um corpo K, entdo o ponto de intersecao possui coordenadas per-

tencentes ao corpo K ou a uma extensao quadrdtica de K.
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Demonstracao. Suponha que a reta de equacgao ax + by + ¢ = 0 intercepta a circunferéncia

de equacao 2% + y*> + fxr + gy + h = 0 nos pontos (o, o), em que a, b, ¢, f, g, h per-

abg — 2ac — b2 f + b\/d
2(a® + b?)

tencem a um corpo K. Pela solucao do sistema, obtemos zy =

B abf — 2bc — a%g F aVd
o= 2(a® +0?)
a reta e a circunferéncia se interceptem d deve ser nao-negativo. Se d for um quadrado em

, em que d = (fb—ag)*+4c(af 4+ gb—c) — 4h(a* +?). Para que

K, entao as coordenadas dos pontos de intersecao pertencem a K, pela definicao de corpo.
No entanto, se d nao é um quadrado em K, entao pelo menos um dos zy ou yo nao pertence
a K, ja que tanto a quanto b nao pode ser 0. Nestes casos g e o pertencem a K(\/E), que é

uma extensao quadratica de K. |

Lema 1.3.8. Se duas circunferéncias de equacoes com coeficientes pertencentes a um corpo
K se interceptam, entao os pontos de intersecao possuem coordenadas pertencentes ao corpo

K ou a uma extensao quadrdatica de K.

Demonstragao. Sejam 22 +y*+ fre+gi1y+hy = 0 e 224+ + fox +goy+hy = 0 as equagoes das
circunferéncias, em que fi, g1, h1, f2, g2, ho pertencem a um corpo K. O sistema formado por
essas equagoes é equivalente ao sistema formado pelas equagoes (f1— f2)x+(g1—9g2)y+(h1—h2)
e 22 +y? + foxr + goy + hy = 0 cuja primeira equacao é obtida pela subtracao ou adicao das

equacoes do primeiro sistema. Sendo assim, este lema segue do lema anterior. ]

A seguir afirmaremos e provaremos que as coordenadas de um ponto construtivel

pertencem a uma extensao quadratica dos racionais.

Proposicao 1.3.9. As coordenadas de um ponto construtivel pertencem a uma torre de

extensoes quadrdticas do corpo dos racionais.

Demonstracao. Seja P um ponto construtivel. Da definicao de ponto construtivel, vemos que
P deve ser o altimo de uma sequéncia de pontos Py, Py, -+, P, cada um dos quais é (0,0),

(1,0), ou é obtido de uma das trés formas a seguir:

i) como a intersecgao de duas retas, cada uma passando por dois pontos que ja apareceram

na sequéncia;

ii) como um ponto de intersec¢do de uma reta que passam por dois pontos que aparecem
anteriormente na sequéncia e de uma circunferéncia que passa por um ponto anterior

e tendo um ponto anterior como centro;
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ili) como um ponto de intersecgdo de duas circunferéncias, cada uma das quais passa por

um ponto anterior na sequéncia e cada uma delas tem um ponto anterior como centro.

Pela sequéncia dos quatro lemas anteriores, podemos associar P; com os racionais
e observar que cada ponto P; para ¢ > 1 pode ser associado a um corpo K; tal que as
coordenadas de P; pertencem a K; e tal que K; seja igual a K;_; ou a uma extensao quadratica
de K;_;. Assim, K,, é uma torre de extensoes quadraticas dos racionais, e as coordenadas de

P pertencem a K,,.

A proposicao anterior nos diz que se a é um numero construtivel, entao « deve per-
tencer a L. Essa é a reciproca da proposicao 1.3.4. Segue que IL deve ser um corpo, ji que os
nimeros construtiveis formam um corpo. Como um corpo deve conter 1 e, portanto, todos
os racionais e como um corpo euclidiano deve ser fechado quanto a tomar raiz quadrada,
significando que se x > 0 pertence ao corpo entdo /z pertence ao corpo, concluimos que
I deve ser o menor corpo euclidiano. Como Q é o menor corpo, entao I € o menor corpo

euclidiano.

Corolario 1.3.10. O ponto P € um ponto construtivel se, e somente se, as coordenadas de
P pertencerem a L. O nidmero o € um nimero construtivel se, e somente se, o pertencer ao

corpo L.

Veremos a seguir que cada ntimero construtivel é algébrico (sobre Q), ou seja é raiz de
um polindémio nao nulo com coeficientes inteiros. Dado que o conjunto dos nimeros algébricos
¢ enumeravel (esta em bije¢do com os niimeros naturais), segue que o conjunto dos ntimeros

construtiveis também é enumeravel. Para a demonstracao veja a referéncia FIGUEIREDO.
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2 EXTENSOES DE CORPOS

A ideia de polindémios irredutiveis sobre o corpo Q nos remete a seguinte questao:
qual é o menor corpo K D @Q no qual podemos reduzir um dado polinémio? O Teorema
Fundamental da Algebra diz que todos os polindmios sido redutiveis a polinomios de grau
1 sobre o corpo dos numeros complexos, indicado por C, mas nosso polinomio pode ser

completamente redutivel em um corpo menor. Isso leva ao conceito de extensoes de corpos.

Definicao 7. Se K e F sao corpos tais que F D K, dizemos que F é uma uma extensao
do corpo K. Uma extensao de corpo F é chamada simples se puder ser obtida associando
um tnico elemento ao corpo K. Se um corpo puder ser atingido associando uma série de

elementos tinicos, entao teremos uma cadeia de extensoes de corpos simples.

Mais especificamente, podemos associar as raizes de uma equacao ao corpo dos ni-
meros racionais, criando assim um corpo maior que permite que um polinéomio seja reduzido
ainda mais. No caso do polinémio p(z) = 2? — 3, um corpo maior é Q(v/3) (lido Q associado
com \/ﬁ) Os elementos deste corpo sao os nimeros da forma a+bv/3, em que a e b pertencem
a Q. Como veremos mais adiante, este também é um exemplo de um corpo de decomposicao

com polinémio minimo p(z) = 2 — 3.

2.1 ESPACOS VETORIAIS DE DIMENSAO FINITA

Nesta secao revisaremos as definicoes e resultados de algebra linear necessarias para

o desenvolvimento posterior desta dissertacao.

2.1.1 Definicao e exemplos de espacos vetoriais

Inicialmente, veremos sucintamente algumas nocoes de espago vetorial e base. Pode-
riamos desenvolver as propriedades que usaremos posteriormente sem nunca citar um espago
vetorial. Porém, isso levaria a repeticao de alguns argumentos. Na definicao de espaco vetorial
a seguir, referimo-nos a vetores sem os definir. Entenda-se por vetor qualquer objeto mate-
méatico que satisfaca a condicao de estar em um espaco vetorial. Nas aplicacoes que temos
os vetores que aparecem sao formadores de ntimeros reais. Porém, h& vetores que nao sao

numeros reais.
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Definicao 8. Sejam K um corpo qualquer e V um conjunto nao vazio munido de uma ope-
racao a qual chamaremos de adi¢ao e uma operacao a qual chamaremos de multiplicacao por

escalar (quando multiplicamos elementos de K por elementos de V). Assim, estao definidas:
+:VxV —» 'V KxV —- V
e
(u, v) = u+wv (k,v) — kv
Dizemos que V munido dessas operacoes é um espaco vetorial sobre o corpo K se sao

verificados o seguintes axiomas para quaisquer u, v, w € V e ky, ks € K:

Al (u+v)+w=1u+ (v+w) (associatividade da adigao)
A2. u+ v =wv+u (comutatividade da adigao)

A3. Existe um unico vetor 0 € V tal que v+ 0 =04 v = v para todo v € V (existéncia de

elemento neutro da adigao)

A4. Para cada v € V existe um tinico —v € V tal que v 4 (—v) = 0 (existéncia de inverso

aditivo)
A5, ki(u+v) = kyu + kv (multiplicagao ¢ distributiva com respeito a adigao de vetores)

A6. (ki +ko)u = kyu+ kou (multiplicagao por escalares é distributiva com respeito a adigao

de vetores)
A7 k’l(k'gu> == kg(klu) = (kle)u

A8. 1-u=wu paracadau eV

Seguem alguns exemplos de espacgos vetoriais cuja verificacdo dos axiomas anteriores

sao imediatas.

Exemplo 1. Sejam K um corpo qualquer, M D K uma extensao de K e a € M. Podemos
verificar que Ko, munido das operagoes de espago vetorial, ¢ um espaco vetorial sobre K.
De modo geral, uma extensao de corpos M D K pode ser vista como um espaco vetorial sobre

o corpo K

Exemplo 2. Considerando o corpo dos racionais Q e a extensao quadratica Q(\/§), é facil
verificar que Q(v/2) é um espaco vetorial sobre Q. De fato, a adicio de vetores em Q(v/2) é
definida por (a + bv/2) + (¢ 4+ dv/2) = (a4 ¢) + (b + d)v/2, o produto de um escalar em Q e
um vetor em @(\/5) definido como produto usual de ntimeros reais, o negativo de um vetor
a + by/2 definido como (—a) 4 (=b)v/2 e 0+ 01/2 sendo 0. De modo geral, é facil perceber
que qualquer extensao quadratica Q(y/a) com a € Q pode ser considerada como um espago

vetorial sobre Q.
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Exemplo 3. Sejam K um corpo qualquer e K» = K x K x --- x K o conjunto de todas as n-
uplas (a1, as, -+ ,a,) em que cada a; € K, isto é, K" = {(a1,aq, -+ ,a,) 1 a; € K;ji =1,2,--- n}.
Segue que K™ munido das operagoes definidas nos axiomas acima é um espaco vetorial sobre

o corpo K.

Exemplo 4. Sejam X um conjunto nao vazio e K um corpo qualquer. Denotamos por
F(X,K) o conjunto de todas as funges f : X — K. O conjunto F(X,K) se torna um
espaco vetorial sobre o corpo K quando se define a soma (f + g)(x) = f(z) + g(z) para todo
z € X eoproduto (kf)(xz) = k- f(x) para todo x € X e k € K. Note que, variando o conjunto
X, obtemos diversos exemplos de espagos vetoriais da forma F'(X, K). Em particular, fazendo
X ={1,2,--- ,n} e K=R obtemos F(X,R) =R" que é um espago vetorial sobre R.

Se considerarmos K = Q e V = Q(«), em que Q(«) é uma extensao quadratica de Q ou
qualquer outro corpo de niimeros reais, entao, como no exemplo anterior, podemos considerar
quaisquer tais corpos como um espaco vetorial sobre Q. Nesse caso, a adi¢ao de vetores é
a adicao de nimeros reais, a multiplicacao de um escalar e um vetor é a multiplicacao de
nimeros reais, o negativo de um vetor é seu negativo como um ntimero real e o0 0 é o elemento
neutro identidade da adicao. Os espacos vetoriais obtidos desta maneira sao de fundamental

importancia para nossa teoria.

2.1.2 Dependéncia e independéncia linear

O objetivo desta secao é descrever certos tipos de subconjuntos de espacos vetoriais

que serao tteis para nossa teoria. Para isso considere V um espacgo vetorial sobre um corpo

K. Denotaremos os vetores em V por x1, o, ---, e escalares em K por aq, ao, ---
Defini¢ao 9. Um conjunto finito {x, xq, -+ ,x,} de vetores do espago vetorial V sobre
K é dito linearmente dependente sobre K se existem escalares ay, as, ---, a,, nao todos

nulos, em K tais que a1z + asxs + - -+ + a,x, = 0, caso nao existam tais escalares, isto é,
a1r1 + asxo + - - -+ a,x, = 0 apenas se a; = ay = - - - = a, = 0, entao dizemos que o conjunto

de vetores {1, xo, - -+ ,z,} é linearmente independente sobre K.

A menos que seja necessario mencionar o corpo K, omitiremos o termo "sobre K"quando
escrevermos sobre conjuntos linearmente dependentes e linearmente independentes. Simboli-
camente usaremos LD para linearmente dependente e LI para linearmente independente. E

conveniente escrever que os vetores xy, X, --- ,Z, sao LD ou LI escrevendo que o conjunto
{z1, 9, -+ ,2,} € LD ou LI.

A seguir discutiremos alguns exemplos.
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Exemplo 5. Considerando V = Q(1/¢) e K = Q, em ¢ nao ¢ um quadrado em Q. Nesse
espago vetorial {1,+/c} é um conjunto LI. Para mostrar que {1,+/c} é LI sobre Q considere
a, b pertencentes a Q tais que a-1+40b-+/c = 0 com b # 0. Segue que \/c = —%. Como Q é um

corpo e a, b pertencem a QQ, temos que —% pertence a Q. Assim, y/c pertence a Q. Mas isso
é uma contradi¢do j& que ¢ ndo é um quadrado em Q. Portanto, para que a-1+b-+/c=0
seja satisfeita devemos ter b = 0 o que implica a = 0. Consequentemente, os vetores 1 e y/c
pertencentes a Q(1/c) sdo LI sobre Q.

Exemplo 6. O que dizer sobre o conjunto {1 + /¢, 1 — \/c}, em que ¢ ndo é um quadrado
em Q7 Para verificar se esse conjunto é LD ou LI, considere que existem a e b pertencentes
a Q tais que a(l + /¢) + b(1 — y/c) = 0. Note que a igualdade pode ser reescrita como
(a+b)+ (a—0b)y/c=0.Sea—b#0e (a+b)+ (a—b)y/c=0, entdo \/E:—a+b

. Como
b
Q é um corpo, y/c pertence a Q que é uma contradi¢ao, ja que ¢ ndao é um quadrado em Q.

Portanto, para que (a+b)+ (a —b)+/c = 0 seja satisfeita devemos ter a —b = 0 o que implica
a+ b = 0. Consequentemente, a = b =0, e os vetores 1 + /c e 1 — /c sdo LI em Q( /¢).

1 1
Exemplo 7. Por fim, o conjunto {1 + /c, 3 + 5\/5} ¢ LD sobre Q, pois tomando —1 e 2
1 1
em Q obtemos (—1)(1 + /) + 2 (5 + 5\/5) =0.

Definicao 10. Sejam zq, xs, - -+ , x, vetores de V. Dizemos que x é uma combinacao linear
de x1, x9, -+ ,x, sobre K se, existem escalares ai, as, ---, a, pertencentes a K tais que

T =a121 + @oZo + -+ + ApTy.

Note que, se  é uma combinagao linear K, temos x = 1-2, 1 #0e 1 -2 — (a127 +
asxy + -+ + apx,) = 0. Segue que, se {1, 9, -+ ,x,} é um conjunto LI, entdo x é uma

combinacao linear de z1, xo, - -+ , x, se, e somente se, {z,z1, T2, - -+ , 2, } € um conjunto LD.

Proposicao 2.1.1. Se {xy, 25, -+ ,x,} € um conjunto finito de vetores nao nulos de V com
pelo menos dois elementos, entdo {x1,x9, - ,x,} € LD se, e somente se, existe um inteiro

k, com 2 <k <n tal que x;, € uma combinacao linear sobre K de xq, x9, -+, Tp_1.

Demonstracao. Inicialmente suponha que exista tal &, isto é,

e

-1
T =

@
I
—

com a; € K. Se k < n, temos

k—1 n
Zaixi—xk—i— Z 0$i:0,
=1

i=k+1
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e se k=n,
n—1

g a;x; — x, = 0.

i=1
Em qualquer caso, como —1, o coeficiente de x;, nas duas identidades, é diferente de zero, o
conjunto {xy, s, - ,x,} € LD por defini¢do. Agora suponha que o conjunto {x1,x9, -+ ,z,}
¢ LD. Escolha k entre os elementos do conjunto {2,3,--- ,n} para ser o primeiro inteiro tal
que {x1, 9, -,z } € LD. Pela hipotese de que o conjunto {x, z9, - ,x,} é LD, tal k existe;
pode ser 2, pode ser 3, pode ser n, mas nao pode ser 1, j& que nenhum dos x;’s é zero. Da
definicao de dependéncia linear, segue que existem escalares aq, ao, - - - , a, pertencentes a K,

nao todos nulos, tais que
k

Z a;T; = 0.

i=1
Contudo, ay # 0, pois se a = 0, terfamos

k—1
E aQ;Tr; = 0
i=1

com a; nao todos nulos, isto é, o conjunto {xy,zs, -+ ,xx} seria LD, contrariando a nossa

escolha de k. Por outro lado, se a, # 0 podemos dividir

k—1
E aQ;T; = 0
=1

k—1 a
( Z) T; = 0.
i1 \ Ok

—a; . , , . -
Note que — pertence a K, ja que a; # 0 e K é um corpo. Portanto, x; é uma combinacao
aj
linear de x1, 9, -+ ,xx_1 sobre K. [ |

por a; e obtemos

(]

Embora nao pareca, estamos lentamente construindo uma prova de para quais inteiros
n podemos ou nao construir um poligono regular de n lados com régua e compasso apenas.
Um elo fundamental na prova é o da dimensao de um espaco vetorial e como, em certas
circunstancias, as dimensoes de dois espacos vetoriais podem estar relacionadas. Definiremos

dimensao através do conceito de uma base, que n6s introduziremos a seguir.

2.1.3 Bases e dimensao

Defini¢ao 11. Uma base finita de V é qualquer conjunto LI finito B = {xy, xo, -+ ,x,} de

vetores de V tais que cada vetor de V é uma combinacao linear de elementos de B sobre K.
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Note que B = {1, x9, - -+ ,x,} conforme definido acima é um gerador de V.
Proposicao 2.1.2. i) Todo espaco vetorial V sobre um corpo K possui uma base.

ii) Se um espago vetorial V sobre um corpo K possui uma base com n elementos, entdo

toda base de V possut n elementos.

Demonstracao. Veja HEFEZ nas referéncias bibliograficas.

Definicao 12. Um espacgo vetorial V tem dimensao finita se ele tem uma base finita. Se o
numero de elementos nessa base de V sobre um corpo K é n definiremos n como sendo a

dimensdo de V sobre K a qual denotaremos por [V : K].

Os tinicos espacos vetoriais que trataremos aqui serao os de dimensao finita, e daqui
em diante vamos nos referir a uma base finita como simplesmente uma base. Note que a
definicao anterior so faz sentido se cada base para um dado espago vetorial V tiver o mesmo

namero de elementos. A seguir daremos alguns exemplos de bases.

Exemplo 8. Se K é um corpo contido em C e ¢ ¢ um complexo que nao é um quadrado em
K entdao K(y/c) = {a + by/c/a,b € K} sobre K tem a bas 1, /c.

Exemplo 9. Q(\/ﬁ)(\/g) tem a base 1,2, v/3, v6 sobre Q.
Exemplo 10. Q(v/2)(v/3)(+v/5) tem a base 1,v/2,v/3,v/5, V6,10, /15, /30 sobre Q.

22 EXTENSOES ALGEBRICAS

A partir deste ponto, se K é um corpo qualquer, entao F O K denotara uma extensao
de K.

Definicao 13. Dizemos que « pertencente a [F é algébrico sobre K se a é raiz de um polinémio

nao nulo p(x) pertencente a K[z]. Caso contréario dizemos que « é transcendente sobre K.

E claro que, como « pertencente a K é raiz do polinomio p(z) = = — a, temos que
a é algébrico sobre K. No caso em que os elementos sao algébricos ou transcendentes sobre
Q, diremos simplesmente que sao algébricos ou transcendentes. Por exemplo, /2 é raiz do

polindmio p(x) = 2? — 2, portanto /2 é algébrico. Enquanto que 7 é transcendente.

Definicao 14. Se para todo a pertencente a F D K, o é algébrico sobre K dizemos que

F D K é uma extensao algébrica.



2.3. GRAU DE UMA EXTENSAO 61

Defini¢ao 15. Se « pertencente a F é algébrico sobre K e p(x) é um polinémio ménico, de
menor grau, pertencente a K[z], tal que p(«) = 0, dizemos que p(z) é o polindmio minimo

de « sobre K.

Pela minimalidade do grau de p(x) segue que p(x) é o inico polindbmio monico irre-

dutivel sobre K, que sera indicado por p(x) = min(«a, K), tal que p(a) = 0.

Definicao 16. Se a pertence a F D K e p(x) é¢ um polindmio pertencente a K[z, definimos
K(a) como sendo o conjunto dos p(«), isto ¢, K(a) = {p(a) : p(z) € K[z]}. Note que
F > K(a) D K.

Exemplo 11. Se v/2 € R D Q, vamos encontrar Q(v/2). Por definicdo temos Q(v/2) =
{p(v/2) : p(x) € Q[z]}. Como p(x) pertence a Q[z], segue do algoritmo da divisdo que existem
q(x) e r(x) pertencentes a Q[z] tais que p(x) = q(z) - (2* — 2) + r(x), em que r(z) = bx + a,
com a e b pertencentes a Q. Segue que p(v/2) = q(v/2)- (\/52 ~2)+7(vV2) = r(v2) = a+bV2.
Note que R D Q(«) D Q.

2.3 GRAU DE UMA EXTENSAO

Definicao 17. Seja K um corpo qualquer. Dizemos que uma extensao F D K ¢ finita se
[F : K] = n. Caso contrario, dizemos que a extensao ' D K ¢ infinita. O grau da extensao
F > K é definido como sendo o valor [F : K] = n.

Proposicao 2.3.1. Se K é um corpo qualquer e F O K é uma extensao de K, entao:

i) se F DK finita, logo F D K € algébrica.

i) se a pertencente a F D K é um elemento algébrico sobre K e o grau de min(a,K) é
igual a n, logo B = {1,a,a?, -+, a" '} é uma base do espago vetorial K(a) sobre o
corpo K e [K(«) : K] = n.

iii) se o pertencente a F D K é um elemento transcendente sobre K, entio a extensdio
K(a) D K € infinita.

Demonstragao. i) Suponha que [F : K] = m e a pertence a F D K. Como K(a) é um
subespago de F temos que [K(a) : K] < m. Se [K(a) : K] = n, entdo o conjunto

n—1
)

{La,a?, - a"} é LD, ja que n é o nimero maximo de elementos LI, e sendo

assim, existem escalares ag, a1, as, - - -, a, nao todos nulos tais que a,a" + a,_1a" ' +
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<o+ aga® + ayo + ag. Isso mostra que o ¢ raiz de um polindémio com coeficientes em

K. Portanto, « é algébrico sobre K.

Note que a reciproca de i) nao é verdadeira, pois existem extensoes algébricas infinitas.
O subcorpo dos ntimeros complexos que consistem de todos os niimeros algébricos sobre

Q é um exemplo de uma extensao infinita de Q.

ii) Seja a pertencente a F O K um elemento algébrico sobre K tal que o grau de min(a, K)
é igual a n. Sabemos que todo elemento de K(«) pode ser unicamente escrito como
combinagao linear de 1, ,a?, - -+, @™ ! sobre K. Sendo assim, B = {1,a,a?,--- ,a""'}

¢ uma base de K(a) sobre K. Isso mostra que [K(«) : K] = n.

iii) Se K(a) D K fosse uma extensao finita, pelo item i) K(a) D K seria algébrica. Portanto,

« seria algébrico sobre K.

Segue imediatamente da proposicao anterior que, se a pertencente a F D K, entao as

seguintes afirmagoes sao equivalentes:

i) « é algébrico sobre K.
ii) [K(«) : K] é finito.

iii) K(«) é uma extensao algébrica de K.

A seguir veremos que o grau de uma extensao simples é igual ao grau do polinémio
minimo do elemento associado. Como vimos anteriormente, o elemento /3 associado a Q
tem min(a, Q) = 2® — 3. Segue que [Q(v/3) : Q] = 2.

Proposicao 2.3.2. Seja a um nimero algébrico sobre o corpo K. Entio K(a) = Kla], e
K(a) € finito sobre K. O grau [K(«) : K] € igual ao grau de min(a, K).

Demonstragao. Sejam p(x) = min(a,K) e f(z) um polinémio pertencente a K[z] tal que
f(a) # 0. Assim, p(x) nao divide f(z), e portanto existem polinomios g(x) e h(x) tais
que g(x)p(x) + h(z)f(x) = 1. Segue que h(a)f(a) = 1, isto é, f(«) é invertivel em K[a].
Consequentemente K[a] ¢ um corpo, e assim sendo deve ser igual a K(«). Seja d = 9(p(z)).
O conjunto {a4™ 1, a® 2 ... a? a,1} é LI sobre K, caso contrario suponha que ag_ 10?1 +
g0 2 + - + a0’ + a;a+1 = 0 com a; pertencente a K nao todos nulos. Seja g(x) =
ag 12t + ag_0x®? + -+ + a22® + a1 + ap. Entdo g(z) # 0, j4 que a; ndo sdo todos

nulos, e g(a) = 0. Portanto, p(z) divide g(z) que é uma contradi¢do. Finalmente, seja f(«)
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pertencente a K[a] em que f(z) pertence a K[z]|. Existem polinoémios g(z) e r(x) pertencentes
a K[z] tais que d(r(z)) < de f(z) = q(z)p(z)+r(x). Entao f(a) = r(a) e vimos que 1, a, o?,
a®2, a4~1 geram K|a] como um espaco vetorial sobre K. Isso prova nossa proposicao. W

Y

O fato do grau de uma extensao simples ser igual ao grau do polinémio minimo do
elemento associado serd de fundamental importancia para nossos argumentos no momento
de mostrar se certos niimeros sao construtiveis, encontrando seus polinémios minimos e mos-
trando que seus corpos de decomposicao tém extensoes de grau uma poténcia de dois sobre
Q. Um resultado importante relativo as extensoes de corpos é a multiplicatividade do grau,

COIMO veremos a seguir.

Proposicao 2.3.3 (A multiplicatividade do grau de uma extensdo). Sejam K um corpo e
E D F extensoes de K. Se [E : F], [F : K] sao finitos, entao [E : K] é finito e [E : K] = [E :

Demonstragdo. Sejam {z;};c; uma base de F sobre K e {y; };c; uma base de E sobre F. Note
que é suficiente provar que {z;y;} ¢ j)erxs € uma base de E sobre K. Seja z € E. Por hipotese

existem a; € IF, nao todos nulos, tais que
jeJ
Para cada j € J existem elementos b;; € K, nao todos nulos, tais que
CLj = Z bﬂl’l
iel

e, portanto
z = Z Z bﬂl’lyj
i

Isso mostra que {z;y;} é um conjunto de geradores de E sobre K. Resta mostrar que {z;y;}

¢ LI Seja {¢;;} um conjuntos de elementos de K, nao todos nulos, tais que
2D ciuiy; =0,
D
Entao para cada j, temos
Z Cij s,
pois {y;} é LI sobre F. Finalmente, ¢;; = 0 para cada i, pois {x;} ¢ LI sobre K, provando

assim a proposicao. [ |
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Sabemos que, se um namero « é construtivel, entdo /o é construtivel. Usando esse
fato, note que cada vez que extraimos uma raiz quadrada em um corpo nao euclidiano,
estendemos esse corpo por uma extensao de grau 2. Portanto, todas as extensoes atingidas

deste modo tém como grau uma poténcia de 2, como veremos a seguir.

Proposicao 2.3.4. Se « ¢ construtivel, entio [Q(«) : Q] = 2™ para algum inteiro m > 0.

Demonstracao. Seja a um nimero construtivel. Segue da definicao de niimeros construtiveis
que existe uma torre de extensodes de corpos de grau dois de Q para Q(«). Da multiplicati-
vidade do grau temos [Q(«) : Q] = 2™. |

A condi¢ao de que [Q(a) : Q] = 2™, embora necessaria, nao ¢é suficiente para a
construtibilidade. Mais adiante, daremos um exemplo de um nimero algébrico de grau uma

poténcia de 2 nao construtivel por régua e compasso.
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3 POLINOMIOS IRREDUTIVEIS

Sendo K um corpo, denotaremos por K[z] o conjunto dos polindémios com coefici-
entes pertencentes ao corpo K. Destacaremos aqui os polindmios pertencentes a K[z]| que,
comparando K[z] com o conjunto dos nimeros inteiros Z, desempenham o mesmo papel dos
nimeros primos pertencentes a Z. Chamaremos esses polindmios de polinomios irredutiveis

sobre o corpo K.

Definicao 18. Seja p(x) um polindomio pertecente a K[z] tal que o grau de p(z) seja pelo
menos 1. Dizemos que p(z) é um polindmio irredutivel sobre K se sempre que p(x) = p;(z) -
pa(z), em que py(z), pa(z) sdo polinémios pertencentes a Kz|, temos p;(x) = k; ou py(z) =
ko, em que k; e ko sdo constantes pertencentes a K. Se p(z) ndo é irredutivel sobre K, dizemos

que p(z) é redutivel sobre K.

Note que todo polinémio de grau 1 sobre um corpo K é irredutivel sobre K.

O polinémio p(z) = 2%+ 2 é irredutivel sobre o corpo Q, mas ¢ redutivel sobre o corpo
Q[v/2]. Segue que um polinémio pertencente a K[z] pode ser irredutivel sobre K e redutivel

sobre uma extensao quadratica de K.

A seguir mostraremos o analogo ao Teorema da Fatoracio Unica em Z. Para isso
usaremos a - p1(x) - po(z) -+ -- pr(z) considerando a possibilidade p(z) = a quando r = 0, em

que a # 0 é um elemento de K e py(z), pa(z), - -+, p.(x) sdo polindémios irredutiveis sobre K.

Proposicao 3.0.1. Seja K um corpo. Todo polinomio p(z) nao nulo pertencente a K|z| pode
ser escrito de modo inico como p(x) = a-py(x)-pa(x)----- pr(z) (a menos da constante a e
da ordem dos polinomios py(z), p2(x), ---, pr(x)) , em que a € um elemento nao nulo de K

e p1(x), po(x), -+, p-(x) sao polindmios monicos (distintos ou nao) irredutiveis sobre K.

Demonstracao. Veja a referéncia GONCALVES. [ |

3.1 O LEMA DE GAUSS E O TESTE DE EISENSTEIN PARA VE-
RIFICACAO DA IRREDUTIBILIDADE DE POLINOMIOS

Nem sempre é facil verificar a irredutibilidade de um polinémio. Veremos nesta secao
uma proposicao que nos fornece condigoes suficientes para que um polindémio de coeficien-

tes racionais seja irredutivel sobre Q. E evidente que, se multiplicarmos o polinémio pelo
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m.m.c. dos denominadores dos coeficientes do polinomio, podemos admitir que o polinémio
tem coeficientes inteiros. Primeiramente provaremos o Lema de Gauss o qual afirma que a

irredutibilidade de um polindmio sobre 7Z é equivalente a irredutibilidade desse polinémio
sobre Q.

Proposigao 3.1.1 (Lema de Gauss). Se p(x) € um polinomio pertencente a Zlx] tal que p(x)

é irredutivel sobre Z, entdao p(x) é irredutivel sobre Q.

Demonstra¢ao. Suponha que p(x) seja irredutivel sobre Z mas p(z) = pi(z) - p2(x), em que
p1(x) e pa(x) pertencem a Q[z] e 1 < Ipy(z) < Ipa(x) < Ip(z). Note que existe um inteiro

a tal que a - p(x) = p3(z) - ps(), em que p3(z) e py(z) pertencem a Z[zx]. Assim temos:
p3(1) = apa™ + ap_ 12"t + - apx® + a1 + ag em que a; € Z.
pa(x) = b @™ + by 1™+ - byx® + by + by em que b; € Z.

Considere que existe um primo p tal que p divide a. Mostraremos que p divide a; para
todoi € {1,2,--- ,n} ou p divide b; para todo j € {1,2,--- ,m}.

Suponha que existe i € {1,2,--- ,n} e existe j € {1,2,--- ;m} tais que p ndo divide

a; e p nao divide b; e sejam 7 e j menores possiveis com esta propriedade.

Como p divide a temos que p divide o coeficiente de 2™ do polindomio ap(x) =

ps(x) - pa(x), ou seja, p divide (a4 -bo+ ajpj—1-b1+---+a;-bj+---+ay-bipj_1+ap-biyy)

Pela escolha de i e j temos que p divide cada parcela de (a;4; - by + ajrj—1 by +--- +
a; b+ +ay-biyj1+ ag-biyy), exceto a; - by que é o coeficiente de z'*7 do polinomio
ap(x) = ps3(x) - pa(@).

Como p divide toda a expressao, p também divide a; - b; e como p é primo temos que
p divide a; ou p divide b;, contradizendo a escolha de i e j. Segue que, se p é primo e p divide
a, entdo p divide a; para todo ¢ € {1,2,--- ,n} ou p divide b; para todo j € {1,2,--- ,m}.

Sem perda de generalidade, considere que p divide a; para todo i € {1,2,--- n}.
Segue que, p3(z) = p - ps(z), em que ps(x) pertence a Z|x], e considerando a = p - b temos
p-b-p(x) =p-pi(x) ps(x) dai b- p(x) = pa(x) - ps(2).

Como o nimero de fatores primos de a é finito, se continuarmos com o argumento

acima, teremos p(z) = p,(z) - ps(x), em que p,(x) e ps(z) pertencem a Z[z]. Isso contradiz a
irredutibilidade de p(z) sobre Z[z]. |

Proposigao 3.1.2 (Teste de Eisenstein). Seja p(x) = a,2" +a, 12" 4+ +asx® + a1x+ag

um polinomio pertencente a Z[x], n > 1. Se existe um inteiro primo p tal que:
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i) p nao divide ay,
ii) p divide ag, a1, ag, -+, a1
i) p* nao divide ag
Entao p(x) € irredutivel sobre Q.

Demonstragao. De acordo com o lema de Gauss, é suficiente mostrar que p(x) é irredutivel
sobre Z. Suponha que p(x) = pi(x) - pa(x), em que pi(z) e pa(x) pertencem a Z[z] e 1 <
Op1(x) < Opa(x) < Ip(x) = n.

p1(x) = by, @™ + by 2™+ - - bo? + byw + by pertencente a Z[x] e Opy(x) = ny

P2(T) = Cpp™ + Cpy 1™+ - cow? + 1 + g pertencente a Z[x] e Opa(x) = ny

Assim, temos n = ny + no.

Note que ag = by - ¢y € como p é um primo tal que p divide ag segue que p divide by ou
p divide ¢q. Mas, por hipotese, p? nao divide ag e segue que p divide apenas um dos inteiros

by e cyg. Considere, sem perda de generalidade, que p divide by e p nao divide cy.

Note que a,, = by, - ¢, € 0 coeficiente de 2" = ™72 e p nao divide b,, e p divide by.

Seja b; o primeiro coeficiente de p;(z) tal que p nao divide b;.

Assim, temos a; = bg-¢; + by -c;_1+ -+ b; - ¢ e como p divide by, by, -+, b;_1, p ndo
divide b; e ¢y, segue que p nao divide a; o que significa © = n. Mas, isso ¢ uma contradicao
pois 1 <7 <n; <n. [ |

A seguir mostramos alguns exemplos de polindémios irredutiveis sobre Q.

Exemplo 12. Se p(x) = 2° + 6x + 14, podemos aplicar o teste de Eisenstein para o primo

p = 2 e constatar facilmente que p(z) é irredutivel sobre Q.

Exemplo 13. Seja p(z) = 2" — p um polinémio de grau n > 1, em que p é um primo
qualquer. Podemos aplicar o teste de Eisenstein para o proprio primo p e concluir facilmente

que p(x) é irredutivel sobre Q.

No exemplo a seguir, usaremos o seguinte fato: Sejam K um corpo e K[z] o conjunto
dos polinémios com coeficientes pertencentes a K. Se k € K e p(x) € K[z], entdao p(z) é

irredutivel sobre K se, e somente se, f(z + k) é irredutivel sobre K.

Exemplo 14. Seja p(x) = 2P~ + 272+ + 2% + 2+ 1 um polinémio, em que p é um primo

positivo. Mostraremos que p(x) é irredutivel sobre Q. Note que nao podemos aplicar o teste
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de Eisenstein, mas sabemos que, pelo argumento anterior, p(x) seré irredutivel sobre Q se
p(x + 1) for irredutivel sobre Q. Apos desenvolver p(z +1) = (z + 1)P '+ (z+ 1)P 2 + -+ +
(r + 1)+ (x + 1) + 1 aplicamos o teste de Eisenstein para o proprio primo p e verificamos

que p(z) é irredutivel sobre Q.

A proposicao a seguir nos fornece mais um critério de irredutibilidade sobre Q

Proposigao 3.1.3. Sejam p um primo positivo e Z, = {0,1,2,--- ,p— 1} o corpo contendo
p elementos. Se p(x) = apx™ + ap_ 12" + -+ + ax? + ayx + ag pertence a Zx|, defina o

polindémio p(x) pertencente a Zy[z| da seguinte forma:
ﬁ(l’) = a,z" + anilxn—l 4+ .- +a_2:c2 | @z + ao,

em que a; = a; + pZ € a classe de equivaléncia, mddulo p, cujo representante € a; € Z.. Se p

nao divide a,, e p(z) € irredutivel sobre Z,, entio p(x) € irredutivel sobre Q.

Demonstragdo. Sejam p(r) = a,a"™ + a,_ 12" 1 + - + asx® + ayx + ag um polindémio de grau
n e p um primo tal que p nao divide a,. Suponha que p(z) pertence a Z[x] e é redutivel sobre
Q. Segue do lema de Gauss que existem f(z) = b, ™ + by 1™ + -+« + box? + bz + by de
grau m, com 1 < m < n, e g(x) = cpa® + 121 + - + 2? + 17 + ¢y de grau k, com
1 <k < n, tais que p(z) = f(x) - g(x). Assim, temos p(z) = f(x) - g(x), em que f(z) e g(z)
pertencem a Z,[z]. E, como a,, = by, - ¢, e p ndo divide a,,, segue que p ndo divide b,, e nem
cr, logo by, # 0 e ¢, # 0, isto &, o grau de f(z) é m e o grau de g(z) é k. Portanto, p(z) é
redutivel sobre Z,. ]

Exemplo 15. Considere p(z) = z* + 152 + 1022 + 252 + 22 em Z[z|. Mostraremos que
p(r) = 2* + 2 em Zs[z]. Como 5 nao divide 1, pela proposi¢do anterior basta mostrar que
p(x) = 2% +2 ¢ irredutivel sobre Zs. Note que p(z) = 2* + 2 nao possui raizes em Zs. Logo, a
Ginica maneira de fatoramos p(x) = x+2 seria p(z) = 2*+2 = (@122 +b1x+c1) (a2 +boz+03),
em que ay, by, ¢, as, ba, o pertencentes a Zs = {0, 1, 2, 3, 4}. Entretanto, podemos verificar
facilmente que essa fatoragao é impossivel. Portanto, p(z) = 2* + 1523 + 1022 + 25z + 22 é

irredutivel sobre Q.
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4 A CONSTRUTIBILIDADE DO PENTAGONO
E DO HEPTADECAGONO REGULARES E
A NAO CONSTRUTIBILIDADE DO HEPTA-
GONO E DO ENEAGONO REGULARES

Iniciaremos este capitulo mostrando quando as raizes de uma equacao cubica sao
construtiveis por meio de régua e compasso. Em seguida provaremos a impossibilidade de
resolver dois dos trés problemas classicos de construcao deixados sem solucao pelos gregos.
Finalizando, mostraremos a nao construtibilidade do heptatono e do enedgono regulares e a

construtibilidade do pentagono e do heptadecédgono regulares.

4.1 EQUACOES CUBICAS IRREDUTIVEIS

Uma equacao cubica, com coeficientes racionais, é dita irredutivel sobre Q se nao tem
nenhuma raiz racional. A seguir mostraremos que se uma equacao cubica é irredutivel sobre

Q suas raizes nao sao construtiveis por régua e compasso.

Proposicao 4.1.1. Se uma equacado cibica, com coeficientes racionais, € irredutivel sobre Q

(nao tem raiz racional), entdo nenhuma de suas raizes é construtivel.

Demonstracao. Uma equacao cubica com coeficientes racionais é redutivel sobre Q se tiver
pelo menos uma raiz racional. Se a equacao nao tem raiz racional, diz-se que ela é irredutivel
sobre Q. Assim, queremos mostrar que nenhuma raiz real de uma equacao cubica irredutivel
pode ser construtivel. Suponha que a equacdo cibica x> 4+ pa® + qr +r = 0 em que p, g e
r sao numeros racionais, nao tem raiz racional mas tem uma raiz que é construtivel. Seja

Ko = Q. Existe um menor inteiro positivo ¢ tal que a ctibica tem uma raiz « construtivel numa

extensao quadratica K; com K; = Q (\/a, NIREE ,\/a) Seja K; = Q (\/c_l, NCIEE ,\/@)

para j = 1,2,--- ,7 — 1. Entao K; é uma extensao quadratica de K;_; para j = 1,2,--- 4,
isto ¢, K; = K;_4 (\/E]) Pela nossa suposicao existem a e b pertencentes a K;_; tal que a =
a+b,/c;. Note que devemos ter b # 0, caso contrario a raiz « pertenceria a K;_; contradizendo
a minimalidade de i. Da identidade algébrica (a + b\/c_i)3 +p (a + b\/c_i)2 +q (a + b\/c_z) -+
r = (a® + 3ab’c; + pa® + pb*c; + qa + r) £ (3a®b + b’¢; + 2pab + gb) \/¢; concluimos que @ =
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a — by/c; deve ser uma raiz da cubica sempre que o = a + by/c; é uma raiz. Como b # 0, as

rajzes o e @ sao distintas. Seja 3 a terceira raiz da cibica. Assim, temos z® + pz? + qr +r =

(x — B)(x — a)(z — @). Comparando os coeficientes de 2%, temos p = —f — 2a. Segue que
b = —p — 2a e [ pertence a K;,_;. Como  é uma raiz da ctbica e pertence a K;_q, isso
contradiz a minimalidade de 7. Logo, nossa suposicao inicial é falsa. |

Note que, reciprocamente, se uma equagao ctibica com coeficientes racionais tem uma
raiz racional o, podemos escrever a equagao na forma (x — a)(z? + pz + ¢) = 0, em que p
e ¢ sao racionais. Portanto, as raizes desta equacgao sao construtiveis. Resumindo, podemos

enunciar a proposicao a seguir.

Proposicao 4.1.2. As raizes de uma equacgao cibica, com coeficientes racionais, SaGo cons-
trutiveis se, e somente se, a equacdo tem uma raiz racional. Se a equacao € irredutivel (nao

tem raiz racional), entGo nenhuma de suas raizes é construtivel.

Como veremos nas secoes seguintes, esta propriedade das equagoes ctbicas é de fun-
damental importancia na prova da impossibilidade dos problemas da duplicacao do cubo,
triseccao de um angulo e a nao construtibilidade do heptagono e do enedgono regulares. Para
o problema da quadratura do circulo, apenas indicaremos a prova por requerer resultados de
natureza diferente. Antes de darmos inicio a essas secoes, mostraremos um resultado que é
de grande utilidade no momento de verificar se uma equacao polinomial admite raiz racional

ou 1nao.

Proposicao 4.1.3. Se uma equagdo polinomial a,x™ + ap_12" 1+ +asx? + a1z +ag = 0,
em que ag, ai, Az, -, An_1, Ay SG0 todos inteiros, tem uma raiz racional p/q, com p e q

inteiros primos entre si, entao p divide ag e q divide a,,.

Demonstra¢ao. Como p/q ¢ uma raiz da equagdo, substituindo no lugar do = na equagao

n n—1 2
Qp, (]—?> +CLn_1 (]—)> +"'+CL2 <Z—9> +CL1 (1—9>+a0—0
q q q q

que multiplicando por ¢" resulta em

obtemos

anp" + a1 qp" 4 agq" P 4 a1 p 4 apg” = 0.
Como p divide o lado direito da equacao e divide todos os termos do lado esquerdo que
precede o ultimo, entao p deve dividir agq"™. Contudo, como p e ¢ sao primos entre si, p divide
ag. Do mesmo modo, como ¢ divide todos os termos depois do primeiro e divide o lado direito

da equacao, q deve dividir a,p™. Mas, como p e ¢ sao primos entre si, ¢ deve dividir a,,. W
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42 O PROBLEMA DA DUPLICACAO DO CUBO

O problema da construcao de um cubo cujo volume é igual ao dobro do volume de um
dado cubo é conhecido como o problema Deliano. D. E. Smith em sua Histéria da Matematica

"... 0s atenienses apelaram para

relata a seguinte histéoria com referéncia a este problema:
o oraculo de Delos para saber como eliminar a peste que visitava sua cidade em 430 A.C.
Dizem que o oraculo respondeu que eles deveriam dobrar o tamanho do altar de Apolo. Este

altar sendo um cubo, o problema era o de sua duplicacao ".

O problema de duplicar um cubo cuja aresta é uma unidade de comprimento leva a
equacao 2 = 2, que é uma equacao ciibica irredutivel. Pois, pela proposicao 4.1.3, se uma das
raizes da equacdo x® — 2 = 0 fosse racional, seria um dos nimeros —1, 1, —2, 2. Mas nenhum
desses ntiimeros ¢ raiz da equacao. Como 2% — 2 = 0 é uma equacdo ctbica irredutivel, suas

raizes nao sao construtiveis e nao é possivel duplicar o cubo por régua e compasso.

4.3 O PROBLEMA DA TRISSECCAO DE UM ANGULO

Determinados angulos podem ser trissectados sem dificuldade. Por exemplo, um an-
gulo reto pode ser trissectado, pois um angulo de 30° pode ser construido com régua e
compasso. No entanto, nao é possivel, usando apenas régua e compasso, construir a terca

parte de um angulo arbitrario.

Provaremos esta afirmacao mostrando que um angulo de 60° nao pode ser trissectado.
Para isso, faremos uso da formula cos(30) = 4cos®0 — 3cosf desenvolvida no estudo da

trigonometria.

cos(30) = 4cos*0 — 3cosh

2c05(36) = 8cos*0) — 6cost

Fazendo 36 = 60° e 2c0s20° = x, temos:

2c0560° = (2c¢0520°)* — 3(2c0s20°)

2-(1/2) =2 — 3z



Capitulo 4. A CONSTRUTIBILIDADE DO PENTAGONO E DO HEPTADECAGONO REGULARES E
72 A NAO CONSTRUTIBILIDADE DO HEPTAGONO E DO ENEAGONO REGULARES

2 —-3r—1=0

Obtemos uma equacao cubica que tem como uma de suas raizes o nimero 2c0s20°.
Pela proposicao 4.1.3, se essa equacao cubica admite raiz racional, essa raiz teria que ser 1

3 _ 37z —1 =0 é irredutivel

ou —1. Mas, nem 1 e nem —1 sao raizes da equacao. Segue que x
sobre Q e suas raizes nao sao construtiveis. Assim, como 2c0s20° nao é construtivel, temos
que cos20° nao é construtivel. J& que um angulo é construtivel se, e somente se, seu cosseno é
construtivel, acabamos de mostrar que um angulo de 20° nao ¢ construtivel e que um angulo

arbitrario nao pode ser trissectado por régua e compasso.

4.4 O PROBLEMA DA QUADRATURA DO CIRCULO

O problema da quadratura do circulo consiste na construgao de um quadrado de area
igual & area de um circulo de raio unitario. A proposicao 2.3.4 indica que 7 deveria ser
algébrico de grau uma poténcia de 2, isto é, [Q(7) : Q] = 2™ para algum inteiro m > 0. De
fato, foi provado por Ferdinand von Lindemann, em 1882, que 7 é transcendental sobre Q,
isto é, m nao é raiz de nenhum polinémio de coeficientes inteiros, de modo que a quadratura
do circulo ¢ impossivel. Sua prova é baseada na primeira prova da transcendéncia de e,
e=3", %, que foi criada pelo matematico francés Charles Hermite em 1873. A prova de
que 7 é transcendental pode ser encontrada na referéncia FIGUEIREDO.

Podemos observar que as solucoes dos problemas classicos de construgao apresentadas
(trisseccao de um angulo e duplicagdo de um cubo) dependeram de encontrar polindmios
irredutiveis em z tendo o valor 0 para x igual a nimeros que procuramos provar serem nao-
construtiveis. O resultado de Lindemann mostra que nosso método de solugao deve falhar no
caso de 7. De fato, 7 satisfaz uma equacao "polinomial"de grau infinito, que nao é considerada

uma equacao polinomial.

45 ANAO CONSTRUTIBILIDADE DO HEPTAGONO E DO ENEA-
GONO REGULARES

Os matematicos gregos e seus sucessores tentaram construir o heptagono (poligono
de 7 lados) e o eneagono (poligono de 9 lados) regulares, mas nao lograram éxito. Os gregos
sabiam construir os poligonos regulares de 3, 4, 5, 6, 8 e 10 lados. Por que nao os de 7 ou 9

lados? A resposta a essa pergunta esta nas duas secoes seguintes.
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451 A nao construtibilidade do heptagono regular

Investigaremos agora a nao construtibilidade no caso em que o nimero n de lados
¢ igual a 7. Note que o nosso problema se resume a encontrar o lado z de um heptagono
regular inscrito numa circunferéncia de raio unitario. Sabemos que os vértices do heptagono
sao determinados pelas raizes da equacao 2" — 1 = 0, que sdo rafzes sétima da unidade. As

coordenadas dos vértices sao as partes real e imaginaria desses niimeros complexos. Iniciando
) " . 2m , 2m )
com uma das raizes sétima da unidade { = cos - + isen — | temos que o heptagono

i . s 2 ) i 2 2
serd construtivel se o ponto 0057, sen7 for construtivel o que equivale a cos7 e sen—

7

. . 7T . . , ~
serem construtiveis. Para isso basta que 0037 seja construtivel. Uma das raizes da equagao

1" —1=0¢é2x=1e as demais sdo raizes da equacio
S+t 4P+ +1=0

que dividindo por z3 obtemos
3 9 1 1 1
"+ —|—£B+1+——|——2+—3:0
x x x
que pode ser reorganizada do seguinte modo
3 1 5 1 1
Pt =+’ + S +r+-+1=0
a3 x? x

fazendo uma simples transformacao algébrica obtemos

1\? 1 1\?2 1
r+—| =3|lz+—-|+|lz+—-) =24+ |2+—-)+1=0
X e X X
1\?* 1\? 1
r+—-) +|lz+—-) =2(z+—-)—-1=0
X X X

1
fazendo r + — = y, temos
x

vy’ —2y—1=0.

2
Sabemos que x ¢ uma raiz sétima da unidade. Se considerarmos x = ( = cos 77r +
, 27 1 = 27 , 2 ) 1 27
isen | — |, teremos — = ( = cos | — | —isen [ — |. Assim, temos y = x+— = 2cos [ — ).
7 x 7 7 x 7

. 27 :
Note que, se y é construtivel, entao cos - também é construtivel, e reciprocamente.

Portanto, se pudermos provar que y nao ¢ construtivel, provaremos ao mesmo tempo que x

nao é construtivel, concluindo que o heptagono nao é construtivel. Assim, é suficiente mostrar
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que a equacao ctbica y® + > — 2y — 1 = 0 nao tem raizes racionais. Pela proposicao 4.1.3,
se esta equacao tem raizes racionais elas sao 1 e —1, mas nenhum destes nimeros é raiz
da equacdo. Segue que y® + y? — 2y — 1 = 0 é irredutivel sobre Q e suas raizes niao sio

construtiveis.

452 A nao construtibilidade do eneagono regular

Para o caso do enedgono, sabemos que os vértices sao determinados pelas raizes da
equagao 27 —1 = 0 que sao as raizes nona da unidade. Procedendo como no caso do heptagono,

umas das raizes dessa equacao ¢ x = 1 e as demais sao raizes da equagao
P+ 2+ttt +1=0

que tendo grau igual a 23 aparenta que suas rafzes sio construtiveis e, assim, o eneidgono
regular seria construtivel. No entanto, 27 — 1 ndo ¢é divisivel apenas por  — 1, é divisivel
também por 23 — 1. Assim, dividindo 2° — 1 por 23 — 1 obtemos 2% + 2% 4 1. Segue que a
equacao 2% + 234+ 1 = 0 tem as mesmas raizes da equacao x° — 1 = 0, exceto as raizes ctibicas

da unidade, as quais sao construtiveis. Portanto, podemos dividir a equac¢ao
P+t +1=0

por x* obtendo
1
2 +14+—=5=0
T
que reagrupando, temos
3 1
4=+ 1=0
x

que apo6s algumas transformacoes algébricas elementares, obtemos
1\° 1
(:L’—i——) —S(I—i-—)—i-l:()
x x

Yy —3y+1=0.

1
fazendo x + — = y, temos
x

que é uma cubica irredutivel sobre Q e suas raizes nao sao construtiveis, ja que as possiveis
raizes racionais seriam 1 e —1, mas nenhum desses nimeros é raiz da cibica. Logo, o enedgono

regular nao é construtivel.
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46 A CONSTRUTIBILIDADE DO PENTAGONO E DO HEPTADE-
CAGONO REGULARES

46.1 A construtibilidade do pentagono regular

Para verificarmos a construtibilidade do pentdgono regular utilizaremos a equacao

27
2% —1 = 0, cujas rafzes sdo as raizes quinta da unidade. Iniciando com a raiz ¢ = cos (? +

, 2 - - ~
1s€en (?), uma das raizes da equacao ¢ x = 1 e as demais sao raizes da equacao
'+ P+ 2+ +1=0
que tem grau 22 e é irredutivel sobre Q. Dividindo a equacio
g+ +at+2+1=0

por x2, temos

11
PHr+l+=-+—5=0
T T

que reagrupando, obtemos
1 1
4+ S +r+-+1=0
x x

que, apos algumas transformacoes algébricas, obtemos
1\’ 1
<x+—) - (:U—l——) ~1=0
x x

Y+y—1=0

—1+\/Be “1-+5

Yo = ———— portanto, construtiveis. Se considerarmos

1
fazendo z + — = y, temos
x

cujas raizes sao y; =

2
2T . 27 1 — 2 ) 2T .
r=(=cos|— | +isen|— |, teremos — = ( = cos | — | —isen | — |. Assim, temos
5 5 T 5 5

2 2 -1 5t
Y1 = 2cos <g> e como 2cos (%) > 0, concluimos que y; = +\/_ De modo anéalogo,
4 4 —1—-+5
temos s = 2cos (%) e como 2cos (%) < 0, concluimos que yy = T\/_ Portanto,
o  —14++5 ) ) .
cos— = ————— e o0 pentagono regular é construtivel.

3 4
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46.2 A construtibilidade do heptadecagono regular

Nos 2000 anos, entre Euclides e Gauss, nem sequer se imaginava que um poligono
regular de 17 lados pudesse ser construtivel por régua e compasso. Apesar do fato de que
eminentes matematicos como Fermat e Fuler trabalharam no problema da construcao dos
poligonos regulares por meio de régua e compasso, nenhum progresso adicional foi feito até

o final do século XVIII, quando Gauss resolveu o problema completamente em 1796.

Vamos agora descrever o procedimento usado por Gauss na construcao do heptade-
cagono. As raizes n-ésimas da unidade no plano complexo, isto é, as n solucbes da equacao
ciclotomica 2™ —1 = 0, sao os vértices de um poligono regular de n lados inscrito na circunfe-

réncia de raio unitario. Se comecarmos no vértice 1 = (1, 0), podemos mostrar que o proximo

n
pode ser construido com régua e compasso, entao teremos conseguido provar que o n-a4gono

_r . : : L. 2 . 2m
vértice do n-agono regular, no sentido anti-horario, a saber ( = cos | — | + isen | — |,
n

regular é construtivel.

Gauss, que estava bem familiarizado com a interpretacao geométrica de niimeros com-
plexos como pontos no plano - em sua homenagem, as vezes chamamos de plano gaussiano -
foi capaz de resolver equacoes ciclotomicas por meio de radicais. A fim de encontrar valores
intermediarios adequados, ele primeiro ordenou as raizes n-ésimas da unidade de um modo

particular, motivado por seu conhecimento das propriedades de divisibilidade dos inteiros.

Num primeiro momento parece sensato ordenar as raizes de acordo com a sua posicao

na circunferéncia, isto é, como visto na figura 31, na ordem 1, ¢, (2, (3, ---, ("%, em que

2 2w
( = cos <—) +isen (—) No entanto, Gauss percebeu que fazia sentido ordenar as raizes
n n

em uma ordem bem diferente, pelo menos no caso em que n ¢ um nimero primo. Considerando
que (" = 1, o valor de (¥ depende apenas do resto da divisao de k por n. Assim, podemos
escolher qualquer ordem dos possiveis restos da divisao por n. Além da ordem 1, 2, 3, -- -,
n — 1 é possivel, no caso em que n é um nimero primo, obter todos os restos nao nulos 1,
2,3, ---, n— 1 nao apenas pela adicao repetida de 1, mas pela repetida multiplicacao por
um nimero g adequado. Assim, obtemos a seguinte ordenacao: ¢°, ¢', ¢2, ---, ¢" 1. O resto

obtido quando g é dividido por n é chamado de raiz primitiva modulo n.

No caso em que n = 17, por exemplo, pode-se escolher g = 3. De fato, comecando
comg’=1¢'=3"'=3,¢>=32=9, ¢ =3 =27 =10 mod 17, ¢* = 3* =81 = 13 mod 17.
Completamente, obtém-se a seguinte ordenagao: 3, 9, 10, 13, 5, 15, 11, 16, 14, 8, 7, 4, 12,

16 —

2, 6, 1. Como a lista finaliza em ¢ 1, poderiamos continuar obtendo ¢'" =3, ¢!* =9, e

assim por diante.
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No caso de um heptadecagono regular, adotando a ordenacao sugerida por Gauss, a
lista resultante de raizes da unidade teria a seguinte ordenacao: ¢, 3, (%, ¢1°, 13, ¢, ¢%,
Cll7 gl(ﬁ7 C147 C87 g77 <47 <127 C27 gG'

O proposito de Gauss ao ordenar as raizes desse modo era formar somas parciais das
raizes da unidade, denominadas periodos, que permitem calcular, passo a passo, as raizes da
unidade. Inicialmente comegamos com os dois periodos contendo as raizes da unidade que
estao em posicoes impares e em posicoes pares, respectivamente. Essas somas de quatro raizes

da unidade sao denominadas de periodos de oito membros.
Q=L O BB I8 St 2
g = B4 (1O B M M (T (12 4 S,
Em seguida, consideram-se os quatro periodos contendo as raizes cujas posicoes dife-

rem em 4 na lista. Essas somas de quatro raizes da unidade sao denominadas de periodos de

quatro membros.
Br=C+ P+
Bo=C+ ¢+ M+
By=¢"+ P+ +
64 _ CIO +C11 +C7+Cﬁ
Finalmente, consideramos os periodos de dois membros, que sao as somas das raizes

da unidade, contendo as raizes cujas posicoes diferem em 8 na lista original. Para o que

queremos obter, os dois periodos seguintes sao suficientes.
Y1 = Cl + C167
7=

Note que todos os periodos sao ntimeros reais e tém a propriedade adicional, obtida
por essa construcao especial, de que cada periodo pode ser obtido a partir do préximo periodo
mais longo por uma equacao quadratica. Para isso, os periodos sao colocados em pares, de
modo que cada soma e cada produto do par possam ser representados como uma soma de

periodos do dobro do comprimento. Vamos ver como isso funciona.

Iniciamos o calculo com os dois periodos de oito membros a; e as. Sua soma pode
facilmente ser calculada: a;+ao = CH+C4+C+- -+ = 1+ +CH G+ -+ -1 = -1,

j& que a soma de todas as raizes n-ésimas da unidade é sempre igual a zero. Em contra partida,
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determinar os sessenta e quatro produtos em «; -5 € muito trabalhoso, mas elementar. Assim,

obtemos a;-as = —4. Portanto, os dois periodos de oito membros podem ser calculados como
1 1
solugoes da equagao quadratica a® + a — 4 = 0, cujas rafzes sao a; = a; = 5 + 5\/17 e

azzagz_%_%m.

Em seguida, usando os dois periodos de oito membros a; e as, os quatro periodos
de quatro membros (1, B2, 03, B4 podem ser calculados. Omitindo os detalhes, obtemos:
bir+P3=are 03 =—1, 8o+ s = as e By Py = —1. Esses dois sistemas levam as
equacoes quadraticas b> — ab —1 = 0 e ¢® — asc — 1 = 0, respectivamente. As duas raizes
da primeira equacao sao by = 31 e by = 33, enquanto as duas raizes da segunda equacao sao
c1=Paecy=pfy

Agora, podemos calcular os dois periodos de dois membros v; e 7. Mais uma vez,
calculamos sua soma v; + 72 = (¢* 4+ ¢1%) + (¢** +¢*) = b1 e seu produto v -9 = (¢! +¢'9)-
(CB+ Y =M+ O+ 2+ 3 = B,. Esse sistema de equagoes leva a equagao quadratica
d? — Bid + By = 0, cujas raizes sao os dois periodos de dois membros d; = 71 e dy = 7s.

Finalmente, podemos calcular a raiz décima sétima da unidade ( a partir da equacao
quadratica e —yie+1 =0, ja que v, = (1 + (10 e (1 - (16 = (17 = 1. As raizes dessa equacio
sao e; = (! e ey = (19,

No entanto, em uma construcao geométrica, esta equacao quadratica nao necessita

ser considerada, ja que o heptadecagono regular pode ser construido usando um segmento de

27 L —
comprimento y; = 2cos T7 ); wma vez que y = CH (10 e ¢16 = (1.

Note que, se resolvermos as equacoes quadraticas que obtivemos uma apods a outra e

27 1
escolhermos as solu¢oes adequadamente, obtemos como resultado v, = 2cos <—) = ——+

17 8
1 1 1
VIT+ V34— 2V17 + 1\/17 +3V17 — /34 — 2V/17 — 2¢/34 4 2V/1T.

Note também que essa expressao em raizes quadradas nao s6 mostra ao mesmo tempo

que o heptadecagono regular é construtivel, mas também indica como tal construgao pode
ser realizada. A razao disso é que a construtibilidade de um ponto com régua e compasso
é equivalente a do ponto que pode ser expresso por nimeros racionais, as quatro operagoes

aritméticas béasicas e a obtencao de raizes quadradas.
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Vamos agora retornar a questao levantada anteriormente. Note que, mesmo o grau da

equacao ciclotomica
B4+t P+ +1=0

sendo 23, nem todas as raizes dessa equacdo siao construtiveis. Nesse momento podemos
constatar que isso se deve ao fato de que a equacao é redutivel sobre Q. Partindo da analise

da construcao do enedgono regular, concluimos que

B+l e+ 1= (@ o+ 1)@+ 2%+ 1).

O problema agora é saber sob qual condicao a equacao ciclotdomica é irredutivel ou
redutivel e qual o seu grau sobre os racionais. Se observarmos os casos do pentagono e do
eneagono, em que n é da forma 2™+1, notamos que, quando n é primo, a construcao é possivel,
quando n é poténcia de primo fmpar, a construcao nao é possivel. De fato, é possivel provar,
que se n é um primo da forma 2™ + 1, a equacao ciclotomica tem grau 2™ e é irredutivel
sobre QQ e, portanto, o poligono regular de n lados é construtivel. Caso contrério, se n é primo
impar, mas nao ¢ da forma 2™ + 1, entao a equacao ciclotdémica é irredutivel mas o poligono

regular de n lados nao é construtivel, como provaremos no capitulo seguinte.

Anteriormente, provamos que os nimeros algébricos construtiveis com régua e com-
passo tém grau uma poténcia de dois. Contudo, é falso afirmar que todos os nimeros algé-
bricos com grau uma poténcia de dois sao construtiveis. A seguir, daremos exemplo de um

numero algébrico de grau quatro que nao é construtivel com régua e compasso.

Seja o uma raiz real de 21 42z — 2 = 0. Se « fosse construtivel existiria um 3 de grau
2 sobre Q tal que Q(8) é um subcorpo de Q(«). Assim, a é algébrico de grau 2 sobre Q(f)
com um polinémio minimo min(a, Q(B)) = 22 + cx + d. Dessa forma x* + 2z — 2 é maltiplo
de 22 + cx + d e temos z* + 2x — 2 = (2% + cx + d)(2? — cx — 2/d) com ¢, d pertencentes a
Q(B). Temos —2/d+d —c* =0e ¢(—2/d —d) = 2. Logo —2/d+d=c* e —2/d —d = 2/c.
Segue que —4/d = > +2/c e 2d = ¢ —2/c. Portanto, —8 = (c?)? —4/c? e (¢*)3+8c* —4 = 0.
O polinomio 23 + 8z — 4 ¢ irredutivel em Q] e, portanto, nao podemos ter ¢ em Q(3). Logo

a nao é construtivel com régua e compasso.

Existe uma caracterizacao dos nimeros algébricos com grau uma poténcia de dois
que sdo construtiveis, em termos do corpo de decomposi¢ao (menor corpo contendo todas as

raizes do polindmio), que enunciamos a seguir:
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Teorema 4.7.1. Um numero algébrico € construtivel com régua e compasso se, e somente se,

o grau do corpo de decomposicao do polinémio minimo do numero algébrico € uma poténcia

de dois.

A prova deste teorema depende de grupos e Teoria de Galois.

4.8 A CONSTRUTIBILIDADE DE UM POLIGONO REGULAR DE
mn LADOS, COM m E n COPRIMOS

Proposicao 4.8.1. Os poligonos requlares de m e n lados, com m e n primos entre si, $Go

construtiveis se, e somente se, o poligono de mn lados é construtivel.

Demonstracao. Suponha que os poligonos regulares de m e n lados sao construtiveis. Isto sig-

i . .2 2w .. )
nifica que os angulos centrais — e — sdo construtiveis. Como mdc(m, n) = 1, do algoritmo
m n

de Euclides, segue que existem inteiros p e g tais que pm + gn = 1. Portanto,

2T 1 pm + qn 27 27
—=2r|— ) =2n|—|=(—)p+|— )¢
mn mn mn n m
: . 2r . . )
Assim, o angulo central — ¢é construtivel e, portanto, o poligono regular de mn lados é
mn
construtivel. Reciprocamente, suponha que um poligono regular de mn lados é construtivel.
s
Segue que o angulo central — ¢é construtivel. Assim, ligando os vértices do poligono de mn
mn
lados de m em m, obtemos o poligono regular de n lados e ligando os vértices do poligono de

mn lados de n em n, obtemos o poligono regular de m lados. Portanto, se o poligono regular

de mn lados é construtivel, entao os poligonos regulares de m e n lados sao construtiveis. W

4.9 A NAO CONSTRUTIBILIDADE DE UM POLIGONO REGULAR
DE p LADOS EM QUE p NAO E UM PRIMO DE FERMAT

491 Primos de Fermat

Como vimos no final do capitulo anterior, um nimero da forma 2™ 41 pode ser primo

ou composto. A seguir obteremos uma caracterizacao para os primos da forma 2 + 1.

Proposicao 4.9.1. Considere um inteiro positivo da forma 2™ +1 com m > 0. Se 2™ +1 €

primo, entdo m deve ser da forma 2% em que k € um inteiro ndo negativo.
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Demonstracdo. Suponha, por contradicio, que m nio é da forma 2¥ em que k é um inteiro
nao negativo. Segue que m = 2" - s, em que s é um inteiro impar maior ou igual a 3. Assim,

temos
1= 27 1= () 1= (27 1) [(20)T - (2F) T w]
Segue que 2" + 1 ¢ um nimero composto. [ |

Definicao 19. Um nimero da forma Fj = 22" 4+ 1 ¢ denominado nimero de Fermat.

Seja Fy =2 +1comk =0, 1, 2, 3, --- . Fermat observou que Fy = 22° + 1 = 3,
FL =22 41=5F=2"41=17 F =22 +1 =257, F, = 2 + 1 = 65537 sdo
ntimeros primos. Fermat acabou conjecturando que todos os inteiros da forma F), = 22" 41
sao ntmeros primos. Mais tarde, Euler descobriu que F5 = 22° 4 1 niio é um namero primo,

mostrando que 641 é um fator de Fy = 22° + 1.

Fy=2" 41 =2241=28542)—(5.-20)" +1 = 228641 — (640" — 1) =
641 [2% — 639 (640% + 1)]

Proposicao 4.9.2. Seja p um nidmero primo positivo. Se o poligono regular de p lados é

construtivel por réqua e compasso, entao p € um primo de Fermat.

Demonstracao. Suponha que o poligono regular de p lados, p primo, é construtivel. Segue

que os vértices do poligono sao determinados pelas raizes da equacgao ciclotémica
?—-1=0

as quais sao raizes p-ésima da unidade. Uma dessas raizes é x = 1 e as demais sao raizes da
equacao

P P42t o+ 1=0.
O ponto chave da prova é mostrar que a equacao acima é irredutivel. Para isso usaremos o
teste de Eisenstein, o qual nao podemos aplica-lo diretamente. Contudo, sabemos que se o

polinémio p(z+1) for irredutivel, entao o polindémio p(z) seréd irredutivel. Assim, substituindo

o = da equacao por z + 1 obtemos
(z+1) "+ @+ )P+ + (2 +1)’+(z+1)+1=0
que apo6s desenvolvermos obtemos

1
p(p .

p—1 p—2 I )
T + px + 1.9 1.9
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Note que agora podemos aplicar o teste de Kisenstein para o primo p, pois todos os coefi-
cientes da equacao, execeto o coeficiente lider, sao divisiveis por p e p? nao divide o termo
independente p. Portanto, a equacao é irredutivel quando p é primo. Segue que o polinémio
minimo de ¢, ¢ min(¢,,Q) = 27~ + 272 + -+ + 2* + x + 1 cujo grau é igual a p — 1. Por
outro lado, como o poligono regular de p lados é construtivel, sabemos que [Q((,) : Q] = 2™,
em que m ¢ um inteiro positivo, que ¢ o grau do polinémio minimo de ¢,. Assim, p —1 = 2™

ep=2"+1,isto é p é um primo de Fermat. [ |

410 A NAO CONSTRUTIBILIDADE DE UM POLIGONO REGU-
LAR DE p® LADOS COM p PRIMO IMPAR

Consideramos agora o caso em que o poligono regular tem p® lados, em que p é um

primo impar e o é um inteiro maior que 1.

Proposicao 4.10.1. Se p um nimero primo impar positivo e a um numero inteiro positivo

mator que 1, entao o poligono regular de p® lados nao € construtivel por réqua e compasso.

Demonstracdo. Inicialmente mostraremos que se p > 2, o poligono regular com p? lados nao

é construtivel. O problema geral estard entao resolvido, pois caso o poligono regular de p®

21

lados fosse construtivel o poligono de p* também seria: — = pr2
p

™ ..
- —. Iniciando com a
pOl

2
P —1

xr —

= notamos que a mesma admite raizes estranhas ao problema

P —1

equacao ciclotomica

do poligono regular de p lados, isto ¢, as raizes da equagao = 0. Suprimindo estas

2
P —1

P —1

raizes pela divisao, obtemos = 0 como equagao ciclotomica, a qual pode ser escrita
como

PP o pp(p=2) 4 P ] = (),

Substituindo x por x + 1 obtemos
(x+ 1P D 4 (2 + )PP 4 (2 + 1P+ 1= 0.

Note que o niimero de termos de equagao é p e o termo independente de x, apds o desenvol-
vimento dos bindmios, é igual a p. Assim, a equacdo tomara a forma z?®~V) +p. f(z) =0
em que f(x) é um polindmio com coeficientes inteiros cujo termo independente é igual a
1. Verificamos facilmente por meio do teste de Eisenstein para o primo p que a equacao
é irredutivel, pois todos os coeficientes da equacao, execeto o coeficiente lider, sao divisi-

veis por p e p? ndo divide o termo independente p. Segue que o polindémio minimo de (2 é
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min((y2, Q) = 2P?~Y + p. f(z) = 0 em que f(r) é um polinémio com coeficientes inteiros
cujo termo independente ¢ igual a 1. Note que o grau de min((y2, Q) ¢ igual a p(p — 1). Por
outro lado, se o poligono regular de p* lados fosse construtivel, terfamos [Q((,) : Q] = 2™, em
que m é um inteiro positivo, que é o grau do polinémio minimo de (2. Assim, p(p — 1) = 2™

e teriamos p = 2 contrariando o fato que p é um primo impar. [ |
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5 POLIGONOS CONSTRUTIVEIS COM RE-
GUA E COMPASSO

Trataremos neste capitulo sobre quais poligonos regulares podem ser construidos com
régua e compasso apenas. Lembrando que um poligono é regular quando todos os seus lados
sao congruentes e todos os seus angulos internos tém a mesma medida. Isso implica que
construir um poligono regular de n lados consiste em dividir uma circunferéncia unitaria
em n partes iguais ou construir um angulo central de medida igual a %, 0 que equivale a

2m
construir o cos (— . Isso motiva a seguinte defini¢ao:
n

Definicao 20. Um poligono é construtivel se todos os seus vértices sao pontos construtiveis

. ) . , ., 2 2
do plano, isto é, um poligono regular de n lados é construtivel se o ponto | cos—, sen—
n n

é um ponto construtivel do plano.

O problema da possibilidade de construgao dos poligonos regulares de n lados, por
meio de régua e compasso apenas, vem desde a antiguidade. HA muito tempo sabemos a
possibilidade de resolvé-lo quando n = 2™, com (m > 2), 3, 5 ou o produto de quaisquer dois
ou trés desses ntumeros. A partir disso vinha sendo especulado se para outros valores de n,
por exemplo n = 7 ou n = 9, poderiam ser ou nao construidos. Esse problema so veio a ser

resolvido por Gauss, em 1796. Nos tratamos estas questoes no capitulo quatro.

Em seu Disquisitiones Arithmeticae, Gauss ampliou essa lista de niimeros mostrando
que a divisao é possivel para todo nimero primo p da forma p = 22" 4 1, mas impossivel para
todos os outros ntimeros primos e todas as poténcias de primo com expoente maior que um.
Se fizermos k=0e k=1em p= 22" 4 1, obtemos p = 3 e p = 5, respectivamente, casos ja
conhecidos pelos antigos. Para k = 2, obtemos p = 17, um caso completamente discutido por
Gauss e discutido por noés, brevemente, no capitulo anterior. Para k = 3, obtemos p = 257,
que é também um nimero primo. O poligono regular de 257 lados ¢é construtivel. Do mesmo
modo para k = 4, jA que p = 65537 é um numero primo. Nos casos em que k = 5, k = 6,
k =7 e k = 8 nao obtemos ntimeros primos. A prova de que o grande niimero correspondente
a k = 8 nio é primo exigiu um grande esforco computacional e foi realizada em 1980. E,

portanto, bastante provavel que k = 4 seja o ultimo nimero para o qual temos uma solucao.
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51 A FUNCAO ¢ DE EULER

A funcao ¢ de Euler é uma funcao aritmética que desempenha um papel importante

na nossa teoria.

Definicao 21. A fungdo ¢ de Euler é a fun¢ao ¢ : N — N tal que ¢(n) é igual ao nimero de

inteiros positivos menores do que n que sao coprimos com n. De outro modo:
on)=#{reN:1<z<n e mde(z,n) =1}.

Proposicao 5.1.1. ¢(p) = p — 1 se, e somente se, p € primo.

Demonstracao. Se um inteiro p > 1 é primo, entao cada um dos inteiros positivos menores

que p é coprimo com p. Portanto ¢(p) = p — 1. |

Proposicao 5.1.2. Se p € primo positivo e a é um nimero inteiro positivo, entdo ¢(p®) =

pe—p

a—1

Demonstracao. Note que p sendo primo temos que mdc(m, p®) # 1 se, e somente se, m é

um miltiplo de p. Considere a sequéncia 1, 2, ---, p, p+1, --+, 2p, -+, 3p, ---, p* - p. Os
inteiros que nao sao coprimos com p* nesta sequéncia sao p, 2p, 3p, - -+, p*~ ' - p dando um
total de p®~! nimeros. Assim, os inteiros positivos menores do que p® e comprimos com p®

sao em ntimero de p® — p®1L, |

Proposicao 5.1.3. Se m en sao inteiros positivos tais que mde(m, n) = 1, entao p(m-n) =

¢(m) - ¢(n).

Demonstragio. A proposicio ¢ verdadeira se m ou n é igual a 1, pois
¢(1-n) =¢(n) =1-¢(n) = ¢(m) - ¢(n)
¢(m 1) = ¢(m) = ¢(m) - 1 = ¢(m) - $(n)

Considere m e n maiores do que 1. Considere a tabela a seguir formada pelos inteiros de 1 a

m-n.
1 2 r e m
(n—1m+1 m—1m+2 -~ (n—Lm+r - nm

Como mdc(a, m -n) =1 se, e somente se, mdc(a, m) = 1 e mdc(a, n) = 1, deve-

mos determinar os inteiros na tabela que sao simultaneamente coprimos com m e n, para
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determinar os que sao coprimos com m - n. Se o primeiro elemento de uma coluna nao for
coprimo com m, entao todos os elementos da coluna nao sao coprimos com m. Portanto, os
elementos primos com m estao necessariamente nas colunas restantes e sao em numero de
¢(m) e é facil perceber que sdo coprimos com m todos os elementos destas colunas. Vamos
agora determinar quais sao os elementos coprimos com n em cada uma destas ¢(m) colunas.
Como mde(m, n) =1, a sequéncia r, m+r, -+, (n — 1)m + r forma um sistema completo
de restos moédulo n. Portanto, ¢(n) destes elementos sdo coprimos com n. Assim, o nimero

de elementos simultaneamente coprimos com m e n é ¢(m) - ¢(n). [

Proposicao 5.1.4. Sen = p{* - p3®-----p& com py, pa2, -+, Pr primos distintos e oy, aa,

-, Qe Interos nao negativos, entao

e (D) () ()

Demonstragao. Seja n = p{* - p5? - -+ - p% com py, p2, -+, P primos distintos. Segue que

o(n) = o(p* - p3? - -+ - por). Como a funcdo ¢ de Euler é multiplicativa, temos

p(n) = d(p7") - d(p3?) - - d(PI7),

j& que p1, po, - -+, pr primos distintos. Assim, temos

¢(n) = (07" —p" ") - (032 = p5> ") - (0 =P
¢(n) =pi'-pa* -y (1—]%1) <1—pl2) (1—}9%)
)6 -

Da proposic¢ao anterior, note que se n # 1, 2, entdo ¢(n) é par. Os niimeros n para 0s
quais ¢(n) = 2%, para algum « inteiro ndo negativo, sdo importantissimos e se relacionam,
com a construcao dos poligonos regulares por meio de régua e compasso. A proposicao a

seguir nos dard uma caracterizacao desses nlimeros.

Proposicao 5.1.5. Se ¢(n) = 2%, para algum « inteiro ndo negativo, entdo a decomposi¢ao
de n em fatores primos € dada por n = 2% -py -py-----p,, com B inteiro nao negativo e py,

Do, -+, Pr primos de Fermat distintos.
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Demonstracao. Sejan = q7-pi* -py?----- per, com g, p1, P2, - -+, pr primos distintos, 7 inteiro
positivo, aq, as, - - -, a, inteiros ndo negativos. Suponha que 2 = ¢ < p; < py < -+ - p,.. Assim,
temos:

¢(n):n(1—pil> (1—])%)...(1_1)%):2&
G(n) = g7 - por o2 - O (1_3) <1_pi1> (1_]%2)”(1_}%):2&

on) =" p Py T @ = Do = N2 — 1) (o — 1) = 2°
Como p1, po, -+, pr sdo diferentes de 2, devemos ter a; = ap = --- = a,. = 1. Além disso,
pi—1=2%parai=1, 2, --- r. Portanto, p; = 2% 4 1 e como p; é primo, entdo p; é primo

de Fermat. Assim, fazendo v = (3, temos

5.2 RAIZES n-ESIMAS DE UM NUMERO COMPLEXO

Um nimero complexo zj é raiz n-ésima de um ntmero complexo z se z;) = 1. Como

veremos a seguir, um nimero complexo z # 0 admite n raizes distintas.

Considere um nimero complexo z # 0 e sua raiz n-ésima z; na forma trigonométrica:

z = r(cosf + isenf)

2, = p(cosw + isenw)

Utilizando a formula de De Moivre a equacao

assume a seguinte forma:

p"[cos(nw) + isen(nw)] = r(cosl + isend)

Segue que p"cos(nw) = rcosl e p'sen(nw) = rsenf que equivalem a p" =1 e nw =
0 + 2km em que k é um ndmero inteiro. Segue que p é a raiz n-ésima positiva de r e assim,

temos:
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0 2kmw , 0 2km
zp = Yr |cos | —+— ) +isen | — + —
n n n n
Note que, quando k=0, 1, 2, --- , n— 1, obtemos n raizes distintas. Qualquer outro
valor atribuido a k, diferente dos ja assumidos por ele, leva a uma raiz ja obtida anteriormente.

Concluimos, assim, que um nimero complexo z # 0 admite n raizes n-ésimas zg, 21, 22, * - - ,
0 2km

Zn_1, todas com o mesmo modulo p = /r e com argumentos g = — + —, k=0,1,2, ---
n n

,n—1.

Figura 33 — Raizes n-ésimas

yl\

=V

_ 27T
- n

®

Fonte: Produzida pelo autor

5.2.1 Raizes n-ésimas da unidade

No caso em que z = 1, o angulo 6§ assume valor igual a zero e a férmula da raiz n-ésima

[ <2k7r) , (2]{:7?)1
Zr = |cos | — | +sen | —
n n

fica reduzida a
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que sao as raizes n-ésimas da unidade. Fazendo

2T , 2T
(=cos|— | +isen| —
n n
e usando a formula de De Moivre, constatamos que as raizes n-ésimas da unidade sao
2 3 n—1
dadasporLC;C;C?"'aC .
Note que, representadas no plano complexo, essas raizes sao os vértices de um poligono

regular de n lados inscrito em uma circunferéncia de raio 1.

Exemplo 16. A figura a seguir é uma ilustracao das raizes da unidade para n = 6.

T . 27
(= COSF + Zseng

1 3
C:—+£i
2 2

CQZ _Z7 C?):_lv C4: _C7 <5:Z

Figura 34 — Raizes sextas da unidade

YA

=V

g 5

Fonte: Produzida pelo autor
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A formula da raiz n-ésima da unidade pode ser escrita como segue:

0 2k 0 2k
2= r [cos (— + —ﬂ) +1s5en (— + —7T>]
n n n

n

= 0 oo (2 n (2] e () e (22)
e o (2 ien ()] o () o ()]
o \”/F[cos (%) + isen (g)} C*k=0,1,2,--- ,n—1

Essa ultima igualdade nos diz que as raizes n-ésimas de um nimero complexo nao

nulo podem ser obtidas como o produto de uma de suas raizes particulares,

e o () wisen (2)]

pelas raizes n-ésimas da unidade, 1, ¢, C2, -~ , ("L

Exemplo 17. No caso de determinar as raizes ctibicas do ntimero z = 8, uma delas é 2y = 2.
As rafzes cibicas da unidade sdo dadas por 1, w e w? em que

2T . 27
w = cosz + 1sen—

3

1 V3,
wETp

Segue que as raizes cubicas de 8 sao:
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Figura 35 — Raizes ctibicas do ntimero z = 8

VA

o
[y
N
I
N
=V

Fonte: Produzida pelo autor

5.2.2 Raizes n-ésimas primitivas da unidade

Denomina-se raiz n-ésima primitiva da unidade qualquer raiz n-ésima da unidade z

tal que n é o menor inteiro positivo tal que 2" = 1. E claro que, para dado n,

¢ = cos (2—7T) + 1sen (2—7T)
n n

é raiz primitiva da unidade. Ela é a primeira raiz primitiva que aparece quando percorremos
o circulo unitario no sentido anti-horario a partir da unidade real. Porém, ela pode nao ser
a Unica raiz primitiva; por exemplo, no caso das raizes cibicas da unidade, como vimos
anteriormente, ¢ e ¢? sdo raizes primitivas. JA ¢ e ¢° s@o raizes primitivas, mas ¢2, 3 e ¢4

nao sao.

Proposicao 5.2.1. Se ¢ ¢ uma raiz n-ésima primitiva da unidade, entdo as raizes n-€simas
primitivas da unidade sio ' com i variando de 1 a n e coprimo com n. O nimero de raizes
n-éstmas primitivas da unidade € igual ao nimero de naturais de 1 até n que sao coprimos

com n (ou seja, a fungio ¢ de Euler de n).

Demonstragdo. Sejam i e n coprimos e m o menor inteiro positivo tal que (¢*)™ = 1. Entao
¢ = 1. Dividindo im por n, obtemos ¢ e r naturais tais que im = ng+7 com 0 < r < n
Segue que " = (¢™)*(¢")"? = 1. Portanto, da minimalidade de n temos r = 0 e n divide im.

Como i e n sao coprimos, temos que n divide m. Como m < n temos m = n. |
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Dado algum i ndo coprimo com n, é imediato que (¢)™/™0n) = 1 e, portanto, ¢* ndo

é raiz n-ésima primitiva da unidade.

53 O POLINOMIO CICLOTOMICO

O polinoémio ciclotomico de ordem n, indica-se por ®,(z), é o polinémio cujas raizes
sao as raizes primitivas da unidade de ordem n. Note que, se uma raiz n-ésima nao primitiva
¢ raiz m-ésima para algum m < n, entdo necessariamente m|n. E reciprocamente, se mn,
entao toda raiz m-ésima ¢ da unidade é também raiz n-ésima da unidade, ja que n = km,

com k inteiro, implica (" = ((™)* = 1.
Vamos estudar a fatoracao do polindémio =™ — 1. Considere
¢

em que o produto ¢ tomado sobre todas as raizes n-ésimas da unidade e agrupe todos os

termos pertencentes as raizes da unidade com o mesmo periodo. Considere
bu(x)= [ @-0.
perodo(¢)=d

Entao

@t —1= H@d(x).

d|n
Assim, temos
(I)l(ZE) =x—1
e
B, (z) " —1
nlx) = )
Hd|n d<n CI)d(ZL')

A partir disso, podemos calcular ®(z) recursivamente e vemos que ®,,(z) é um polomio
em Qz], pois dividimos recursivamente por polinémios com coeficientes em Q. Todos os

nossos polindémios tém o coeficiente lider 1, de modo que ®,,(x) tem coeficientes inteiros.

Desde que ®;(z) =z — 1, temos
(I)Q(.T) =T+ 1,

Ps(z) =2® + 2 +1,

@4(1’) = 1'2 + 1,



94 Capitulo 5. POLIGONOS CONSTRUTIVEIS COM REGUA E COMPASSO

Os(z) =a* +2* + 2 + o+ 1,
Pg(z) =2* —x + 1,
Do) =2 —2* +1,

e, em geral, se p é primo, entao os tnicos d que dividem p sao 1 e o proprio p, de modo que
2P — 1= dy(2)D,(2).

Assim, temos
P —1

Dp(7) =

r—1

Py(r) =P 2P+ bt o+ L

Quando n é composto, é mais trabalhoso encontrar o polinémio ciclotémico associado, mas

o mesmo pode ser encontrado por meio da férmula recursiva.
Exemplo 18. Podemos obter ®g(x) a partir de

25— 1 = (1) Py (2)P3() P (2).
Fatorando 2% — 1, obtemos

2 —1 = (@ +1)(2* - 1)
= @+D@*—z+1)(z-D@*+z+1)
= (=D +)@*+z+1)(2*—2+1)

Assim, temos ®g(z) = 2% —x + 1.

Exemplo 19. Como no exemplo anterior, podemos obter ®15(z) a partir de
22— 1= &y (2)Dy(2)P3(2) Py (1) Pg(2)P1a(2).

Fatorando z'? — 1, obtemos

-1 =

= £ =
B
W
+
8
N
+
=
0
+
=
=
N
I
8
+
N
=
I
N
=
N
+
S
+
=

Segue que ®p(z) = 2t — 2% + 1.
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O fato interessante é que tais polinomios, assim definidos, tém coeficientes inteiros e
sao irredutiveis sobre Q. Além disso, de acordo com o teorema a seguir, podemos concluir

que o grau do polinémio ciclotomico de ordem n é igual a ¢(n).

Teorema 5.3.1. Seja n um inteiro positivo. Entao [Q((,) : Q] = ¢(n).

Demonstracao. Seja n um inteiro positivo. O corpo de decomposi¢ao do polinémio 2" — 1 é
Q(¢n), com ¢, sendo uma raiz n-ésima primitiva da unidade. Um automorfismo de Q(¢,) fica
definido pela imagem de ¢, e as possiveis imagens sdo ¢’ com i variando de 1 a n e sendo
coprimo com n. Assim, para concluir o teorema, temos que provar que o polindémio minimo
de ¢, tem as rafzes ¢! com i e n coprimos (que sio as raizes n-ésimas primitivas da unidade).
Seja
_ i
@, (r) = I1 (z—G)
i=1,....n mdec(i,n)=1

Inicialmente, provaremos que ®,(z) tem coeficientes inteiros: a ideia ¢ fatorar ™ — 1 como

produto dos ®4(z) com d dividindo n, ou seja, que
H Oy(x)=2" -1
dn

Para tanto, basta observar que cada raiz n-ésima da unidade é raiz primitiva d-ésima para
um tnico d|n. Usando indugao, é imediato concluir que ®,(x) tem coeficientes inteiros. Para
provar que ®,(z) é irredutivel sobre os racionais, precisamos provar que o polinémio minimo
de (, tem as mesmas raizes que ®,(z). Para tanto, seja f(x) o polinomio minimo de (y;
temos que ®,(x) = f(x)g(x) com g(x) com coeficentes inteiros. Suponha, por contradi¢io,
que algum (', com i e n coprimos, nao é raiz de f(x). Fatorando i = p;...p;,, com pi, ..., Pm
primos temos que algum (P também nao é raiz de f(z) pois, se todos o fossem, a associagao
Cn — (P definiria um automorfismo de Q(¢,), e a composigao desses automorfirmos seria
o definido pela associagao ¢, — ¢, que tem como consequéncia que (' seria raiz de f(x)
(pois automorfismos enviam raizes do polindmio minimo em raizes do polindmio minimo).
Podemos supor que existe um primo p tal que (? nao é raiz de f(z). Observe que ( é raiz

de g(z) e que (, é raiz de g(z?). Dai g(2?) = f(x)h(z). Reduzindo médulo p, obtemos

g(x)? = f(z)h(x)

Segue que as raizes de f(x) sdo também raizes de g(z) e, portanto, ®,(x) = f(z)g(x) teria

raizes multiplas, o que nao pode ser porque " — 1 nao admite raizes multiplas, pois p nao
divide n. [ |
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Como as raizes de @, (z) sdo precisamente as raizes n-ésimas primitivas da unidade,
concluimos que o grau de ®,(z) é ¢(n). Assim, pelo teorema anterior, ®,,(x) é irredutivel

sobre Q, e consequentemente ®,,(x) = min((,, Q(x)).

Teorema 5.3.2 (Gauss). Se o poligono reqular de n lados é construtivel, entao n se fatora

na forma n = 2% -py-----p. com p1, P2, -, Pr primos de Fermat distintos.

Demonstracao. Considere que o poligono regular de n lados é construtivel. Isso é equivalente
a construtibilidade de (,. Sabemos que, pela proposicao 2.3.4 , se (, é construtivel, entao
[Q(¢n) = Q] = 2™ para algum inteiro m > 0. Por outro lado, pelo teorema anterior, [Q((,) :
Q] = ¢(n). Sendo assim, devemos ter ¢(n) = 2™, isto é, ¢(n) deve ser uma poténcia de 2.
Um resultado anterior, deste capitulo, assegura que n = 2% -py - - -+ - p, com Dy, P2, -+, Pr

primos de Fermat distintos. |

Enunciaremos a seguir, sem demonstracao, a reciproca desse teorema.

Teorema 5.3.3. Se n é um inteiro da forman = 2% -py----- Dr, €M qUE P1, P2, - -, Dp SGO

primos de Fermat distintos, entao o poligono reqular de n lados é construtivel.

A prova desse teorema depende de resultados basicos sobre grupos e de Teoria de

Galois.

E bastante dificil determinar todos os valores de n para os quais ¢(n) é uma poténcia
de 2, apesar da resposta estd completa num certo sentido. Resumindo, podemos afirmar que
sabemos que um poligono regular de n lados é construtivel com régua e compasso quando
n=2%pf*t-po*....- por, em que o > 0 é arbitrario, p; = 22 4 1,:=0,1, 2, 3, 4dea; =0

ou 1.

A construcao do tridngulo equilatero, do quadrado e do pentdgono regular era co-
nhecida pelos antigos gregos. A construcao do heptadecidgono regular é uma descoberta de
Gauss, e a construcao do poligono regular de 257 lados foi obtida por Richelot. Hermes de

Lingren fez a construcao do poligono regular de 65537 lados.

54 CONCLUSAO

Nos Elementos de Fuclides, as tinicas construgoes permitidas sao as construcoes por
régua (sem marca) e compasso. Isso nos permite construir a partir de um determinado com-

primento todos os miltiplos e submiltiplos, isto é, todos os comprimentos proporcionais a
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um determinado comprimento. Isso significa que todos os nlimeros racionais podem ser cons-
truidos por régua e compasso. Em seguida, usando o fato de que um tridngulo inscrito em
um circulo que tem um dos lados como um diametro é um triangulo retangulo, podemos
extrair raizes quadradas de niimeros reais positivos. Afirmamos ao longo dessa dissertacao
que os problemas classicos de construcao tais como: a quadratura do circulo, a duplicacao
do cubo e a trisseccdo de um angulo nio tém solucdo. E incontestavel observar a diferenca
entre um problema néo resolvido e um problema que nao tem solucdo. E certamente dificil
trabalhar em um problema nao resolvido, na esperanca de encontrar uma solucao, olhando
para o problema de uma maneira particular. No entanto, nao é razoavel trabalhar em um
problema que foi provado nao ter solucao. Nao saber se existe uma solugao e saber que nao
h& solucao sao coisas muito diferentes. A prova da impossibilidade do primeiro problema se
baseia na transcendéncia do numero 7. Enquanto que as provas da impossibilidade dos dois
ultimos problemas se baseiam na multiplicatividade dos graus de torres de extensoes de cor-
pos. Observamos finalmente que podemos provar a construtibilidade ou nao-construtibilidade
de poligonos regulares relacionando a multiplicatividade do grau de extensoes de corpos e a

funcao ¢ de Euler por meio de resultados de maior complexidade.
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