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Resumo

Grande parte dos problemas que envolvem somatdrios sdo resolvidos com uso da propriedade
telescopica que consiste em observar que os termos da sequéncia a ser somada podem ser es-
critos como diferencas entre termos consecutivos de uma outra sequéncia. Este trabalho traz
aplicacdes desta propriedade em somas dos tipos: aritméticas, trigonométricas, binomiais, com
poténcias fatoriais negativas e polinomiais.

E comum, por exemplo, realizar o cdlculo de somas polinomais de modo recursivo. Neste
trabalho € mostrado uma alternativa, através de ndmeros binomiais € da soma de uma coluna
do tridangulo de Tartaglia-Pascal (com uso da propriedade telescOpica), que torna o processo
mais eficaz.

Palavras-chave: somas telescopicas, somas polinomiais, nimeros binomiais, poténcias fato-
riais negativas

viil



Abstract

A big part of the problems involving summation are solved with the use of telescopic property,
which consists of observing that the terms of the sequence to be calculated could be be written
as differences between consecutive terms of another sequence. This work brings applications
of this property in figures of the following types: arithmetic, trigonometric, binomial, with ne-
gative factorial power and polynomial.

It is common to perform the calculation of polynomial sums on a recursively way. In this work,
it is shown an alternative, through binomial-coefficients and the sum of a column of Tartaglia-

Pascal’s triangle (using the telescopic property), which makes the process more effective.

Keywords: telescopic sums, polynomial sums, binomial-coefficients, negative factorial powers
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Introducao

O célculo de somas acompanha os estudos desde a educacdo bésica. Partindo da idéia inicial
da operacgdo aditiva e vai sendo aprofundada: adi¢do de vérias parcelas, as propriedades comu-
tativa e associativa,

1) A adi¢do € comutativa: a+b =b+a;
ii) A adigdo € associativa: a+ (b+c) = (a+Db) +c.
até chegar nos somatorios.

Conta a "histéria", que Carl Friedrich Gauss! entrou para a escola aos 7 anos e que, em certa
aula, um de seus professores pediu aos alunos que somassem os nimeros inteiros de 1 a 100,
e, rapidamente, o pequeno Gauss colocou sua solug@o sobre a mesa, com o resultado do pro-
blema. A sua resposta, 5050. Especula-se que Gauss teria agrupado os pares dos nimeros
equidistantes aos extremos, ou seja

142+43+...4984994100 = (14 100) + (2+99) + (3+98) + ... + (504 51)

Tem-se entdo 50 parcelas de 101, logo 50- 101 = 5050.

Em jornadas olimpicas € comum encontrar problemas que envolvem somatdrios. Este trabalho
tem como objetivo mostrar meios que possam facilitar o contato dos alunos com os diversos
tipos de somas: aritméticas, com nimeros binomiais, trigonométricas, polinomiais, com potén-
cias fatoriais negativos e somas infinitas. Utilizando, principalmente, a propriedade telescépica.

Até somas infinitas, que requer do aluno um estudo mais profundo do assunto, € visto na edu-
cacdo fundamental ja nos primeiros anos, vide, por exemplo, as dizimas periddicas,

3 3 3
No ensino médio, tem-se as progressoes geométricas infinitas. Sendo necessdrio a andlise da

convergéncia na soma dos termos destes tipos de progressoes.

1Johann Carl Friedrich Gauss (1777-1855) foi um matematico, astrénomo e fisico alemao que contribuiu muito
em diversas areas da ciéncia, dentre elas a teoria dos nimeros e analise matematica.
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A propriedade telescopica das somas,
n
Y (a1 —ar) = any1 —an
k=1

¢ tratada no primeiro capitulo, com aplica¢des diversificadas, inclusive de somas trigonométri-
cas e somas com poténcias fatoriais negativas.

No segundo capitulo, tem-se aten¢do os nimeros binomiais. Algumas propriedades do tridn-
gulo de Tartaglia-Pascal® e outras identidades famosas, como a de Euller, sdo explanadas com
o auxilio das propriedades de somatorios.

O capitulo tem continuidade com as somas polinomiais. Existem vérios métodos para somar
polinémios, porém alguns bem trabalhosos. Através de produtos notdveis do tipo (n — 1)¥; com
auxilio dos nimeros de Bernoulli® (By); com uso dos nimeros Eulerianos* (ntimeros definidos
por uma recorréncia); entre outros. Neste capitulo € mostrado uma maneira pratica para calcu-
lar somas polinomiais com uso dos nimeros binomiais, de maneira direta, tornando-se assim,
mais acessivel a sala de aula do ensino médio.

O capitulo trés € direcionado as somas infinitas e conceitos de convergéncias, inclusive, no uso
da propriedade telescopica.

Por fim, tem-se no quarto capitulo a proposta pedagdgica para desenvolvimento dos assuntos
abordados em sala de aula e a uma lista de problemas propostos.

O trabalho conta com vdrias aplica¢des tentando diversificar o uso e a compreensdo do leitor
nas temadticas de cada capitulo. E intuito do autor que este trabalho sirva como um apoio e
estimulo no estudo dos somatdérios e no uso da propriedade telescopica.

Niccold Fontana Tartaglia (1499-1557), matemdtico e engenheiro italiano. E Blaise Pascal (1623-1662), ma-
tematico, fisico e fildsofo francés. A dupla dd nome ao tridngulo aritmético formado pelos nimeros binomiais. A
autoria do tridngulo ndo € da dupla, mas escreveram obras com vasta contribui¢ao das caracteristicas do tridngulo,
como a General Tratado di numeri et misure de Tartaglia.

3Jakob Bernoulli (1654-1705) matemético suico.

4Leonhard Euler (1707-1783) matematico e fisico suico. Os niimeros de Bernoulli e os nimeros Eulerianos
tem lugar destaque no célculo de diferencas.



CAPITULO 1

Somas telescopicas

1.1 Somatorios

Seja A um conjunto com duas operagdes (+, ) satisfazendo as leis basicas da aritmética, por

exemplo em um dos conjuntos Z, Q, R e C.

Definicdo 1.1.1. Se (a,) é uma sequéncia em A, define-se o somatorio dos seus n primeiros

termos como sendo

n
Zak:a1+a2+a3+...+an

k=1

Sejam (ay) e (by) duas sequéncias em A. Entdo
n n n
1) Z(dkﬂ:bk> = Zakﬂ: Zbk
k=1 k=1 k=1

n n
ii) Sejac € A, Zc-ak:c~ Zak;
k=1 k=1

n
iii) Sejac € A, Z ¢ =nc;
k=1

1V)Zak—2ak+ Z ar com 1 <m < n;

k=1 k=1 k=m+1
m+n
V) Zak— Z Ak—m>
=1 k=1+m

p
Vl) Z Zakb = ZakZbi.

=li=n

n . m . m—+n
vii) Produto de Cauchy: Z a;x' Z bix' = Z
i=0 =0 i=0

i>m.

(

i

Z ajb,-,j

J=0

)x’comai:OSei>neb,~:OSe
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Prova:
n

D) Y (ak+bi) = (a1 +b1)+ (az+b2) + ...+ (an+ bn) =

=aj+bi+ar+by+...+a,+by= (a1 +ay+...++a,) + (b1 +by+ ...+ b,) =

~Lot

||M=

n n n
- Andlogo para Z (ax —by) = Z ay — Z by
k=1 k=1 k=1

n n
ii) Zc-ak:c~a1+c-a2+...+c-an:c-(a1+a2+...+an):c- Zak.
k=1 k=1

iii) E um caso particular do item ii) quando a; = 1.

n m n
iv) Zak:al+a2+...+am+am+1+am+2+...+an,pois 1 <m < n, entdo Zak+ Z ay.

k=1 k=1 k=m+1
m+n
V) Zak—a]+a2+ +an—al+m m+a2+m m+ +an+m m — Z Al—m-
k=1 k=14+m

vi) Zzakb —Zalb +Za2b +.. +Zamb =

=li=n

Aplicando a propriedade nimero ii) fica-se com:

aIZb +a22b +. +am2b = (a1 +ay+...a+m) (ib) = <§’1ak> <ib,~>.

i=n i=n i=n

n -m ) m+n i
vii) Z a;x' Z bix' = Z (Z ajbi_j) x'
i=0  i=0 j=0

i=0
n m
Z a;x' Z bix' = (ag +ax +ap® + ...+ anx")(bo + bix' +box® + ...+ bpx™") =
i=0 =0
= ag(bo + b1x! +bpx® 4 ... 4+ bx™) + a1x (bg + bix' 4 bax® + ... + byx™) + arx* (b + byx! +
box? + ...+ byX™) + ...+ anxX (by + b1x! +box® + ...+ bypx™) =
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= a0b0+a0b1X1 +a0b2x2—|— +a0bmxm+a1box1 —}—a1b1x2+a1b2x3 +... +a1bmxm+1 +a2b0x2+
arb1x3 4 box* + ...+ by 4 4 aybox + anb 1 X 4 ayba x4 L+ apbyy T =

=apbo+ (a0b1 —|—a1bo)x1 + (a0b2 +a1by +a2bo)xz + (a0b3 +aiby+... +a3b0)x3 “+...+ (Cl()bm—|—
arby 1+ ...+ ambo)xm + (Clobm+1 +aiby,+ ...+ am+1bo)xm+1 + ...+ (aobn +ayby,_ 1+ ...+
anbo)x” + (aobn_H +aib,+... +an+1b0)x”+1 +...+ (aobn+m+a1bn+m_1 +... +an+mb0)x”+m =

n+m
= Z apbo + (aobl +a1b0) + (Clobz +a1b; +a2b0) + (a()b3 +aiby+... —|—a3b()) + ...+ (a()bm—|—

albm 1+ - +amb0) (aObm-‘rl +albm+---+am+lb0)+“'+(a0bn+albn_—1 +~--+anb0)+
(aobn+1 +aib,+...+ an+1b0) + ...+ (aobn+m +a1bpim—1+ ...+ an+mbo)]x’ =

n+m i )
Logo, = Z (Zajb,-j>x’ coma;=0sei>neb;=0sei>m.
i=0 \j=0

n n

Exemplo 1.1.2. Calcule Z Z (i+))-

Solugdo: ii (i+J) :i [((+ 1)+ (+2)+((+3)+..(i+n)] =
i=1j=1 i=1

n

inH— 14+243+...+n) =Zni—|—inn+l
e i=1

1) Zl _ nz(n2+1) N n?(n+1)

5 =n*(n+1).

n
:nZi—i-n(’H—
i=1

i=1

1.2 Soma telescopica

"A ideia por trds do nome € a seguinte: assim como olhando num telescopio encurtamos a
imensa distancia de um corpo celeste a nossos olhos, a propriedade telescopica encurta o cami-
nho entre a soma inicial de muitas parcelas e o célculo do resultado da mesma."(CAMINHA)

Teorema 1.2.1. Dada uma sequéncia (X, ), comn € N tem-se que AX;, = X1 — X. Aplicando
somatorios a todos os termos desta equagao fica-se com:
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n
Z AXip = X1 — X
k=1

n
A soma Z AX}. é chamada soma telescopica.
k=1

Prova: Tem-se

AX =X — X
Ao =X3—X»
AX3 =Xy — X3

AXn—l =Xn— X1
AXy :Xn—i—l — Xn

Somando todas as equagdes membro a membro

AXi +AXo+ ... +AX, =X — X1+ X3 — X0+ ...+ X — X1 + X1 — X

Efetuando os devidos cancelamentos resulta que
AXi +AXp + ...+ AX, = X1 — X
Zn: AXp = X1 — X4
k=1
Exemplo 1.2.2. (IEZZI, 1997) Chama-se progressao aritmética (PA) de 1? ordem uma sequen-

cia dada pela seguinte formula de recorréncia: Ay =aeA, =A,_1+r,Vne N, n>2 coma,
reR.

Vamos entdo, calcular o termo geral das progressoes aritméticas de 1* ordem de razdo r e
Al =da.

Solucdo:  Para calcular deve-se observar o comportamento termo a termo da progressao

Ay =A1+r
A3 =Ar+r

Ap1=Ap 2+
Ap=An-1+r
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Observa-se que ao adiconar membro a membro todas as equagdes alguns termos serdo cance-
lados e obtem-se a equacao do termo geral

A=A+ (n—1r

Pode-se chegar a esta equacdo mais rapidamente fazendo uso da equagdo da soma telescopica
(I)comX; =A; e AX,, =r:

n—1
Ap—Ar=Yr
k=1
n—1
Ap—Ar=r) 1
k=1

Apn—Ar=(n—1)r

Exemplo 1.2.3. Diz-se que uma sequéncia (A, ) € uma progressao aritmética de 2° ordem se as
diferencgas entre os termos consecutivos formam uma P.A. de 1? ordem com razao r e primeiro
termo B| = b, ou seja:

Ayt1—A,=B,,ondeB, =B+ (n—1)r.
Vamos calcular o termo geral das progressoes aritméticas de 2% ordem.
Solucao:

Pela equagdo da soma telescopica, com AX; = By:

n—1
An—Ar =) B
k=1

n—1 n—1
Bi+B,_ —1
Mas, Z By, é a soma de uma P.A. de 1* ordem, entdo Z B = (B1 + "21)(n )
k=1 k=1

Logo, o termo geral de uma P.A. de 2* ordem é:

(Bi+By—1)(n—1)
2
B Bl—l—(n—Z)r

Av=A1+ 5 (= )+ =" (n—1)
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Ay :A1+B1(n—1)+§(n—l)(n—2)

n
Exemplo 1.2.4. Calcular Y
k=1 kO k41

aritmética de 1% ordem com razao r.

onde os Ay ’s sdo elementos nao nulos de uma progressao

Solucao: Quando r = 0 tem-se uma P.A. de termos constante (A = A; para todo k =
i 1
1,2,...,n) entdo sua soma seria Z ol = nlp
k=141 1
Vamos calcular para r # 0, tem-se

11 A-A 1

- T r

Al Ay AA AA

1 1 1
—_—— = ——7
Ay Az AA3

1 1 1

As As AAg

1 1

1
—_— = r
An—l An An—lAn
1 1 1
_ — r
Ay An+1 AnAn+1

Telescopicando resulta que

n
=r
Al Anp Z ArAs1

k=1
i 1 _1(1 1 )_I(AnH—Al)
A T \AL Apg r\ AiAns
i 1 _1 (A1+nr—A1)_ n
S1AA T T\ AlAnq A1Ant1
Em particular, quando r =1 e A} = 1 tem-se:
1 1 1 1 1 n

b —————=1-— =
223 3t T n+l n+l
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Veja agora o exemplo a seguir. Inicialmente obersava-se o comportamento de AXj.

n
Exemplo 1.2.5. ) k2¢=1-2"4+2.2243.2°+ .. +n-2".
k=1
Observe que

AR2F = (k+ 1)2K T — k2% = (2k 4 2 — k) 2k = k2k - 2k+1 (+%)

Ora, note que

Z Ak = (n+1)2""! —2 (Propriedade telescopica)

E que

n
Z 2k+1 ¢ a soma dos n termos de uma progressio geométrica' de razio 2 com a; = 4.
k=1

-V k+1 2"—-1 n+2
EntaoZ2 :4ﬁ:2 —4

Logo, voltando para a equagdo (**) e aplicando somatdrio a todos os termos:

Z Ak2* = Z k2" + Z PARS

n n n
Y k=Y Ak2f - Y M = (1)t 2 (22 —4) =
= k=1

= (n+1)2" =22 10 = (ny1)2rF 2. 20 40 =
=(n+1-2)2""142=(n—1)2""42.
1.3 Utilizando "truques'', exemplos em somas trigonométricas

Algumas vezes s@o necessarios "truques"para chegar as somas telescopicas. Como, por exem-
plo, utilizar expressdes trigonométricas:

Y(IEZZI, 1977) Chama-se progressdo geométrica (PG) uma sequéncia dada pela seguinte férmula de recorrén-
cia:aj=aea,=ay—1-q,VneN,n>2eqgecR. A demonstragio da soma da PG finita e infinita encontram-se
na pagina 28.
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Exemplo 1.3.1. Prove que:

sen(x) sen(2x) sen(3x) sen(nx) — cote(x) cos((n+1)x) . km
cos(x) cos?(x) cos3(x) T cos(x) ‘(%) sen(x) - cos™(x)’ Vi 7 27 kel
Solucao:

sen(x) sen(2x) sen(3x) sen(nx) ¢~ sen(kx)

cos(x)  cos?(x) cosP(x) T cost(x) /;1 cosk(x)

A principio ndo temos com utilizar a propriedade telescépica, mas realizando alguns "tru-
ques'"conseguimos chegar a tal.

sen(x)

Primeiro multiplicando por :
wHp P sen(x)

i sen(kx)  sen(x) ¢ Z sen( kx B Z sen(x)sen(kx)
= cosk(x)  sen(x) & cosk(x) & sen(x)cosk(x)

Agora, adicionando e retirando a parcela cos(kx)cos(x) ao numerador, desenvolvendo as ex-
pressdes trigonométricas e simplificando as fracdes:

i sen(kx)
= cosk(x)

", cos(kx)cos(x) + sen(kx)sen(x) — cos(kx) cos(x)
; sen(x) cosk(x)

" [cos(kx)cos(x cos(kx)cos(x) — sen(kx)sen(x
_ - [costhn)eost)  cos(kn)costr) —senfi) <>]:

/= | sen(x) cosk(x) sen(x) cos¥(x)
_ v | cos(kx) cos(kx +x) & cos(kx) cos((k+1)x)
B k;l | sen(x)cosk—T(x)  sen(x)cosk(x } ; Len cos1(x)  sen(x)cosk(x)

Tem-se entdo uma soma telescopica. Logo

5 osen(kx)  cos(x) cos((n+1)x) cos((n—+ 1)x)
,;1 cosk(x)  sen(x) sen(x)cos"(x) cotg(x) = sen(x) cos”(x) "
tg(l)  18(2) | 18(4) tg(2")
Exemplo 1.3.2. Calcule cos(2) T cos(@) T cos(8) T m.

Solucao:
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tg(1) | tg(2) | 18(4) 1g(2") y 1g(2%)
cos(2)  cos(4) cos(8) T cos(2tl) A cos(2k+T)
no1g(2K) < sen(2K) B

,;()Cos 2k+T) kzz)cos 2K) cos(2k+1)

Escrevendo 2F como 251 — 2% no numerador, tem-se

Z": sen(2571—25) & sen(2KT1) cos(2%) —sen(2%) cos(26T)
= cos(2K) cos(2k+1) = cos(2K) cos(2k+1) B
2 iz g
sen( sen k1 P
= 1g(2 —1g(2
k;) cos(2 cos(2k)} kgb [ (27 —18(2)

Ora, uma soma telescopica, entao

3 8D ooy g1)

/= cos(2K+1)

1.4 Somas com poténcias fatoriais

Também nas somas de poténcias fatoriais encontra-se uso da propriedade telescopica. Shchepin
E. possui um arquivo? sobre somas telescépicas onde denota as poténcias fatoriais da seguinte
maneira:

_ 1
K=k(k—1)(k—2)(k—3)..(k—p+1) e k=2 = D0 1) oMk e Re

p € N e nenhum fator nulo.
O primeiro tipo, k£, origina um polindmio de grau igual a p. No préximo capitulo, somas

polinomais terdo uma atengdo mais detalhada. J4 o segundo tipo das poténcias fatoriais, k<=2,
ganha as atencOes agora.

Proposicio 1.4.1. Seja Ak? = (k+ 1)? — k? entdo AkP = pkP—1,

Prova:
AL = (k+ 1)2 — k2 =

(k+ 1)2 tem p fatores e k2 também. Entdo

2Telescopic Sums (5 p.)- http:/libgen.info/view.php?id=139620 ou http://mechmath.org/books/40969
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AP = (k+1)k(k—1)(k—2)...(k—p+2) —k(k—1)(k=2)...(k—p+1) =
=k(k—1)(k—=2)...k—p+2)[(k+1)—(k—p+1)]=p-k(k—1)(k—2)...(k— p+2)
Mas k(k—1)(k—2)...(k— p+2) tem p — 1 fatores, logo

AKP = pkP=L,

Analogamente tem-se que Ak—2 = —pk=P—1,

1

k(k+1)(k+2)...(k+p—1) = _p+1((n+1)—l7+1 ey,

n
Proposicio 1.4.2. )
k=1

Prova:
1

Zk(kJr Dk+2)..(ktp—1) Li=r

1
Pela proposicdo 1.4.1: k=2 = ——— Ak=P*!
—p+1

= — 1 —p+1 1 —p+1 1 —p+1 —p+1
Entao,ZklzzﬁAk P = ﬁZAk p = ﬁZ((k+1)p7—kp7)

Pela propriedade telescopica, somando de k =1 até n

n
Z (k4 1)=PEL — j=ptl) = ((n+1)=2tL _qzptly,

-p+1/= —p+1
! 1
Exemplo 1.4.3. (SVSU 2011 Math Olympics - Adaptada =7?
P ( ymp i )Z'lk(k+1)(k+2)
Solucdo:  Escrevendo esta soma como
3 _ _ VYV A2
R (EET W)Y
Entao,

0 ) 1 1 1 1 1
k;k3= — ()= =128 = -2 ((n+1)(n+2) N 1-2) T4 2+ )(n+2)



1.4 SOMAS COM POTENCIAS FATORIAIS

n
1
Exemplo 1.4.4. Calcular .
P . ,;k(k+1)(k+3)

& 1

k+2
k;k(k-i—l)(k-i-S) -

,;k(k+1)(k+2)(k+3) -

Solucio:

n k 2
L6y i Dk k)

=~
Juy

L 1 n 1
)y (k+1)(k+2)(k+3) ; k(k+ 1) (k+2)(k+3)

=~
Uy

Ak+1—2

UJIN

n 1
; (k+1)= +22k— 3

1=

L

= (2222 ()R 1Y) =

- _% ((n—I—Z)l(n—I—S) B 2?3) _§ ((n+l)(n—lk2)(n+3) B 1-;-3) B

1 1 2 1
2(n+2)(n+3) T 3(n+1)(n+2)(n+3) T3

7 3n+7
36 6(n+1)(n+2)(n+3)

Definiciio 1.4.5. Sejaa € Q. Escreve-se Y_ f(a+i) = f(a+1)+ f(a+2)+...+ f(a+n).
i=1

n
1
Exemplo 1.4.6. Calcular a soma .
P k; (5k—2)(5k+3)

Solucdo:  Primeiramente divide-se o numerador e o denominador por 25:

1

2
k=1 1 N+ =

ey |
1 & 1 1 & 2\ —= 1 & 2\ —
= - k—2) =——=VYA(k=2) =
5k s i (3) = s ra(es)
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@] --x[E-0)

I 5 1 5 1 1

|
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CAPITULO 2

Somas binomiais e aplicacoes

2.1 Os nameros binomiais

Definicao 2.1.1. Os niimeros binomiais, denotados por (n) comp=0,1,2,...,n (n,p € N),
4

sdo os coeficientes dos mondémios do desenvolvimento do bindmio de Newton' (14 x)" =
n . n it m .2 T m\
0 1 2 o\n

n n! n? n
=————=—S8en>pou =0 quandon < p.
p) pln=p)! p! p
i)(”) 1.
n

1i) (n) e < " ) sd0 numeros binomiais complementares (ou simétricos) e (n) = ( " )
p n—p p n—p
(n) n (n — 1)
1i1) =— .
r) pr\p—1
iv) Relacdo de Fermat? ( " ) _n0p <n)
p+1 p+1\p

1
v) Relacio de Stifel? <n> + ( " > = (n—l— )
p p+1 p+1

Prova:
n n! n! n!
% (n) nl(n—n)!  nl0! n!

ISir Isaac Newton PRS MP (1642-1727), fisico e matematico inglés dos mais influentes na histdria.

ZPierre de Fermat (1601-1665) advogado francés do Parlamento de Toulouse e amante da matemadtica. A ele é
atribuido grandes desenvolvimentos no célculo infinitesimal.

3Michael Stifel (1487-1567), monge e matematico alemdo.

15
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()-
)

p+1+n—p)_(n) n—|—1_<n+1)
p+1 \p) p+1 \p+1)’

n n

Teorema 2.1.2. (Teorema binomial de Tartaglia-Pascal) (a + b)" = 0 a' + ] a" b+
N\ n-2;2 n n—1 N\ n - (n n—kypk
b=+ ... b b" = b".
) (o (=5 (e
Prova:

Sea=0,(0+b)" = (g) 0" + ('11)0"—11)Jr (;)0”‘2b2+...+ (ni 1>0b"—1 + (Z) B — b

. ) b
Se a # 0, desenvolve-se o bindmio de Newton (1 + x)", tomando x = — fica-se com:
a

- b\" z”: n\ /b\F _(n n n\ b N n\ b? P n\ b"
a) = \k) \a ~\0 1)a 2)a> 7 \n)a
Multiplicando ambos os membros da igualdade por a™:

) [ (2
(1 -a—l—g-a)n: (g) d"+ (’f)ga’w (Z)Z—z~a"+...+ (Z
(a+b)" = (g) "+ (T) a" b+ (Z) a4+ (Z) b :k; (Z) a" kb,
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Definicao 2.1.3. (IEZZI, 1977) O tridngulo de Tartaglia-Pascal é uma tabela onde pode-se

dispor ordenadamente os coeficientes binomiais

0.

o ()()
o ()00
s ()00

e (-

Exemplo 2.1.4. Mostre que a soma dos termos de uma linha do tridngulo de Tartaglia-Pascal
~ (n
¢ dada por =2"
1)

Solucao:
Basta tomar x = 1 no desenvolvimento do bindmio de Newton:

o= o)« (e () ()
#= (o) () C) )

Exemplo 2.1.5. Calcule a soma dos termos de ordem par de uma linha do tridngulo de Tartaglia-

Pascal. isto & n i n n n - n .
ascal, isto é, 0 ) 4 ne1 , para n impar.

Calcule também a soma dos termos de ordem impar, (rll) + (Z) + (Z) +...+ (n)
n
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Solucio:
n
Ja é conhecido, pelo exemplo anterior, que (g> + (Y) + <Z) + ...+ (Z) = k;o (Z) =2"
Entao,
" n

1 n g fry no(x

=Y ( k) 2" (%)
n « n

1-1)"= — =0 (**
-1y =) =0
Somando membro a membro as equagdes (*) e (**), fica-se com:

" n & n

Y (k) + Z(—1)k<k) =2"+0
k=0 k=0

n

Y- (}) =
k=0 k

L n " n

Quando k € par, tem-se kZZ)Z (k) = 2" entdo, kZE) (k) —on—l para k par.
Por outro lado, subtraindo membro a membro as equagdes (*) e (**), tem-se:

" /n “ n

Y —Z(—l)k<):2”—0
k=0 (k) k=0 k

i n

Y- (;) =2
k=0 k

& n " /n
Quando k é impar, tem-se Z Z(k) = 2" entio, Z (k) — 2" para k fmpar.
k=0 k=0

Exemplo 2.1.6. Demonstrar, para todos n, m, k € N, a identidade de Vandermonde*-Euler:

é(’?) (kii) B (m:n)

4 Alexandre-Théophile Vandermonde (1735-1796) foi um misico, matematico e quimico francés que tem tra-
balhos ao lado de Bézout e Lavoisier.
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Solucdo: Pelo bindmio de Newton tem-se

(=Y (”:>x c(14x)=Y ('f)ﬂ

i=0 =0 \J
Considere entao
m-+n m—l—n) L m m n n )
y W = (1420 = (142" (142 = Y ( ) y ()
k—O( k i=o \'/ j=o\J

Realizando uma mudanca de variavéis, j =k —i:

B -E0REC BB

Logo, cancelando os somatdrios externos,
zk: m n _[(m+n
E\i)\k-i) \ k

Em particular, quando n = m = k est4 deduzida a identidade de Lagrange’:

()65)-E00-£0) - ()

II'M:
™=

1

Exemplo 2.1.7. Relagdo de Stifel generalizada (Soma de uma coluna).

i (k) (n—|—1> comn >
= n p
f=p \P p+1

Solucdo: Pela relagcdo de Stifel

()= o)) =)

Entdo, aplicando somatorios,

3Joseph-Louis Lagrange (Giuseppe Luigi Lagrancia) (1736-1813) foi um matematico e astrénomo italiano.
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EG)=1al)= () ()
i \P) =, \p+1 p+1 p+1

Como pela defini¢ao 2.1.1 ( p )zO, temos:
p+1
2G)-G)
i=p \P p+1

"1k 1 1 1 1
Exemplo 2.1.8. Mostre que Z —( ) =— (p) +— (p+ ) + .4 - (n)
i—pk\p/ p\p/ p+1\ p n\p

2.2 Somas polinomiais

O uso dos nimeros binomiais é uma ferramenta no calculo das somas polinomiais. E comum
calcular somas de quadrados ou cubos partindo do desenvolvimento dos bindmios de Newton.

n
Para calcular 12 +22+3%2 + ... +n? = Z kz, observa-se os desenvolvimentos a seguir
k=1

(1-1P¥=13-3.12.143-1-12-1°
2-1P=2"-3.22.143.2.12- 13
(3—1P=3%-3.32.14+3.3.12—-1°

(n—1P=n*-3.n2-143.n-12-13
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Entdo, mais uma vez, somando todas as equa¢des membro a membro e efetuando os devidos
cancelamentos fica-se com

0=n’—3- (12422432 + .. +n*)+3-(14+24+34...4n)—n
n

3
k=

KR=n+3-(14243+...4n)—n
1

Ou seja, aparece uma dependéncia. Para que seja calculada a soma dos n primeiros quadrados
precisa-se, inicialmente, saber calcular a soma dos n primeiros naturais.

Para isso desenvolve-se os produtos notdveis

(1-1)2=12-2-1-1+1°
2-12=22-2.2-1+1°
(3—1)>=32-2.3-1+12

(n—12=n*-2-n-1+1?

Somando todas as equagdes membro a membro e efetuando os devidos cancelamentos resulta
que

0=n>-2-(14243+...4n)+n

n
ZZk:nz—f—n
k=1

i o n’+n
k=1 2
Voltando a soma dos quadrados

n2+n
2

n

n
3y iP=n’+3-
k=1

ikz_ 2n3 +3n%+3n—2n _ n(2n*+3n+1)
= 6 B 3!

ikz ~ n(n+1)(2n+1)
= 3!
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Pode-se escrevé-la como uma soma de nimeros binomiais

Zkz _ (n+1)n +2(n+1)n(n— 1)
~ 2! 3!

’ o, n+1 n+1
Y K= , )2,
k=1
Ora, para calcular a soma dos n primeiros cubos serd necessdrio, previamente, saber a soma dos
n primeiros quadrados! Que por sua vez € necessario conhecer a soma dos n primeiros naturais!

Imaginem entdo para calcular a soma de um polindmio de grau 8? Tem-se que conhecer cada
uma das somas dos polindmios de graus menores que 8. Tem-se, entdo, um impecilio.

Nao se desesperem! Para nossa sorte, existe uma boa solucao!

Lema 2.2.1. E possivel escrever um mondémio de grau d na varidvel n como um produto de d
fatores do 1° grau em n mais um polindmio residual que tem grau menor ou igual ad — 1

n? =nd+ P'(n)

Prova:
P(n)=n?—n(n—1)(n—2)..(n—d+1) =

=nd —pd +ad_1nd*1 —|—ad_1nd*1 +...+an+ay= ad_lndfl +ad_1nd*1 +...+ain+aop.

Teorema 2.2.2. Todo polinémio f de grau menor ou igual a d, na varidvel n, pode ser escrito,
de uma unica forma, como combinacao linear dos seguintes polindbmios

Py(n) = (g) =1
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n) _nn—1)(n=2)..(n—d+1) 1 ,
d! d!

Pu(n) = (d

Ou seja, f(n) = agPo(n) +aPi(n) +axPs(n) + ... + ayPy(n).

Prova:
A demonstracdo estd dividida em duas partes.

Existéncia:
A demonstracdo seguird por induc¢io em d

Para d = 1 tem-se

n n
f(n):a0+a1n:a0.1+a1.n:a0<0)+a1<1) comayg=0pea =0

Hipdtese indutiva: todo polindmio de grau menor ou igual a d pode ser escrito como combina-
A0 linear dos binomiais | - " " "

¢ 0/’\1)°\2)""7"\d/)’

Seja agora f(n) um polindmio de grau d + 1

f(n)=ag+an+ay;y®+...+agn +ay n?*!

Pelo lema 2.2.1 escreve-se

f(n)=ag+an+am®+...+agn +ag n(n—1)(n—2)...(n —d) + P'(n)

P'(n) tem grau menor ou igual a d e ainda, ag + ayn+ an® + ... + agn® = P(n). Ora, P(n) +
P'(n) tem grau menor ou igual a d, denote essa soma de Q(n). Entdo escreve-se

) = 00) 4 agin(n = 1) 2)en =) (531 = 00 + e ()

Pela hipétese indutiva Q(n) = < ) + a; <’11) +a ( ) +..toy ( d) entdo
n n n n agiq
f(n):oco(0>+oc1(1>+a2( >+ +Ofd(d)+06d+1( 1>’Comad+1:(d++1)!'
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Unicidade:

Considere agora que existem @;’s e f3;’s tais que

o) () +an(3) +oraal’y) =mo(5) +81(}) +2(5) -t ()

Tem-se que o = By (mondmios de grau 0 ou o = By = 0).

Hipdtese de indugdo: Se o (1) + o (2> +.o oy (d) tem grau menor ou igual a d e

Considere agora

f(n)=oy (Y) +062(Z> + o Ol (d:lt 1) e fl(n)=ph (’11) + B2 (Z) + oA Bayi (di 1)

polindmios de grau d + 1.

(o)1) 4 () 0 on 2

Aplicando a propriedade iii) dos nimeros binomais,

alﬁ(n_ 1) -szﬁ (n_ 1) +---+05d+1L (n_ 1) :BIE <n_ 1) +---+l3d+1L (n_ :
I\ 0 2\ 1 d+1\ d 1\ 0 d+1\ d

T ) ()i () )5 () i (]

Realizando uma troca de varidveis n — 1 = m. Fica-se com

2(6)+ 502 (0) =R (0)+ 3 () + o i () e

Mas, pela hipétese indutiva g(m) tem grau menor ou igual a d. Logo,
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Exemplo 2.2.3. Calcular a soma dos n primeiros quadrados utilizando o teorema 2.2.2

Solucao:
Pode-se escrever o polindmio k% como

el eul) ()

) o, O 2oy — ) o0
= 0+ ok + —k?— 2k = L e 22
3 Op+ 0 K+ 5 > o + > 5

Resulta que

k
k> = ap+ ok + o ( 12

Segue que
=0,01=1leay=2.

Entao

k k
k=1 2
Aplicando somatdrios a cada termo

=5 0)2L0)

Por fim, utilizando o teorema das colunas

n
n+1 n+1
k=1
Nao € entdo necessdrio calcular a soma dos n primeiros naturais para descobrir a soma dos
n primeiros quadrados. Mas € fato que para calcular um polindmio de grau 8, por exemplo,
gasta-se um bom tempo até encontrar os 0, ¢, 02, 03, 04, Os, Og, 07 € O3.

O que fazer entdo? Nao se preocupem € descrito a seguir uma grande jogada para otimizar esta
etapa.

M=

k

A principio lembre que por defini¢do (n) = 0 quando n < p.
p

Utilizando ainda a soma dos n primeiros quadrados

oafl) () cnly
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Para calcular o impde-se k =0

0 0 0
7=afy) ra()) rafy) < w0

Para calcular o impde-se k = 1 e ja tem-se que 0 = 0

, | 1 1
1“ =0 0 + ay ) + o ) =0y =1

Para calcular o impde-se k =2 e jatem-se que 0p =0e o) = 1

2 2 2
22:()(()(0)4-061(1)—1—062(2) =4=240 =0 =2

E "de graca"ganha-se os coeficientes oy que sa0 necessarios.

Exemplo 2.2.4. Calcular a soma dos n primeiros cubos.

Solucao:

3 k k k k
Pelo teorema 2.2.2 tem-se k° = oy 0 + o ) + o ) + 03 3
k=0=0p=0.

k=1=01=1.
k=2=0p=8—-2=6.

k=3=0;=27-3-18=6.

k k k
= 3 _
Entao k° = 1(1> +6(2) +6<3)

Aplicando somatdrios em todas as parcelas fica-se com:

e-p ()5 )5 ()-

k=1 k=1

n+1 n+1 n+1 (n+1)(n) (n+Dnn—1) (n+1)n(n—1)(n—2)
("5 )"y ) es(M ) S s =D .

(n+Dn (n=1) (n=1)(n=2)] (n+1)(n) (n=1) (r=1(n=2)
- -[1+6 6 }: : -[1+4 A+ -
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(n+1n |2 (4n—4)+(n2—3n+2) (n—l—l)(n).(nz%—n) [(n
2 2 2 2 2 2

n

Exemplo 2.2.5. Mostre que 1> +33+ 5%+ ..+ (2n—1)> =} (2k—1)°.

k=1
Solucio: Zn:(Zk— 1)° = Zn:(8k3 —12k* 4+ 6k—1)
k=1 k=1
i(zk—1)3 :8Zn:k3—12zn:k2+6zn:k— Z 1=
k=1 k=1 k=1 k=1 k=1

=38

(2 we(3) o)) o (2 (13 e

=+ 1)n+4(n+nn—1)+2(n+)n(n—1)(n—2)—n=

=n?+n+4nd —4n+2n* —4n® — 20> +-4n—n=2n* —n> =n?(2n> - 1).

|
=8<”J2r1> +48(’H3_1> +48(”Il> —12(”;1> —24(”?1) +6(”+1
("3)

n+1
2

2

)

)-n-

27



CAPITULO 3

Somas infinitas

"Aquiles nunca pode alcangar a tartaruga; porque na altura em que atinge o ponto donde a tar-
taruga partiu, ela ter-se-4 deslocado para outro ponto; na altura em que alcanca esse segundo
ponto, ela ter-se-a deslocado de novo; e assim sucessivamente, ad infinitum."(KIRK E RAVEN,
1979)

A sitagio acima refere-se a um dos paradoxos de Zendo de Eléia!, Aquiles e a tartaruga: Aqui-
les e uma tartaruga disputam uma corrida. Ao iniciar a prova, Aquiles dd um espaco X de
vantagem ao animal, que se move com metade da velocidade do her6i. Deste modo, quando

Aquiles percorrer o espaco X, a tartaruga terd percorrido 5 Quando o herdi tiver percorrido o

X ) ) . X . .
novo espago —, a sua rival terd percorrido mais 1 desta maneira, segundo Zendo, por mais

rapido que Aquiles tente correr, nunca vencerd a corrida.

: . . : X
Aquiles teria entdo que percorrer as distancias X, —, para tentar alcancar a

tartaruga. Pode-se escrever o espaco total percorrido por Aquiles:

Tem-se entdo uma "soma infinita".

No ’Conceitos fundamentais da matematica’, Caraga (1951), simula um didlogo entre leitor e
autor indagando as caracteristicas de somas com uma quantidade infinita de parcelas (adap-
tado):

"Podemos chamar soma a entidade 1+ 5 + ) + ...+ o +...7 Nao é verdade que a adicdo é
uma operacdo que envolve um nuamero finito de parcelas? Que acontecera entdo se esta enti-
dade, apesar de revestir a aparéncia duma soma, nao possuir as suas propriedades? Nao sera
perigoso continuar a chamar-lhe soma? Aquilo a que chamaste soma duma infinidade de par-

celas, vamos dar, desde j4, outro nome; vamos passar a chamar-lhe uma série."

1Zendo de Eléia (490 a.C. - 430 a.C.) foi um filoséfo italiano pré-Socrates e membro da Eleatic School.

28
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Entdo mostra nas piginas seguintes, conceitos de convergéncia e divergéncia, resultados essen-
ciais das propriedades associativas e comutativas, séries de termos positivos e, um tipo espe-
cifico de séries que gozam das mesmas propriedades da soma, ou seja, vale a comutatividade,
a associatividade. Essas séries sdo chamadas séries convergentes absolutas ou absolutamente
convergentes e € vislumbrado algumas destas neste trabalho.

Seja a série a; +ay + ... +a, + .... Denota-se suas somas parciais:
S1=a;
S =a;+a

S3=a;+ax+az

S, =a1+a+az+...+ay

Toma-se a sequéncia Sy, S2, S3, ..., Sy, ... como sequéncia que define a série.

Definicao 3.0.6. Se existe S tal que S = lgn Sy, entdo a sériea; +ar» + a3+ ... +a, + ... € dita
n—o0
convergente. E,

at+ayt+az+...+a,+...= Zak:S.
k=1

[}

Definicao 3.0.7. Uma série Z ay € chamada absolutamente convergente ou de convergéncia
k=1

oo

absoluta se a série de valores absolutos Z |ay| for convergente.
k=1

Alguns critérios para testar a convergéncia de uma série:

i) Critério do termo geral: Se a série a; +a +as + ... +a, + ... converge, entdo lim |a,| = 0.
n—yoo

Prova:
Pelas somas parciais tem-se que S,, = S,,—1 + ay.

Chamando lim §,, = S e aplicando limite a todos os termos,
n—oo

Tem-se lim S,, = lim S,,_{ 4+ lim a,
n—oo n—oo n—oo

Logo, lima, = lim §,, — lim §,,_1 =S-S5 =0.
n—yoo n—o0 n—oo
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Corolario 3.0.8. Se lim a, # 0 entdo a série é divergente.
n—soo

Exemplo 3.0.9. Analise a convergéncia ou divergéncia da soma dos termos de uma progressiao
geométrica infinita.

Solucao:
Seja (a1, a», as, aa, ..., an, Ap+1, -..) termos de uma progressdo geométrica infinita de razdo g e
a;’s 75 0.

O termo geral de uma progressio geométrica é dado por, a, = a,_1 -q = a1q" .

Sejaa +ar+ ... +an+dpi1+... = i aiq".
k=1
Considere a soma parcial S, = a; +az + ... + a,. Multiplicando S, por g fica-se com a soma
qSp =qa1+qar+ ... +qay, =ax+az+ ... +ayy1.
Subtraindo estas duas somas,

Sn—qSn=(a1+ar+...4a,) —(aa+azs+..4apt1) =a1+ (a2 —az) + ... + (an — an) — an+1

n

l—gq

(1—q)Sp=a1—ap1) =a1—a1d"=a1(1—-¢") = S, =a 1_q,paraq;ré 1.
~ 1-0 aj
Se |g| < 1, quando n — oo, entdo ¢" — 0, logo S, —>a11 =1
—q —q

Ese|q| > 1, 1i_r>n q" # 0, logo pelo coroldrio 3.0.8, a série diverge.
n—roo

i1) (Guidorizzi, 1991) Critério da comparagao: Sejam as séries de termos positivos aj + ap +
az+...+a,+...eby+by+b3+...4+b,+...coma, < by,

ay = oo, entao Z by = oo, ou seja, divergem,;
k=1 k=1

* Se

* Se by converge, entao Z ay também converge.
k=1 k=1
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|
Exemplo 3.0.10. Mostre que a série harménica Z — édivergente. E que a série dos quadrados
=11

dos niimeros harmoénicos

[e]

> € convergente.

k=1

Solucio:
Inicial t ! 1, L1 !
nicialmente, | — | = = =y ey = e

n 2737w

1111111 1

Considere a sequéncia (b,) = (5, 1188 ) note que cada termo satistaz b, < e
E ainda a série
1+1+1+1+1+1+1+ _1+ 1+1 n 1+1+1+1 b
2 4 4 8 8 8 8 T 2 \4 4 8 8 8 8) T
= Z Z diverge!

! N 1 11 1 o
Logo, pelo critério da comparacao 1 + — 5 + = 3 + - 1 + - 5 +.. —|— + ... também diverge.
Agora tome

1 1
- -, > 1
(cn):{ n—1 "
l,sen=1
Entao |
1
= — —h e ol /
Z cp=1+ Z (n— I n) 1+1 r}l_r)rolon 2, série convergente!
1 . - P
Mas ¢, = —— > —, logo, pelo critério da comparagao, Z — também converge.
n“—n n =n
. L. |
De maneira geral, as p-séries (Z k_P> converge, se e somente se, p > 1:
k=1
N iy
* p> 1, entdo — < — e a série converge.
n? n
.1 1 e
*0 < p<1,entdo — > — e a série diverge.
n? n
iii) Critério da razdo: Seja a série a; +ar + a3z + ... +a, + ... se existe li_r>n Antl) _ L, entdo,
n—oo | dy
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quando:

L < 1 = convergéncia absoluta,

L > 1 = ndo convergéncia,

L =1 = nao diz nada.

ap+1
an

=L<I.

Prova: Inicialmente suponha que lim
n

—>00

Uma sequéncia (a,) tem o limite L, se para todo € > 0, existe um ndimero N > 0, tal que
lap, — L| < € para todo inteiro n > N e escreve-se lim a, = L.

n—soo

an+1

Escolha M tal que L <M < 1. Existe N > 0 tal que < M para todo n > N. Entéo,

n
pode-se escrever as seguintes desigualdades

|an+1| < lan|M
lan-2| < lan+1|M < |ay|M?

a3 < lan+2|M < |an+1|M* < |ay|M?

Note que os termos do lado direito de cada desigualdade estdo em progressdo geométrica.

A soma da progressdo geométrica Z lay|M* = |ay|M + |ay|M? + |ay|M> + ... + |lay|M" + ...
k=1
converge ja que M < 1. Entdo, pelo critério da comparagdo,

Z lay k| = lan+1|+|an+2| + lan+3| + ... + |an4n| + ... também converge.
k=1

[}

Logo, Z |a,| também é convergente, jd que retirar um nimero finito de termos (n = N — 1)
k=1
ndo afeta a convergéncia.

an+1
an

De modo anélogo verifica-se que quando lim

= L > 1 a série diverge.
n—soo

1
E quando L = 1 nada pode-se dizer, vide o exemplo anterior das p-séries que em ) — diverge e
n

em ) — converge, e em ambos 0s casos, pelo critério da comparacao,
n2

1 1
lim | 21 :hmnz—f—Z—n—Hzl
N—3o0 1 N300 i

n n?
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Na obra ’Virias Faces da Matematica’, Avila (2007), relata a série de Suiseth? Z %

k=1
"Suiseth achou o valor 2 para a soma por meio de um longo e complicado argumento verbal.
Mais tarde Oresme® deu uma explicagio geométrica bastante interessante para a soma da série.
Observe que essa soma € igual a drea da figura formada com uma infinidade de retangulos
verticais, como ilustra a Figura 3.1. O raciocinio de Suiseth, combinado com a interpretagcdo
geométrica de Oresme, se traduz simplesmente no seguinte: a soma das areas desses retangulos
verticais € igual a soma das dreas dos retdngulos horizontais da Figura 3.2. [...] A soma das
areas dos retangulos da Figura 3.2 € agora dado pela soma da série geométrica

Figura 3.1 soma dos retdngulos verticais.

Figura 3.2 soma dos retangulos horizontais.

Richard Swineshead (ou Suiseth) foi um matematico inglés que fazia parte do grupo Oxford Calculators of
Merton College entre 1344 e 1355. Este grupo voltou a ter destaque nos estudos das séries infinitas 1700 anos
depois de Arquimedes e a quadratura da parabdla.

3Nicole Oresme (1320-1382) filos6fo francés e bispo de Lisieux. Mantinha contato com o grupo de pesquisa-
dores de Oxford e contribuiu na investigacdo de vdrias das séries surgidas e estudadas na época.
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111 =
S=l4-+-Fct..=Y —
T2taTeT n;)zn

Isso permite obter a soma da série original, pois sabe-se somar os termos de uma série geomé-

trica pela formula § = (neste caso r = E) que da pra essa ultima série o valor 2."

1 2 3
Exemplo 3.0.11. Somando a série de Suiseth 3 + 1 + 3 4.+ % +...

Solucio:
Inicialmente nota-se que € uma série de convergéncia absoluta:

Pelo critério da razéo,

n+1
T rH—l_l. n+1 2"_1. n—|—1_1<1
ngrc}o n —nl—rg;lo ontl gy _n1—r>I<}o on | 2
2]’!
Entao,
n
k
S=Jim Y. o
"k+1-—1
S_ngrgo];l 2k

| " k—1
S=tm Lot im L e

O | " k—1
S=tim Y op g fim b sy =158
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3.1 Convergéncia das somas infinitas telescopicas

No Matematica e Natureza, Janos (2010), mostra um exemplo do uso das somas telescopicas
através dos numeros triangulares:

"Ntmeros triangulares (Figura 3.3) sdo aqueles que correspondem as linhas de objetos coloca-

k(k+1
2

dos como em um jogo de boliche, isto €, na forma ) A série triangular é a soma dos

inversos destes nimeros

N

Figura 3.3 Numeros triangulares.

S—1+1+1+1+1+1+ "
- 36 8 10 15 7

Adiante, Janos, explica como Leibniz* fez o célculo desta soma:

"Leibniz, primeiro, dividiu todos os termos por 2

S_1+1+1+1+
2 2 6 20 30 7

Depois, genialmente, ele notou o seguinte padrao,

4Gottfried Wilhelm von Leibniz (1646-1716) foi um categérico matematico, fisico e filésofo alemio.
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1°term0:l:1—l

2 2
2°term0——:%—%
?)"termo_—:%—;1
4°term0=2—10:%—é

Portanto

S_y byttt
2 272 33 44
§=2"

Nota-se entio que Leibniz, utiliza a propriedade telescopica dos somatorios para realizar o cal-
culo. E percebido que a série dos numeros triangulares € de convergéncia absoluta. Mas, como
se deve proceder na andlise da convergéncia de uma série telescopica?

Bem, considerando a soma telescOpica, entao Z (ax — agr1) = ap — ant1
k=1

Na série telescopica tem-se,

—»00

oo n
Z ax — ajy1) Z Ay —apr1) = hm a — hm N Gy = Ay — l1m N dip.

Logo, na série triangular,

2 A+ B A(k+1)+Bk _(A+B)k+A
k(k+1) &k k+1  k(k+1) k(k+1)

=A=2eB=-2.

5 2.2 2 ¢ result
. = - — — 0g0, d, = — € resulta que
kk+1) k kel n d

<%_L) :%—lim%:2—0:2.
1

ey
=
—
o
o




CAPITULO 4

Proposta Pedagogica

O objetivo deste trabalho € mostrar meios que possam facilitar o contato dos alunos com diver-
sos tipos de somas, tais como telescopicas, com nimeros binomiais, polinomiais, com potén-
cias fatoriais negativas e somas infinitas. Em particular, as somas polinomiais, que é calculada
hoje em dia, quando vista no conteudo do ensino médio, de modo recursivo, através dos bino-
mios de Newton (x—1)".

Este trabalho traz uma alternativa para que o aluno possa, com alguns conhecimentos prévios,
calcular de maneira mais rdpida e direta somas polinomais.

E recomenddvel que a aplicacdo desta pratica seja realizada em turmas do 2° ano do ensino
médio j4 familiarizadas com os contetidos: progressdes aritmética e geométrica, sequéncias
numéricas, bindmio de Newton e o tridngulo de Tartaglia-Pascal (relagcao de Stifel).

O uso de recurso visual, como slides ou projetor, é estimulante, principalmente que pode-se
mostrar o compartamento de algumas sequéncia com softwares especificos. Porém, os bons e
velhos pincel e quadro; 14pis e papel satisfazem um bom rendimento didaético.

Previsto o uso de uma semana, com 5 aulas, para detalhamento e realiza¢ao de exercicios pro-
postos e avaliativos.

Antes de iniciar a sequéncia didética, é fundamental que o professor sonde os conhecimentos
prévios necessdrios do aluno, para que, tendo certeza do dominio destes, o aproveitamento seja
o melhor possivel. Caso seja notada dificuldades prévias € necessario uma reciclagem dos con-
ceitos de progressoes, sequéncias e bindmios, e neste caso, s6 a partir dai contabilizar o tempo
previsto.

O processo inicia com a definicdo de somatdrios ()) e suas propriedades, dando énfase a pro-
priedade telescépica e aplicagdes. Tempo previsto de duas aulas.

Em seguida, utiliza-se a propriedade telescopica na soma dos elementos de uma coluna do tri-
angulo de Tartaglia-Pascal e apds, inicia-se o processo para calcular somas polinomais.

Neste momento, vale mostrar o método recursivo, afim de fazer com que o aluno analise e

compare as duas alternativas. A soma de polindmios do primeiro grau pode ser interpretado
como a soma dos termos de uma progressdo aritmética € ndo merece, neste momento, dema-

37
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siada atencdo. Comeca-se entdo pela soma de polindmios do segundo grau. Como exemplo
introdutdrio, a soma dos quadrados de 1 an, com n € N.

Através do teorema 2.2.2 o professor mostra que todo polindmio f de grau menor ou igual a
d, em n pode ser escrito, de forma tnica, como a soma de binomiais em n. E desta maneira,
aplicando a soma dos elementos de uma coluna do triangulo de Tartaglia-Pascal chegar a uma

n
férmula fechada para Z k?. Com a aplicacdo de problemas propostos, previstos duas aulas.
k=1
Na dltima aula prevista, faz-se necessaria a realizacdo de uma avaliacdo afim de diagnosticar
do aluno: conhecimento e dominio do conceito e das propriedades dos somatorios; reconhecer
quando pode utilizar a propriedade telescopica na resolucdo dos somatdrios e saber aplica-la;
uso do teorema 2.2.2 no célculo de somas poliomiais.



CAPITULO 5

Problemas Propostos

Problema 5.1. (ITA) Suponha que a equacao algébrica:

10
x4 Z apxX'+ap=0
n=1
tenha coeficientes reais ag,ay, ...,ao tais que as suas onze raizes sejam todas simples e da forma
B +iy,, emque B,%, € R, eo0s ¥, n=1,2,..., 11, formam uma progressio aritmética de razio
real ¥ # 0. Considere as trés afirmagbes abaixo e responda se cada uma delas é, respectiva-
mente, verdadeira ou falsa, justificando sua resposta:

I. Se B =0, entdo ag = 0.
II. Se ajp =0, entao B = 0.

III. Se B =0, entdo a; = 0.

52 53 5n+1
Problema 5.2. (Peru/2004) O valor da soma 5 - (g) + 5 (’11) + 3 (n) +...+ : (n)

é igual a:
5n+1_1
n+1
n+1
61 —1
n+1
6n+1_1
n+2
5n+1_1
n+2

a)

b)

c)

d)

e)

Problema 5.3. (EUA/2001) Sabendo que

3 n 4 n 5 - 2001 n 1
11421430 21431440 31441450 7 1999!+2000! +2001! ~ 2001!

39
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vale k. Entdo o valor de 2008k é igual a:
a) 2008

b) 1004

c) 502

d) 2009

e) 251

Problema 5.4. (URSS) Calcule o valor das somas:

2) (g) cos(x) + (’i‘) cos(2x) + (Z) cos(3x) + ... + (Z) cos((n+ 1)x)
b) (g)sen(x)+-(7)sen(2x)+-(Z)sen(3x)%—“.+-(:>sen(0r+])x)

Problema 5.5. (URSS) Mostre que
67 T 2nmw 1
— ...Fcos =——.
2n+1 2n+1 2

2n n 4w n
cos cos cos
2n+1 2n+1

L k
Problema 5.6. (ITA/73) A solugdo da equacao (com n natural): log, Z {ﬁ] x=1,

1 = k+1
comu = (n+2)!’é:
2
D )=
2
) — =
)n(n—l—l)!—l
c) 2
(n+2)!—(n+2)
(n+1)!—1
d 2n
e) NDA

1 2 3 k—1
Problema 5.7. (Escola Naval) O valor da soma: S = ol + 3 + i} +...+ 0

é igual a:
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a)I—E

1
ck!-1
d) k!+1

el

Problema 5.8. (Peru/2005) Seja:

100 1

O valor de ajop — Z = é:
=2 n:

a)s
b) 7
c)2
d 8

e) 10

41

Problema 5.9. (ITA) Sejam a,,a,,a3, ...,a, nimeros reais. A expressio (a; +ap +az+ ...+

a,)? é igual a:

n n

i=1 j=1

bYa+y (iaiaj)

i=1 i=1 \j=1
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n ’ n n
c) Zai + (2> Zaj
i=1 j=1
n n
d) Z Z aa;
i=1 \j=1

e) NDA

100
1
Problema 5.10. (SVSU 2012 Math Olympics) Encontre o valor da soma 1;1 K1)

99
) 100
1
10100
100
) To1
194

AT

e) NDA

b)

Problema 5.11. (Olimpiadas Colombianas de Matematica/1998) Qual € o valor da expressao
1 1

[——
log>100! + log3100! + 1og4100! et log100100! "
a) 0,01

b) 0,1
c)l
d)?2
e) 10

999
1
Problema 5.12. (OBM) Calcular a soma .
(OBM) ,;)(3k+1)(3k+4)

Problema 5.13. (Olimpiada Iberoamericana de Matemadtica - Venezuela/1992) Para cada in-
teiro positivo n, a, € o ultimo digito do nimero 1 +2 + 3 + ... + n. Calcularay +az+az+...+

argg2.



5.16 GABARITO

Problema 5.14. (Singapura/1998) Calcule:

1 1 1 1
+ + +.+
2V1+1V2  3v2+2V3  4V/3+3V4 100/99 +99+/100

Problema 5.15. (EUA/1992) Mostre que:
1 1 1 1 1

cos(-cos1 + cos1-cos?2 + cos2-cos3 toe cos88-cos89  sen’l’

5.16 Gabarito
51 VVF
52 ¢

53 b

2 2
n~2|— a b)ZHCOS“%senn;

54 a) 2“c0s“%cos
56 ¢
5.7 a
58 ¢
59 d
5.10 ¢

511 ¢

1000
3001

5.13 6984

v100
100

5.12

514 1—
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