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Resumo

Nesta dissertacao sera apresentado inicialmente um breve historico sobre o desen-
volvimento do estudo das recorréncias e suas implica¢oes dentro do estudo da matematica
elementar. As recorréncias e suas aplicagoes tém grande participacdo na resolucao de
problemas de diversas areas da matematica. Algumas dessas aplicagdes serdo demonstradas
aqui com o intuito de proporcionar ao leitor uma maior diversidade de problemas capazes
de serem apresentados aos alunos numa sala de aula do ensino médio de forma cativante
e que instigue esses alunos a se sentirem desafiados e motivados a buscar a solugao de
tais problemas. Apresentarei aqui alguns problemas classicos para que seja possivel fazer
algumas analises e procurar solugoes alternativas que demonstrem mais simplicidade de ra-
ciocinio e menos uso de métodos de solugoes sofisticados da matematica, métodos esses que
fogem do escopo do ensino médio. Analisarei algumas sequéncias elementares, progressoes
aritmética e geométrica, métodos cognitivos de solugoes de recorréncia, além de algumas
breves explicagoes e exemplificagoes a respeito das classificagcdes das recorréncias quanto a
ordem. Finalizando este trabalho, e como principal objetivo deste, serao apresentados e
desenvolvidos trés problemas didaticos criados pelo autor que servirao de sugestao para
que o leitor, como professor, apresente aos seus alunos como forma de motiva-los e mostrar

a vastidao e beleza da matemaéatica.

Palavras-chave: Recorréncia, Sequéncias, Progressoes, Recursao, Matemaética

Discreta, Contagem, Educacao, Ensino e Aprendizagem.






Abstract

This dissertation will initially present a brief history about the development of the study
of recurrences and their implications within the study of elementary mathematics. The
recurrences and their applications have great participation in solving problems of several
areas of mathematics. Some of these applications will be demonstrated here in order
to provide the reader with a greater diversity of problems that can be presented to the
students in a high school classroom in a captivating way and that instigates these students
to feel challenged and motivated to seek the solution of such problems. I will present some
classic problems here so that it is possible to do some analysis and seek alternative solutions
that demonstrate more simplicity of reasoning and less use of methods of sophisticated
mathematical solutions, methods that fall outside the scope of high school. I will analyze
some elementary sequences, arithmetic and geometric progressions, cognitive methods of
recurrence solutions, as well as some brief explanations and examples of order recurrence
classifications. At the end of this work, and as the main objective of this work, three
didactic problems created by the author will be presented and developed as a suggestion
for the reader as a teacher to present his students as a way to motivate them and to show

the vastness and beauty of mathematics.

Keywords: Recursion, Sequences, Progressions, Recursive, Discrete Mathematics, Count-

ing, Education, Teaching and Learning
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Introducao

No que diz respeito a escolha do tema abordado nesta dissertacao, a decisao por
esta abordagem das recorréncias dentro da sala de aula do ensino médio foi devido a
percepcao da grande auséncia que existe no ensino basico de um ensino da matematica
mais dedutivo e menos decorativo, sabemos que, dentro do ensino médio, excetuando as
progressoes aritmética e geométrica, pouco ou quase nada é falado a respeito das relagoes
de recorréncia e equagoes de recorréncia e até mesmo essas progressoes muitas vezes
sao tidas como contetidos decorativos e cujos problemas relacionados se resolvem pela
aplicacdo de meras formulas matematicas. Acredito que seja de fundamental importancia
se trabalhar, com nossos alunos do ensino médio, os mais diversos tipos de sequéncias que
possam ser compreendidas com esfor¢co mental e o conhecimento da matemética elementar,
devemos atribuir mais valor aos problemas abordados, dando a eles uma importancia real
e/ou uma beleza intrinseca que vai muito além de calcular apenas alguns termos de uma
sequéncia ou a soma de alguns desses termos. O trabalho sera subdividido em capitulos
que servirdo de bases para se conhecerem as recorréncia dentro da profundidade que o
autor julgar ser o ideal para o ensino médio. Os capitulos vao se desenvolver de forma
gradual, para que, ao final desse trabalho, possam ser feitos alguns problemas de maior
complexidade, mas de grande valia didatica para o professor, que deve sempre incentivar o
aluno a resolvé-los de forma pensante, analitica e qualitativa, e ndo mecéanica e automatica.
As progressoes e as séries cldssicas terao também seu lugar nesta dissertacao. Elas serao
apresentadas e discutidas, mas ndo de forma enfatica, tendo em vista a ja existéncia de
alguns materiais do ensino médio que fazem esse trabalho. Sera dada aqui mais énfase
ao ineditismo dos problemas matematicos recursivos que possuem grande criatividade na
resolucao e poder de atrair os alunos com a sua beleza intelectual. Esse trabalho servira
basicamente como um norte para aqueles que desejarem conhecer mais a respeito das
recorréncias e para professores que desejarem adiciond-las ao seu método de ensino. E
necessario reforcar que os materiais que devem ser tratados no ensino médio precisam
envolver emocionalmente e intelectualmente os alunos na matematica e é com este intuito
que se faz este trabalho, mostrar, nesse duro trabalho, que as minuciosas nuances que
existem na matematica discreta, mesmo sem o aprofundamento da matematica superior;

podem ser belissimas e s6 tém a contribuir para o ensino da matematica no Brasil.
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1 Objetivos: Geral e Especificos

1.1 Objetivo Geral

Descrever e estudar problemas classicos de recorréncia e suas variagoes/generalizagoes,
a fim de aplicar os resultados dessa abordagem didéatica no ensino médio, com foco nos
temas de Sequéncias e Contagem. Os problemas "chave", a serem tratados no ultimo
capitulo deste trabalho, tendem a trazer para o leitor uma visdo ampla da facilitacao que

o tema recorréncia pode trazer para a resolucao de diversos problemas do ensino médio.

O problema do ntimero de formas distintas de se subir uma escada de m degraus
dando saltos de até n degraus por vez serd aqui distribuido e analisado de forma minuciosa
para que o professor possa identificar a infinidade de problemas que podem ser extraidos

desse problema base.

O problema das senhas alfanuméricas vem seguindo a mesma linha do anterior e
pode ser comparado a qualquer outro problema que trate dos diferentes posicionamentos
entre quaisquer coisas, nao necessariamente entre numeros e letras, mas literalmente
qualquer coisa, a variedade de subproblemas que podem se originar a partir deste esta

restrita apenas a criatividade do leitor.

Por 1ultimo teremos a resolu¢ao de um problema que trata das permutacoes cadticas
e 0 quanto esse tema é relevante e pouquissimo abordado nas salas de aula do ensino médio.
Ele sera visto aqui de forma didatica para que até aqueles que nunca tiveram contato com

o tema possam ter o completo entendimento.

1.2 Objetivos Especificos

1. Identificar uma relacao de recorréncia em problemas gerais;
2. Montar e desenvolver a equagao aberta de recorréncia;
3. Quando possivel, transformar a relagao recursiva em uma féormula fechada;

4. Estudar as solugoes classicas e as generaliza¢oes dos seguintes problemas: Fibonacci;

Torre de Handi; Senhas Alfanuméricas; Filas; Escadas;

5. Aplicar os resultados dos estudos anteriores em turmas do Ensino Médio, a fim de

verificar a eficicia da estratégia de resolucao destes problemas.
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2 Um Pouco de Historia

2.1 Uma breve viagem pela histéria do nascimento

das sequéncias

Por volta de 5.000 anos atras, os egipcios depararam com o que seria um dos
primeiros problemas envolvendo sequéncias que se tém registro. Em certos periodos, o Rio
Nilo era acometido por grandes enchentes que ocorriam de forma, até entdo, impossivel de
serem previstas, o problema era que os egipcios tinham que plantar em periodos que nao
ocorressem enchentes para garantir seus alimentos. Sendo assim, eles perceberam que o rio
subia logo depois que a estrela Sirius se levantava ao leste, um pouco antes do sol. Foi
notado entao que esse fato ocorria a cada 365 dias, os egipcios criaram entao o que eles
chamavam de calendario solar. Composto de 12 meses, 30 dias cada més e mais 5 dias de
festas dedicados aos seus deuses. Sendo assim, os egipcios foram capazes de dividir os doze
meses entre os periodos de semear, crescer e por fim colher, em que cada periodo possuia

4 meses.

No periodo por volta de 1900 a 1600 a.C., na Mesopotamia, surgiu um dos artefatos
que mais chamam a aten¢ao dos matematicos, a Tableta Plimpton 322 onde havia a soma
da sequéncia 2° + 2! + 22 4 ... + 2% e era possivel identificar a soma da série dos 10
primeiros quadrados naturais 12 + 22 4 32 + ... + 10°.

Figura 1 — Tableta de Plimpton 322 -
https://www.obaricentrodamente.com/2008/11/ternos-pitagricos__16.html

Alguns problemas incrivelmente complexos para a época ja se encontravam re-
solvidos pelos Babilonicos em muitos papiros, o Egito, apesar de também possuir uma
matematica ja apurada, nunca alcangou o nivel dos Babilonicos. Um dos Papiros egipcios
continha 85 problemas incrivelmente interessantes, que relatavam algumas aplicagoes das

sequéncias para aqueles povos.

Esse papiro foi adquirido no Egito pelo egiptologo escocés A. Henry Rhind, sendo
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mais tarde comprado pelo Museu Britanico, O papiro Rhind foi publicado em 1927. Tem
cerca de dezoito pés de comprimento por cerca de treze polegadas de altura. Porém, quando
o papiro chegou ao Museu Briténico ele era menor, formado de duas partes, e faltava-lhe a

porcao central.

Cerca de quatro anos depois de Rhind ter adquirido seu papiro, o egiptdlogo
americano Edwin Smith comprou no Egito o que pensou que fosse um papiro médico.
A aquisicao de Smith foi doada a Sociedade Histérica de Nova York em 1932, quando
os especialistas descobriram, por sob uma camada fraudulenta, a parte que faltava do
papiro de Ahmes. A Sociedade, entdo, doou o rolo de pergaminho ao Museu Britanico,
completando-se assim todo o trabalho de Ahmes. O papiro Rhind é uma fonte primaria
rica sobre a matematica egipcia antiga, deixando evidéncias de que sabiam fazer a soma

dos termos de uma progressao aritmética.

O seguinte problema envolvendo o conceito de progressoes se encontrava no Papiro

Rhind.

e Divida 100 paes entre 5 homens (hy, ha, hs, hy, hs)

Mas faga isso de modo que o h; (homem 1) receba menos que todos os outros e, a partir
da quantidade por ele recebida, adicione-se um determinado ntimero “r” de paes para
chegar a quantidade do segundo, ap0s isso adicione a mesma quantia “r” a quantidade do
segundo para se chegar a quantidade do terceiro e assim sucessivamente até aquele homem
que receberd a maior quantia de paes (hs). Além disso, pede-se que um sétimo da soma

das trés partes maiores (hs, hy, hs) seja igual & soma das duas menores (hq, hs).

Sabemos se tratar de um problema de progressao aritmética e de solugao relativa-
mente simples até para um estudante do ensino médio, mas acontece que esse Papiro é
datado de 1.650 A.C. em uma época em que a matematica estava longe de se parecer com
o cenario que temos hoje. Problemas como esse eram resolvidos a custo de muito trabalho

mental e bragal para se fazer qualquer calculo necessario a sua solugao.

Presume-se que se deve a Pitdgoras (585 a.C. — 500 a.C.) e aos sdbios gregos
que viveram depois dele a criacdo da Aritmética tedrica, pois os pitagoricos conheciam
as progressoes aritméticas, as geométricas, as harmoénicas e musicais, as proporgoes, os
quadrados de uma soma ou de uma diferenga. O Grego Euclides de Alexandria também
teve grande éxito na histéria da matematica, produzindo a obra Os Elementos. A primeira
edicao desse trabalho surgiu em 1482 e depois dessa data ja surgiram mais de mil. Nenhum
trabalho, exceto a Biblia, foi tdo largamente usado ou estudado e, provavelmente, nenhum
exerceu influéncia maior no pensamento cientifico. Afinal, por mais de dois milénios esse

trabalho dominou o ensino de geometria.

Em 1202, Leonardo de Pisa Fibonacci, mateméatico e comerciante da idade média,
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escreveu um livro denominado Liber Abacci, que chegou a nos, gracas a sua segunda
edicao datada de 1228. Esse livro contém uma grande quantidade de assuntos relacionados
com a Aritmética e Algebra da época e realizou um papel importante no desenvolvimento
matematico na Europa nos séculos seguintes, pois, por este livro os europeus vieram a
conhecer os algarismos hindus, também denominados arabicos. A teoria contida no livro
Liber Abacci é ilustrada com muitos problemas que representam uma grande parte do
livro. Um dos problemas desse livro serd ilustrado e solucionado aqui pela fama que ele
conquistou e pelo papel importante que o seu resultado desempenha na matemaética. O
problema pode ser encontrado nas paginas 123-124 deste livro é o famoso problema dos

pares de coelhos.
e O problema da reprodugao de coelhos (Sequéncia de Fibonacci)

Em um ambiente fechado, coloca-se um casal de coelhos. Supondo que, em cada més, a
partir do segundo més de vida, cada casal da origem a um novo casal de coelhos e que os
coelhos nao morrem. Ao final de n meses, quantos casais de coelhos estarao no ambiente?
Observando a figura abaixo, tentaremos montar uma férmula para determinar o nimero
de pares de coelhos restantes apds n meses.

Numero de Pares

e 1

Figura 2 — Coelhos e Fibonacci

-Feita pelo autor.

Meés 0 - Existe apenas um par de coelhos.

Meés 1 - Os coelhos s6 acasalam ao segundo més, logo continua a haver apenas um casal.
Meés 2 - Nesse més a fémea ja deu a luz um par de coelhos, existindo agora dois pares de
coelhos.

Meés 3 - O par original tem o segundo par de coelhos.
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Més 4 - O par original tem mais um par de coelhos. O par nascido no més 2 também dé a
luz e o par nascido no més 3 acasala, mas ainda nao da a luz. Isso faz um total de 3 pares.
Més 5 - Todos os pares que nasceram até ha dois meses dao a luz, fazendo na totalidade 5

pares.

Entao, quantos pares de coelhos nascem em cada més? Como demora dois meses
para cada novo par dar a luz, entao cada par de coelhos que ja existia ha dois meses atras
vai dar a luz um novo par de coelhos. Por outras palavras, o nimero de novos pares de
coelhos de cada més é igual ao nimero de coelhos nascidos dois meses antes. Concluindo, o
numero de pares de coelhos, em determinado més, é a soma dos pares de coelhos existentes

nos dois meses anteriores a este. Matematicamente temos a famosa sequéncia de Fibonacci:
Fn =rp1+ Fn—2

A Relagao mostrada acima, como veremos mais adiante, ¢ uma relagao de recorréncia linear
de segunda ordem homogénea, que nos permite calcular o nimero de pares de coelhos no

enésimo mes.

2.2 Sequéncias Numéricas

Dentro da matematica discreta, quando falamos do conceito de sequéncia existe
uma certa similaridade com o uso comum da palavra, mas na matematica esta recebe uma

defini¢do precisa para que seus casos possam ser tratados com mais exatidao.

2.2.1 - Definicao de sequéncia: Formalmente falando, temos que uma sequéncia
numérica de nimeros reais é uma funcao f(n) cujo dominio D é um subconjunto, I,, =
{1,2,3,...,n} de N* ou o proprio N*; e o contradominio é o conjunto dos niimeros reais,
ou seja, a cada nimero natural positivo n € D é associado um ntimero real f(n), isto é,
f:D—=R

O tamanho de uma sequéncia ¢ definido pelo niimero de termos que esta possui, podendo
existir sequéncias finitas, quando esta possui um ntimero limitado de termos. Caso contrario,

a sequéncia é dita infinita.

E importante ressaltar que nem sempre uma dada sequéncia apresentara uma
lei geral de formacao definida ou conhecida. Para os casos em que a lei de formagao é

conhecida, podemos representar essa sequéncia principalmente das duas seguintes formas:

1. Através de uma expressao matematica que associa a cada n um valor x,,.

Exemplo 2.1.

v, =n*+n+1, (z,)=(3,7,13,21,31,43,...)
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Ty =1/n, (zo) = (1,1/2,1/3,1/4,1/5,. )
zn=n/(n+1), (z,)=(1/2,2/3,3/4,4/5,...)

Se quando n cresce, x, torna-se cada vez mais proximo de um certo nimero real L,
diz-se que a sequéncia infinita x,, converge para L ou tem limite L.

Uma sequéncia que nao ¢ convergente ¢ dita divergente.

2. Através de uma relagdo de recorréncia em que, a partir de um certo termo é possivel

determinar cada termo subsequente a partir de seus antecessores.

Exemplo 2.2. : Sequéncia dos niimeros positivos que sao multiplos de 3, isto é,
(xn) = (3,6,9,12,15,...) Na sequéncia mostrada acima podemos determinar qualquer

termo da sequéncia utilizando apenas a equacao de recorréncia:
Tpt1 = Tp+3,(n>1)
com r; = 3.

Exemplo 2.3. Sequéncia cujo primeiro termo ¢ 2, onde cada termo seguinte ¢é o

quadruplo do seu antecessor, isto é, (z,) = (2,8,32,128, ...)

Tpt1 = Tnd, (Tl > 1)
comzry =2eq=4.

Exemplo 2.4. Sequéncia de Fibonacci; (1,1,2,3,5,8,13,...). Na famosa sequéncia

de Fibonacci temos a seguinte relacao de recorréncia:
Tn+2 = Tp+1 + Xy, (n > 0)7

com g =x; = 1.

2.3 Recorréncia

As relagoes de recorréncia fazem parte de uma técnica (estratégia) matemaéatica
que permite, a partir de casos genéricos construir (deduzir) sequéncias (ou sentengas
ou algoritmos) para os quais seja possivel calcular cada um dos termos dependendo dos
anteriores. Dentro de um problema de Recorréncia devemos estar atentos a dois fatores

importantes, sao eles:

As condigoes iniciais do problema que permitem desenvolver nosso raciocinio para
se chegar a solucao do problema, além de fornecer informagcoes necessarias para a resolucao;

E as préprias relagoes de recorréncia que sao o objetivo do nosso estudo e objeto de
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desejo dentro do problema, pois sao elas que vao possibilitar calcular quaisquer termos da

sequéncia, tendo o conhecimento prévio de alguns termos.

Devemos atentar sempre no fato de que uma sequéncia s6 estd completamente
definida por uma relacao de recorréncia quando sao informados os primeiros termos a

partir dos quais os demais serao obtidos.

As relagoes ou equacoes de Recorréncia determinam cada termo da referida sequén-
cia a partir de certo termo, em funcao dos termos anteriores. Quando a equagao depende
exclusivamente dos termos anteriores, ela é dita homogénea. Se a equacao depender, além
dos termos anteriores, também de um termo independente da sequéncia, dizemos que ela é
nao homogénea.Uma relacao de recorréncia é dita linear quando a funcao que relaciona
cada termo aos termos anteriores é linear.A Recorréncia é dita de primeira ordem quando
cada termo da sequéncia é obtido a partir do termo imediatamente anterior a ele. As
Recorréncias de segunda ordem sao definidas quando cada termo é dependente dos dois
termos imediatamente anteriores a ele, e assim sucessivamente, podemos intuir entao que
uma recorréncia de ordem n é aquela cuja relacao de recorréncia associada dependera dos

n ultimos termos anteriores ao termo de ordem n. Algebricamente temos:

Recorréncias de primeira ordem, T, = f(x,_1)
Recorréncias de segunda ordem, Ty = f(Tp_1,Tn_2)
Recorréncias de terceira ordem, Ty = f(Tp_1,Tpn_2,Tn_3)

Verificando os exemplos 2.2, 2.3, 2.4 citados anteriormente, analisemos os conceitos
mencionados. Nos exemplos 2.2 e 2.3, a relagdo de recorréncia ¢é definida de forma que o
termo de ordem n depende apenas de um termo anterior, o que caracteriza a sequéncia
como de primeira ordem. Além disso o 2.2 é uma sequéncia linear e nao homogénea, ja o
2.3 é uma sequéncia linear e homogénea. No exemplo (2.4) temos a sequéncia de Fibonacci
que é dependente de dois termos anteriores, o que a caracteriza como de segunda ordem,

linear e homogénea.
Exemplo 2.5. A sequéncia f,, = ", define uma recorréncia do tipo f,11 = o™ (a) = a.f,

Exemplo 2.6. Se a e 3 sao rafzes distintas do polinémio t?> —t — ¢, entdo X,, = aa™ + bS"

define uma recorréncia linear de 2* ordem. De fato,
fnia = aa"? 4 bt
=aa"a + 03" B
=aa" + 08" 4 (a — 1)aa”a + (B — 1)bB"3

Como « e 3 sao rafzes de t? —t — ¢, temos

ala—1)=a*—-a=c
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BB-1)=F-f=c
Logo,
frnt2 = fos1 + C[aan + bﬁn] = fog1 +cfn.

2.3.1 Recorréncia linear homogénea de ordem k

A expressao generalizada para uma recorréncia linear homogénea de ordem k com

coeficientes constantes é:

fn = Cnflfnfl + Cn72fn72 +---+ cnfkfnfk (21)

com ¢y, Cy, . .., Cp_) coOnstantes reais. Para a equagdo (2.1) ficar bem definida precisamos
de k condigOes iniciais para k indices consecutivos. Um nimero menor de condigoes iniciais

nao ¢é suficiente para calcularmos a sequéncia.

2.3.1.1 Resolucao das relacgoes de recorréncia lineares homogéneas

Definicao: Resolver uma recorréncia X, é determinar uma expressao para o n-

ésimo termo que dependa apenas de n.

Observe que no exemplo 2.6, X,, = aa™+bs" é solugao da recorréncia X, 1o = X, 11 +cX,,

onde «, 3 sdo as raizes do polinémio t?> —t — ¢ = 0.

Foi observado que toda recorréncia homogénea linear com coeficientes constantes possui
alguma solucao do tipo exponencial, isto é, f,, = t".Facamos entao f, = t", onde t é uma

incégnita. Dai, substituindo em (2.1), temos:
" — etV — ey ot — =" R, = 0. (2.2)

A equagao (2.2) é chamada "equagdo caracteristica associada a recorréncia (2.1)”.

Considerando t # 0 e dividindo (2.2) por "%, temos:
th— e tFt — ey otP T — = = 0. (2.3)

E facil perceber que agora em (2.3) temos um polinémio de grau k e pelo Teorema
Fundamental da Algebra teremos exatamente k raizes, ndo necessariamente distintas.

Entao existem ntmeros tq, to, ..., t; tais que:
th — " = o t" T = — = (E =)t — ) ... (t—ty). (2.4)
No caso de raizes repetidas, por exemplo:
t2 — 10t + 25 = (t — 5)°.
Ou raizes distintas, por exemplo:

= 5t+6=(t—2)(t—3)
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pois cada raiz t; estard associada a uma funcao f, =1

Observacao: este procedimento permite resolver uma recorréncia linear de qualquer

ordem? Sim, desde que todas as raizes sejam simples.

2.3.1.2 Recorréncia linear homogénea de 2% ordem

Vamos agora demostrar e desenvolver uma metodologia para determinarmos for-
mulas fechadas para a resolucdo de equagoes de recorréncia lineares homogéneas de 2*

ordem.

Como ja visto, uma recorréncia linear homogénea de 2* ordem é do tipo ax, .o +
bx, 1 + cx, = 0 com a,b e ¢ constantes reais. Para sua resolucao, vamos escrever que

T, =t" e com isso vamos associd-la a uma equacao caracteristica do tipo:
at™? 4+ bt" 4 ot = 0.
Dividindo a equagao por t", temos:
at?> + bt +c=0.

Considerando que as raizes da equacao caracteristica sao r e s, podemos dividir nosso
estudo em dois casos: r # s ou r = s. Pelos teoremas 1 e 2 da referéncia [1] (paginas 74 e
75), temos que:

Se r#s, entao x, = ar®+ Gs".

E pelos teoremas 3 e 4 da referéncia [1] (paginas 77 e 78), temos que:
Se r=s, entio x,=(an+ B)r".

E nos dois casos a e  sao constantes calculadas através de pelo menos dois termos
previamente conhecidos. Nao seria o nosso objetivo principal, mas para quem tiver interesse

nas demonstragoes, consultar a referéncia [1] nas paginas citadas acima.

Exemplo 2.7. Resolva a recorréncia a, = 4a,_1 — 3a,,—» com ag = 8 e a; = 10.

Solucgao:
Perceber que se trata de uma recorréncia homogénea de 2* ordem de coeficientes constantes,
entao admitindo uma solucao exponencial temos a,, = t". Escrevemos agora a equagao

caracteristica associada & nossa recorréncia:
th— 4" 4312 = (.

Dividindo cada termo por t"~2 chegamos & equacao do 2° grau t? — 4t + 3 = 0 cujas raizes
siot =3 et =1. Entao:

a, = ad" + /1",



2.8. Recorréncia 31

com « e 3 constantes que serao calculadas resolvendo um sistema linear. Uma vez que

ap = 8 e a; = 10, temos o seguinte sistema:

a3’ + B10 = 8
a3t + B1t =10

Onde encontramos a = 1 e § = 7.Assim, a férmula fechada da nossa recorréncia é:

ap, =3"+7

Exemplo 2.8. Resolva a recorréncia a, = 6a,_1 — 9a,,_o com a; =0 e ay = 1.

Solugao:
Considerando mais uma vez que teremos uma solugao exponencial, podemos admitir que

a, = t" e encontramos a equagao caracteristica associada a nossa recorréncia:
" =6t""1 —9¢"?
. Dividindo todos os termos por " 2 e organizando, temos a equacao:
t?—6t+9=
—6t+9=0.

’ ~ . . / " ., .
Suas raizes sao iguais, onde t =t = 3. Logo, a, = (an + 3)3" com « e [ varidveis que

serao calculadas resolvendo um sistema linear.Uma vez que a; = 0 e a; = 1, temos:

3a+38=0
18a+98=1
Dai, « = 5 e = 5 e com isso a, = (gn — §)3" e entdo

an, = (n—1)3"2

Exemplo 2.9. Resolva a recorréncia a, 19 — a,41 +a, =0 com ay =0 e a; = 2.

Solucgao:
Considerando que teremos uma solu¢ao exponencial, podemos admitir que a, = t" e

chegaremos a equagao caracteristica associada a nossa recorréncia:

Dividindo todos os termos por t", chegamos a seguinte equacao caracteristica:

t?—t+1=0,
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, ~ / ; 1" . .
Suas raizes sao t = 1*;7‘& et = 1;7‘/3 Assim:

L) L]

ap = at)"+ Bt )" = a, = l i 5

Sendo ag = 0 e a; = 2, temos o seguinte sistema:

a+pB=0
ag = Oé[1+§\/§]1 + 5[1—;‘\/5]1 —9

Resolvendo o sistema temos que o = %“/g e = 2’;)/3. Por fim, temos a férmula fechada:
—24v3 [1+4v3]"  2iv3 [1-iv3]"
L N e e e

Abaixo seguem trés problemas que ficam como sugestao para a participacao do leitor:

1. a, =a,_1+ 2a,_5 coma; =0e ay =0;
2. a, = —3.a,_1 + 10a,_5 com a; =2 € ay = 1;

3. Gy =0p_1+anocoma; =1eay=3;

2.4 Torre de Handi

A Lenda do Templo de Benares

A torre de Handi, também conhecida por torre de bramanismo ou quebra-cabecas
do fim do mundo, foi inventada e vendida como brinquedo, no ano de 1883, pelo matematico
francés Edouard Lucas. Segundo ele, o jogo que era popular na China, no Japao e veio do
Vietna. O matematico foi inspirado por uma lenda Hindu, a qual falava de um templo
em Benares, cidade santa da India, onde existia uma torre sagrada do bramanismo, cuja
funcgao era melhorar a disciplina mental dos jovens monges. De acordo com a lenda, no
grande templo de Benares, debaixo da cipula que marca o centro do mundo, hd uma placa
de bronze sobre a qual estao fixadas trés hastes de diamante. Em uma dessas hastes, o
deus Brama, no momento da criacdo do mundo, colocou 64 discos de ouro puro, de forma
que o disco maior ficasse sobre a placa de bronze e os outros decrescendo até chegar ao
topo. A atribuicdo que os monges receberam foi a de transferir a torre formada pelos
discos, de uma haste para outra, usando a terceira como auxiliar com as restri¢coes de
movimentar um disco por vez e de nunca colocar um disco maior sobre um menor. Os
monges deveriam trabalhar com eficiéncia noite e dia e, quando terminassem o trabalho,
o templo seria transformado em pd, e o mundo acabaria. O desaparecimento do mundo

pode ser discutido, mas nao ha duvida quanto ao desmoronamento do templo.
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Problema da Torre de Hanéi

Como visto acima, o problema da Torre de Handi esta em passar todos os discos de
um pino para outro qualquer, usando um dos pinos como auxiliar, de forma que um disco de
didmetro maior nunca fique em cima de um menor. O nimero de discos varia dependendo
do quanto vocé esta disposto a pensar para realizar a tarefa, mas comumente se inicia com
trés discos, visto que a solugdo com um ou dois é trivial, trés discos seria o mais divertido
para se iniciar. Bom, aqui ndo demonstrarei como resolver esse quebra-cabeca, que, como
veremos, pode se tornar extremamente complexo dependendo do niimero de discos usados,
o que sera feito é calcular o nimero minimo possivel de movimentos, em fungdo do niimero
de discos, que devemos realizar para solucionar a tarefa com perfeicao, mesmo que nao
saibamos quais sao esses movimentos ou menos ainda executa-los de maneira ordenada.

Solucao

Figura 3 — O Jogo Torre de Hanoi - http://info.geekie.com.br/torre-de-hanoi/

Como muitos problemas que vamos resolver nesta dissertacao, reduziremos para
casos mais simples com poucos discos para simplificarmos e irmos construindo a relacao

de recorréncia até um numero de n de discos.

Cason=1

Se houver apenas um disco, é 6bvio que um movimento é suficiente; sendo assim: x; = 1

Caso n = 2:
Com dois discos também ¢ facil ver que trés movimentos podem resolver o problema

facilmente, dai: x5 = 3

Cason =3

Com trés discos teremos que fazer sete movimentos, a figura 5 ilustra essa situacao

Observe que, nos trés primeiros movimentos e nos ultimos movimentos para 3

discos, repetimos os movimentos feitos para 2 discos, portanto: x3 = 25 + 1; pode-se notar
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Figura 4 — Torre de Hanéi com dois discos - http://jogadamais.blogspot.com.br/2013.html
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Figura 5 — Torre de Handi com trés discos - http://jogadamais.blogspot.com.br/2013.html

que com T 0 mesmo acontece xo = 2x1 + 1. Através da Tabela 1; podemos observar que
isso ocorre sempre, ja que o que foi dito anteriormente para 2 e 3 discos é verdade para

quaisquer dois discos consecutivos.



2.4. Torre de Hanoi 35

N° de discos | Quantidade minima de movimentos
1
3
7
15
31
63

O O | W DN+~

Tabela 1 — Feita pelo autor.

Sendo assim, vemos que é possivel determinar o nimero de movimentos da torre
com n discos, se soubermos o niimero de movimentos da torre com n — 1 discos. Chegamos
entao a relagao x, = 2x,_1 + 1. Podemos notar, entdao, que o nimero somado é sempre
o dobro do anterior, que ja havia sido somado. Analisando mais atentamente a tabela 1,
temos que o resultado da quantidade minima de movimentos é sempre um a menos do
numero que foi somado, ou resumidamente: veja que o niimero somado é um nimero do
tipo 2", e assim a sequéncia de niimeros somados forma a PG:(2,4,8,16,32,...) de razdo
q = 2. Logo, a quantidade minima de movimentos é igual ao nimero somado menos um,

ou seja, igual a 2" — 1. Entao descobrimos que z,, = 2" — 1.

N° de discos | Quantidade minima de movimentos | N° somado
1 1 -1+ +2
2 3 -1+ +4
3 7 -1+ 48
4 15 -1 + +16
) 31 -1+ +32
6 63 -1 + +64

Tabela 2 — Feita pelo autor.

Ja adianto que a féormula obtida acima ¢é verdadeira, mas esse nao ¢ um método
muito confidvel para obté-la e nenhuma outra desse género, ja que foi a partir de dados
numéricos que chegamos a esse resultado. E necessério saber se ela é valida para qualquer
n, podemos fazer isso utilizando o Principio da Indugao Finita(PIF), que sera abordado
mais adiante neste trabalho. Mas, como disse, a férmula é verdadeira e podemos agora ver

que para 64 discos o nimero minimo de movimentos que devem ser feitos é
zgq = 25 — 1 = 18446744073709551615

O que s6 por curiosidade, se cada movimento fosse realizado em um nano-segundo 10~s,
mais ou menos o tempo que um computador pessoal leva para executar uma operagao,

seriam necessarios 585 anos seguidos para realizar essa tarefa, e entao, quem se habilita?
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3 A Recorréncia e seu envolvi-
mento com os conteudos da edu-

cacao basica

No ensino béasico sao vistos alguns contetidos que poderiam ser trabalhados utili-

zando a ideia e os conceitos do raciocinio recursivo.

Neste capitulo serao abordados diversos destes contetidos vistos no Ensino Médio.
Vamos iniciar com algumas sequéncias especificas. Sao elas: as Progressoes Aritmética
e Geométrica. Posteriormente falaremos da analise combinatoria, que serd de suma im-
portancia para o desenvolvimento intuitivo primario dos alunos que vao deparar com as

recorréncias posteriormente.

3.1 Progressoes Aritméticas

Trata-se de sequéncias definidas recursivamente que sao muito comuns de aparece-
rem no cotidiano, elas aparecem sempre que grandezas sofrem variagdes iguais no mesmo
intervalo de tempo.

Uma Progressao Aritmética (P.A.) pode ser definida como uma sequéncia de ntimeros a,
tal que, com exce¢ao do primeiro termo, por razoes que ficarao 6bvias posteriormente,
cada termo a, pode ser obtido de maneira recursiva, somando-se o termo anterior a,_; a
uma constante real r a qual damos o nome de razao da P.A. Portanto, é dado o primeiro
termo a; e define-se a,, = a,,_1 + r; para n > 2, o que caracteriza uma recorréncia linear

de primeira ordem.

e Termo Geral da P.A.: Segundo a definicio de uma P.A, por meio da férmula de
recorréncia e admitindo o primeiro termo como a; e a razao como r e o indice n

para um termo qualquer, temos:

ax=ai +r
as = as +1r

as =as+r

Qp = Qp—1 + 7T
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Somando essas (n — 1) relagoes e cancelando os termos, obtemos:
ast+ast+as+...+a,=a,+ay+az+...+a,1+(n—1)r

Entao,
a, =a;+ (n—1)r,n>2. (3.1)

Para verificarmos se o termo geral é valido para todo n € N, usaremos aqui o

Principio da Inducao Finita (PIF), vejamos:

— Caso Base
Vejamos a veracidade para n = 1:

a; =ay + (1 —1).r = a; = a; = Sentenga Verdadeira

— Hipotese de Indugao
Suponhamos que para algum k € N, a sentenca a;, = a; + (k — 1).r seja

verdadeira.

— Tese
Vamos mostrar que (3.1) vale para k + 1, utilizando a hipdtese de indugao.

Vejamos:

Ag+1 = G + 7
=a+ (k—1)r+r
=ay + [kr —r+7]
=ay + kr
=a;+[(k+1)—1]r

Portanto, pelo PIF temos que:
anp =a,+ (n—1)r
para todo n € N, c.q.d.

Soma dos n primeiros termos de uma P.A.: Uma outra abordagem possivel e
também muito comum em diversos problemas ¢é a utilizacdo da soma dos n primeiros
termos de uma P.A. Vamos denotar a soma a; + as + as + - - - + a, pela letra grega
maiuscula 3 (1&-se sigma)
n

D>

k=1
e denota a soma dos ay termos, com k variando de 1 até n.
Se (ag)g>1 ¢ uma P.A. de razdo r, entdo, temos a seguinte expressao para calcular a

soma de todos os termos dessa P.A.:

a; + a,)n

a1+a2+...+an:Zak:( 5 ;Vn>1
k=1
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Sera feita aqui a prova dessa formula mostrada acima, devido a contribuicao que o

raciocinio usado tende a trazer para os alunos que a conhecem.

Se S, =>1_,ax, temos S,, =a; +as + ...+ a,_1 + a,.Por outro lado, escrevendo
k=1

os mesmos termos na ordem inversa, temos:
S, =0n+0p_1+...+ a2+ a;
Somando membro a membro as duas igualdades acima, chegamos a:
2S, = (a1 + ap) + (ag + apn—1) + ... + (an_1 + az) + (a, + a;)

Percebe-se que, em cada uma das somas, a primeira parcela aumenta de r e a segunda
diminui de r, o que nao altera a soma. Por isso, todos os parénteses sao iguais ao

primeiro (a; + a,).Dal,
25, = (a1 + an) + (a1 + an) + ... + (a1 + an) + (a1 + an),

onde o termo (a; + a,) se repete n vezes. Sendo assim 2S,, = n - (a; + a,) e entdo,

(a1 + a,)n

Sy = 5

(3.2)

Com isso, vamos verificar, utilizando o Principio da Indugao Finita (PIF), se o S, é

valido para todo n € N. Vejamos:

— Caso Base

Vejamos a veracidade para n = 1:

] 2.
<a1+2al>;551: @

Slz :>Slza1.

Portanto, a sentenca é verdadeira.

— Hipotese de Inducao

(a1 + ag).k

Suponhamos que para algum k& € N, a sentenca S, = , seja verda-

deira.

— Tese
Vamos mostrar que (3.2) vale para k + 1, utilizando a hipdtese de indugao.

Vejamos:
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Sk+1 = Sk + Q41

=(ay+ay+az+...+ag)+ agy

ay + ag)k
_ark + apk + 2ax11
B 2
_ark +apk + 2ax11
B 2
B (k -+ 1)(11 — a1 + (k‘ -+ 1)ak — a + 2ak+1
B 2
(b 1Day+ (K +1)(appr — 1) — ar — ag + 2ap41
B 2
(B Dar+ (B +Dagy —r(B+1) —ar — ap + 20541
B 2
 (k+1)(a1 + apy1) —ar — kr — 1 — ag + 20511
— 5 )

J& que agy1 = ay + kr e também agy 1 = ap + r, temos:

(k4 1)(a1 + ars1) — arpr — ar120p41 (01 + aggn) (k1)
2 2

Sk+1 =
Portanto, pelo PIF temos que:

(a1 + an)n

para todo n € N, c.q.d.

P.A. de Segunda Ordem: Dizemos que uma sequéncia (ay)g>; é uma PA de
segunda ordem se a sequéncia (bg)r>1, dada para k > 1 por by = a1 — ag, for uma
PA néao constante. Para construir uma PA de segunda ordem (ag)x>1, vamos comegar

com a seguinte PA, ndo constante, ou seja, de razao diferente de zero.

(3,7,11,15,19,23,27,...)

Em seguida, estipulamos o termo inicial da PA de segunda ordem, digamos a; = 2,

e, a partir dai, calculamos ao, as, . .. utilizando as relagoes:
as—ay=3;a3 —as = T;a4 —az =11, ...
Assim fazendo, obtemos a P.A. de segunda ordem.

(2,5,12,23,38,57,80,.. .)

A exemplificagdo acima deixa claro que uma P.A. de segunda ordem sé estara
totalmente definida se conhecemos quaisquer trés de seus termos e suas respectivas

posicoes. Pode-se observar que sé se forem conhecidos os trés primeiros termos da
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P.A. de segunda ordem é que teremos os dois primeiros termos da P.A. ndo constante
formada pelas diferencas entre o terceiro e o segundo termo e o segundo e o primeiro
termo.

Podemos dizer, para o entendimento do aluno, de um modo mais simplificado que:
uma P.A. de sequnda ordem € uma sequéncia na qual as diferencas entre cada par

de termos consecutivos formam, entre si, uma P.A. com razao diferente de zero.

e Termo Geral da P.A. de Segunda Ordem:

Sera feita aqui uma breve demonstracao da expressao que nos permite calcular
quaisquer termos de uma P.A. de segunda ordem, expressao que por muitos ainda é

desconhecida e acredita-se nesse ponto ser conveniente fazé-la.

Se a seguinte sequéncia (aq, as, as, ..., a,) é¢ uma P.A. de segunda ordem, entdo as
diferengas (b1, bo, b3, ..., b; = a;+1 — a;, ..., b,_1) entre os termos consecutivos de (a;)

formam uma P.A. de razao r # 0. Fagamos entao:
as — a1 = b1
a3 — a9 = b2

ay — az = by

Qp — Qp—1 = bnfl

Somando membro a membro as n — 1 igualdades acima, vem que:
(b1 + by1)(n — 1)

5 .
Mas pela féormula do termo geral da P.A. ja discutida nesse trabalho, tem-se que
b1 = b1 + (n — 2)r. Logo,
2b -2 -1 2b = 2)r|(i — 1
LIRUES WIS VIR T L)

Desenvolvendo mais um pouco, chegamos entao a um polinémio do 2° grau onde a;

ap — a1 =

a, = ai +

que representa a formula para o termo geral da P.A. de segunda ordem:

rei? 4 (20 — 3r) -4
a; =
2

+a; —b +r.

P.A. de ordem n

J& sabendo o que é uma P.A. de segunda ordem, sera feito um breve comentério a
respeito do que seria uma P.A. de ordem n. Foi visto que em uma P.A. de segunda
ordem, a diferenca entre cada par de termos consecutivos, configura uma P.A. de
primeira ordem. Para facilitar o entendimento do que é uma P.A. de ordem n,

observemos a seguinte sequéncia finita:

(3,7,13,23,39,63,97.)
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Observando termo a termo, temos:
as —ay =4;a3 —as = 6;a4 —az = 10;a5 — ag = 16; a6 — a5 = 24; a7 — ag = 34.
Logo, a sequéncia formada por essas diferencas é:
(4,6,10,16,24, 34).
Observando termo a termo, temos:
as — a1 = 2;a3 —as =4;a4 —az = 6;a5 —as = 8;a¢ — as = 10.
A nova sequéncia encontrada é, portanto:
(2,4,6,8,10),

que é uma PA de primeira ordem, de razao r = 2 como estamos habituados.Sendo

assim, podemos definir:

Uma P.A. de ordem n € aquela cuja diferenca entre cada par de termos consecutivos,

configura uma P.A. de ordem n — 1.

Exemplo 3.1 (P.A’s de ordem superior). Ordem 2 : (4,6, 10,16,24,34,...)
Ordem 3: (0,1,4, 10, 20, 35, 56, . . .)

Ordem 4 : (2,5,12,25,48,87,...)

Ordem 5 : (1, 3,8,20,45,93, 180, . . .)

Ordem 7: (0,1,3,7,15,33,76, 175, ...).

Para ilustrar a utilidade e a forma como o contetido apresentado aqui se relaciona com
o tema central deste trabalho, serda mostrado agora uma sequéncia com 3 exercicios

resolvidos, fortemente baseados em problemas do e da OBMEP.

Exemplo 3.2. Qual a soma de todos os miltiplos de 7 compreendidos entre 1 e
1007

Solugao:
Sabe-se que a; = 7 e r = 7 na divisao de 100 por 7 o quociente é 14 e o resto é 2,

sendo assim a sequéncia tem 14 termos e o ultimo termo desta ¢é, a;4 = 98, assim:

(a1 + 0,14) - 14

Sl4 = 9

= (T+98)-7="135

Exemplo 3.3. Tem-se uma progressao aritmética onde a soma dos 3 primeiros
termos é igual a zero, e a soma dos 10 primeiros € igual a 70. Determine a razao

dessa Progressao e seus 10 primeiros termos.
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Solugao:
a, + as + as = 0
SIO == 70

Pode-se escrever entao:
(ag—r)4+as+(aa+1r)=0=>3a=0=>a,=0=a; +r=0.

Assim,

((a1 + aio) - 10) (a4 (a1 +9-7))-10
5 =70 = 5

Resolvendo o sistema abaixo:

=70 = 2a; + 9r = 14.

SlO =70 =

CL1+T’:O

2a1 +9r =14
PA sdo: (—2,0,2,4,6,8,10,12, 14, 16).

Temos que, a; = —2 e r = 2. Portanto, os 10 primeiros termos da

Exemplo 3.4. Montou-se com palitos de fésforos uma sequéncia de triangulos que

seguem o padrao mostrado na figura 8. Determine entao o nimero de palitos presentes

LN

;"r) f : ’,.r'\ _f""x\ r_.-f\ it
A il e N AT il > s

Figura 6 — Sequéncia de Tridngulos - https://portaldosaber.obmep.org.br/index.php /site/index?a=1

no triangulo cujo lado possui 11 palitos.

Solucgao:

De imediato podemos ver que o primeiro triangulo possui 1 palito de lado e 3 palitos
no total, o segundo triangulo possui 2 palitos de lado e 9 triangulos no total, o
terceiro possui 3 palitos de lado e 18 no total. Ao analisar-se a forma como essa
sequéncia é montada na figura, pode-se observar que a sequéncia de ntmero de
palitos em cada tridngulo é (3,9, 18,30,...) o que se configura uma P.A. de segunda
ordem cujos termos configuram a seguinte P.A. de primeira ordem de razao r = 3
(6,9,12,...). E f4cil ver que podemos obter o termo de ordem n da P.A. de segunda
ordem pegando o primeiro termo dessa P.A. e somando com os termos da P.A. de

primeira ordem, ou seja:
an =3+ (6+9+12+...4+3n)

—3+3-(243+4+...+n)
=3-(1+2+3+...+n)
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Mas a soma da P.A. entre parénteses sabe-se calcular, pois é a soma de uma P.A. de
razao 1, que possui n termos e cujo ultimo termo é n. Portanto, sendo

(14+n)-n

14+24+3+4+...+n= 5

Temos,
3n(l+mn)
5 .
Assim, temos uma relacdo que nos permite calcular o nimero de palitos a, em

Ay =

qualquer triangulo dessa sequéncia n. O problema pede no tridngulo de nimero 11
quantos palitos ha, aplicando a relagdo encontrada:

3.11.(1+ 11)
2

= 198.

a1l =

3.2 Progressoes Geométricas

Uma Progressao Geométrica (P.G.) pode ser definida como uma sequéncia de niime-

ros a, tal que, com excecao do primeiro termo por razoes que ficarao 6bvias posteriormente,

cada termo a,, pode ser obtido de maneira recursiva multiplicando o termo anterior a,,_1

por uma constante ¢ chamada de razao da P.G. Sendo assim define-se o primeiro termo a,

e podemos entao dizer que a, = a,_1 - ¢ para n > 2, recorréncia de primeira ordem.

e Termo Geral da P.G.: Podemos determinar recursivamente uma férmula geral

para o termo de ordem n da P.G. Observe:

G2 = aiq
a3 = azq
ay = asq
ap = Ap-19.

Multiplicando membro a membro as igualdades acima, obtemos entao a férmula do

termo geral de uma P.G. para n > 2:
an = a;q" ! (3.3)

Para verificar se o termo geral é valido para todo n € N, usaremos, como anterior-
mente, o P.LLF.

Vejamos:

— Caso Base
Vejamos a veracidade para n = 1:

a; = a1¢""' = a; = a; = Sentenca Verdadeira
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— Hipoétese de Indugao

Suponhamos que para algum k € N, a sentenca a; = a,¢" ! seja verdadeira.

— Tese
Vamos mostrar que (3.3) vale para k + 1, utilizando a hipdtese de indugao.

Vejamos:

ag+1 = Gkq
= [a1¢" g
= a1qk
— gyqFD1
Portanto, pelo PIF temos que:
anp = a;q" "

para todo n € N,c.q.d.

e A soma dos termos de uma PG finita Vamos deduzir aqui uma férmula para a

soma S,, dos n primeiros termos de uma P.G..Temos:
Sp=ay+a1q+ g’ + ...+ aq""'[¢]
Multiplicando ambos os lados por ¢, teremos:
Sp.q=a1.q+a1.¢* +a1.¢* ...+ a;.q"[%k]
Subtraindo as equacoes acima encontrada, temos:
(K] — [#] =¢.S, — S, =a1.¢" —a; = Sp(g—1) = a1.(¢" — 1).

Assim,
ar-(¢" — 1)

(¢—1)

Apresentamos acima a formula conhecida como férmula da soma dos termos de uma
PG finita. Seja ay com k > 1 uma P.G. de razao ¢ # 1. Entao:

ap-(q" —1)
qg—1

Sy =

Sn:a1+a2+...+an:Zak: ,V’I”LZl (34)
k=1

Com isso, usaremos novamente o P.I.LF. para determinar se o S,, é valido para todo

n € N. facamos:

— Caso Base
Vejamos a veracidade para n = 1:
S = %11_1) = 51 = a1 = Sentenca Verdadeira
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— Hipotese de Indugao

al.(qk—l)

seja verdadeira.
q—1

Suponhamos que para algum k € N, a sentenca Sy =

— Tese
Vamos mostrar que (3.4) vale para k + 1, utilizando a hipdtese de indugao.

Vejamos:

Sk41 = Sk + pg1
=(ay+ar.q+a.¢+...+a.¢" " +a.¢"
= Sk + k1

k
a1 (g —1
= M + Ap41
qg—1
aq® — a1 + ap11q — agsa
qg—1
a1q* — a1 + a14"q — ang”
qg—1
qg—1
_ (l1(q(k+1) _ 1)
g—1
Portanto, pelo PIF temos que:

k+1
arq""

g = a1
qg—1

para todo n € N; c.q.d.

A soma dos termos de uma P.G. infinita Ja foi visto no tépico anterior a soma
dos termos de uma P.G. finita ndo constante. Aqui concentraremos nossa atengao
na féormula que nos permite calcular a soma dos termos de uma P.G. infinita, desde
que tal soma faga sentido. Para demonstrar o quanto essa soma de infinitos termos
pode fazer sentido, apliquemos a férmula vista no tépico anterior, para usarmos de

extrapolacao dos resultados, no caso da seguinte progressao:

(1 11 )
248"

Calculando a soma dos n primeiros termos daquela sequéncia e denotando essa soma

por S, temos:
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Examinando a tabela abaixo, vemos que; quanto maior o valor de n, menor é o valor

1
on

zero; e os valores de S, se aproximam cada vez mais de 1.

de Sin e a medida que n aumenta, os valores de 5 se aproximam cada vez mais de

I
_ Sn
2n
0,25 0,75
0,125 0,875
0,0625 0,9375

0,03125 0,96875
0,015625 0,984375
0,0078125 | 0,9921875
0,00390625 | 0,99609375

O J| | U =W B

Tabela 3 — Feita pelo autor.

Um método bastante intuitivo de verificar que a soma S,, dada acima vale 1 é o
seguinte: e: suponha que um quadrado de lado 1 ¢m é dividido em dois retangulos
de lados 1 em e 1/2 em cada, e que descartamos um desses retangulos, cuja drea
vale 1/2cm?. Em seguida, o outro retdngulo ¢ dividido em dois quadrados de lado
1/2 cm, e também descartamos um desses quadrados, cuja 4rea vale 1/4 cm?. A essa

altura, a soma das dreas das figuras descartadas é 1/2 + 1/4.

1 cm

|.E

| L
E{]u_ —I(l]I

Figura 7 — Interpretagdo Geométrica - https://portaldosaber.obmep.org.br/index.php/site/index?a=1

Repetindo o procedimento n vezes, vé-se que a soma das areas das figuras descartadas
é:
1 1 1 1

Pode-se perceber que a area da figura que sobra depois de efetuarmos n descartes
fica cada vez mais proxima de zero e que a soma das areas das figura que foram
descartadas fica cada vez mais préxima da 4rea do quadrado, que vale 1 ecm?.

Isso sugere que a seguinte igualdade é verdadeira:

L + = + ! +...=1
2 4 8
Generalizando, serd demonstrada e apresentada a seguir a férmula que nos permite

calcular a soma dos infinitos termos de uma P.G. . Vejamos:
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Dada uma P.G. infinita (ai,as,as,...,an,,...) dizemos que a; + as + ... = S se,
formada a sequéncia (S, 52, 53,...,5,,...) em que:

Sl = aq

SQ = a1 —+ as

53:a1+a2+a3

Sn:a1+a2+a3+...+an

Essa sequéncia converge para S, isto é:

lim S, =25.
n—oo
— Teorema
Se (a1, as,a3,...,ay,...) ¢ uma P.G. com razao ¢ tal que —1 < ¢ < 1, entdo:
a
S=a+a+az+---+a,+-= 1—1q'
— Demonstragao
Vamos provar que o limite da sequéncia (Si, Se, S, ..., 5,) das somas parciais
a
dos termos da P.G. é 7 L Temos:
—q
g _ M _m- a-g"  a —ang”
"o 1—g 1—gq 1—gq 1—gq

a
é constante, lembrando

Lembrando que a4 e g sdo constantes, notamos que

também que, para —1 < ¢ < 1, temos:

—aq qn _ —Qa1 hm qn _ —Qaq

Assim, se (ay, az,as,...) é uma PG de razdo q tal que |¢q| < 1, entao:

x
a1
= lim S,=a a a L= a, =
oy 1+ ag +ag+ zzln —
n=

1—g¢q

Observagao: Quando a razao g de uma PG infinita satisfaz |¢| > 1 e seu primeiro
termo a; é nao nulo, nao é possivel dar um sentido a soma infinita, ou seja, se a; > 0
e ¢ > 1, entao as somas finitas S,, = a; + as + ... + a, ficam tao grandes quanto

quisermos, bastando tomar n suficientemente grande.

Também para ilustrar a utilidade e a forma como o contetido apresentado aqui se
relaciona com o tema central deste trabalho, sera mostrada agora uma sequéncia

com 3 exercicios resolvidos, fortemente baseados em problemas da OBMEP.
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Exemplo 3.5. Se os nimeros 3, x e y, nessa ordem, estdo em progressao aritmética
numeros 3,x — 6 e y, nessa ordem, estao em progressao geométrica, entdo quais os

possiveis valores de x?

Solucgao:

Se temos a P.A. (3,z,y), é valida a relagdo: 2r =3 +y =y =2x—3

Sendo a PG (3,7 — 6,y), pode-se escrever: (x — 6)> = 3y, resolvendo o sistema
y=2x—3

(x — 6)? = 3y temos:

2~ 120436 =327 —-3) =2 — 18 +45=0=1, = 15; 2, =3

Se x = 15 = y = 27 e a PA serd (3,15,27) de razao r = 12
e a PG sera (3,9,27) de razao ¢ = 3

Sex =3=y=23eaPAserd (3,3,3) de razdo r =0
e a PG sera (3,—3,3) de razao ¢ = —1

Exemplo 3.6. A soma de trés niimeros que formam uma progressao geométrica
crescente é 19. Sabendo que, se subtrair “1” (uma unidade) ao primeiro niimero, sem
alterar os outros dois, eles passam a constituir uma progressao aritmética, entao

qual o primeiro nimero dessa progressao geométrica crescente?

Solucgao:
~ OJ% = a1 as
Os termos da PG crescente sdo (a1, as, ag) e podemos escrever:
a; +as+as3 =19
subtraindo “1"do primeiro termo temos a PA: (a1 — 1, ag, ag) e pode-se escrever:
2a9 = (a1 — 1) + a3 = 2a2 + 1 = a1 + a3

temos entao

200 +1 =aj +as
a1+ as 4+ as =19

200+ 1+ay,=19= a9 =06

a1 +az3=13=a3 =13 —a

ai=a;-a3=36=a; (13— ay)

a? —13a; +36=0= (a1); =4 e (a1)2 =9

(a1)2 = 9 nao serve pois a P.G. é crescente e sendo assim a; =4, a; =6, ea3 =9e
temos a P.G. (4,6,9) de razao ¢ = %

Exemplo 3.7. Uma sequéncia infinita de quadrados é construida da seguinte forma:
dado um quadrado Q);, constroi-se outro quadrado );;1, cujos vértices estao sobre

os lados de ); e de tal forma que a distancia de qualquer vértice de ();;1 ao vértice
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de @; mais préximo dele é igual a 1/3 do lado de @;. Além disso, o lado de @1 é 3.

Determine a lei de formagao L,,. dessa sequéncia.

Qini

Figura 8 — Sequéncia de Quadrados - https://portaldosaber.obmep.org.br/index.php /site/index?a=1

Solucgao:
Pode-se observar que L é a hipotenusa de um triangulo retangulo de catetos 1 e 2,
sendo assim:

L2=1"422= L, =5

L3 é a hipotenusa de um triangulo retangulo de catetos V5 o %

(5 ()

L4 é a hipotenusa de um tridngulo retdngulo de catetos 2 e ¥

9% 9

2 1 2

e (0) 4 () =2
9 9 9

Pode-se dizer entao que, de um modo geral, se o lado de um quadrado é L o lado do

, . drad , ( L )2 (
préoximo quadrado sera sempre +

3
VB
3

2L

2 l\/g . .
3 ) = "3, ou seja, temos aqul uma PG

n—1

de razao q = para uma P.G. a, = a; - ¢"~ ", sendo assim:

n—1
5
Ly=L -¢"'=L,=3- ({;)
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4 Problemas Chave

O presente capitulo tem o intuito de desenvolver, enunciar e posteriormente soluci-
onar 3 problemas que tratam de recorréncias de uma forma elucidativa, didatica, intuitiva
e extremamente abrangente. Esses problemas podem ser tidos como uma das principais
fontes de motivacao para o desenvolvimento deste trabalho, pois é de extrema dificuldade
encontrar na literatura problemas que tratem de forma indutiva as recorréncias, juntamente

de uma didatica capaz de ser compreendida por alunos do ensino médio.

Também é de intengao do autor tornar este capitulo uma ferramenta para que
professores possam ter um norte de como introduzir o conteiido das recorréncias no ensino
médio. Iniciando com aquilo que os alunos ja conhecem e demonstrando a facilidade e a

unicidade da "ferramenta'recorréncia.

O capitulo sera desenvolvido de forma que cada um dos 3 problemas sera inicialmente
destrinchado em varios outros problemas, de menor complexidade, para que seja possivel
a construcao do raciocinio a ser desenvolvido na resolucao. A resolucao sera feita com
o maximo de esmero possivel para que, mesmo os alunos com mais dificuldades no
entendimento, olhando com interesse e atencao, tenham boas possibilidades de entender do
que se trata. Teremos entao, por fim, um capitulo com uma fonte de exercicios resolvidos,

proporcionando uma riqueza de informagoes.

4.1 O Problema da escada

Nesta secao, discutiremos o problema que trata do nimero de maneiras distintas
que temos de subir uma escada, analisando diversas configuracoes possiveis para essa

escada e para essa subida.

O supergrilo e a escada de m degraus: Um grilo deseja subir uma escada que
possui m degraus, sabe-se que esse grilo pode saltar de forma que consiga subir até n
degraus por vez com m > n. Sendo assim, vejamos quantas sdo as formas desse grilo subir

essa escada.

Para resolver um problema com esse nivel de complexidade com as ferramentas que
sao ofertadas ao aluno do ensino médio é necessario um certo nivel de atencgao, cuidado e
familiaridade com o tipo de raciocinio a ser desenvolvido. Para que possamos resolvé-lo de
forma concisa e aproveitando ao maximo o aprendizado que o problema pode nos oferecer,
faremos a divisao do mesmo em casos de complexidade inferior para que possamos chegar
ao caso geral enunciado acima. O problema inicial que usaremos para a construcao do

raciocinio desejado estd enunciado abaixo.
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O grilo filhote e a escada de 8 degraus: Suponha que um grilo tivesse que
subir uma escada de exatamente oito degraus. De quantas maneiras distintas podera subir

essa tal escada se a cada 1 pulo ele pode subir 1 ou 2 degraus.

Solugao(1): Diagrama de arvore:

G O—®
) ®
@) O—®)
G) 609
®
@) O—®
909
A O
® o Qg
O—®
@ —O—=C
®  _o—®
oe
@ T—(®)
OH—®
® °e
G —O—0
Q__®

Figura 9 — Diagrama de arvore para 8 degraus - Feita pelo autor

O diagrama de arvore na figura 9 mostra quais caminhos o grilo pode percorrer se
ele comecgar dando um pulo no primeiro degrau. Dessa maneira existem 21 formas de ele
conduzir a sua ida até o topo. Se o grilo comecar pulando para o segundo degrau, podemos
observar que o diagrama que demonstra todos os possiveis caminhos a serem percorridos
esta pintado de amarelo na figura 9, e sao elas, 13 formas possiveis. Sendo assim, temos
entdo um total de 21 + 13 = 34 formas diferentes de o grilo conduzir sua viagem até o

topo da escada.
Solugao(2): Agrupamentos especiais de contagem:

Outra forma de resolver o problema ¢é analisar quantas sdo as possiveis combinagoes
existentes para cada escolha de tipos de pulos, ou seja, o grilo pode chegar ao topo dando,
por exemplo, 1 pulo duplo e 6 pulos simples. Porém, ele pode dar esses pulos em diferentes
ordens e se nos quisermos saber quantas formas o grilo tem de chegar ao topo dando 1 pulo
duplo e 6 pulos simples, basta observarmos que ele estd dando 7 pulos e precisamos saber

quantas formas temos de agrupar uma sequéncia de 7 pulos contendo 1 pulo diferenciado,
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temos as seguintes sequencias possiveis:

#{DSSSSSS,SDSSSSS,SSDSSSS,SSSDSSS,
SSSSDSS,SSSSSDS,SSSSSSD} =7

onde D, representa pulo duplo e S, representa pulo simples.
Sendo assim, podemos montar uma tabela com as possiveis formas do grilo pulando 1 ou
2 degraus subir essa escada e a partir dai entao determinar todas as formas de agrupar

esses pulos.

Pulo Duplo | Pulo Simples | Degraus Alcangados | Agrupamentos
0 8 2.04+1.8=8 Cso=1
1 6 2.14+1.6=8 Cin=Crg=7
2 4 2.24+1.4=8 Coo=0Cp4 =15
3 2 2.3+1.2=8 Cs3=0C52=10
4 0 2.441.0=8 Cia=1

Tabela 4 — Feita pelo autor.

Com a tabela montada e os agrupamentos feitos, podemos agora simplesmente
somar 1 +7 4+ 15+ 10 + 1 = 34 e assim teremos o nimero de formas de o grilo subir os 8

degraus dando um ou dois pulos por vez.

Resolvemos o nosso problema inicial de duas formas distintas, e podemos até dizer
que nao foi tao dificil assim, fagcamos o seguinte entao: antes de introduzir a ideia de

recorréncia nesse problema, sugerimos ao leitor resolver as seguintes varia¢coes do mesmo.

e De quantas formas o grilo poderia subir uma escada com 16 degraus?

e Nosso grilo ja esta crescido e agora pode dar saltos de 1, 2 ou até 3 degraus por pulo;

De quantas formas ele poderia subir essa escada?

e E para uma escada com 16 degraus com o grilo ja adulto (podendo saltar 1, 2 ou 3

degraus por pulo), Quantas sdo suas opgoes de subida?

Ao tentar resolver essas variagoes do problema simplificado original, o leitor pode
perceber as dificuldades que podem aparecer quando fazemos alteragoes a principio simples,
como, por exemplo, colocar varios degraus na escada ou permitir o grilo possa dar pulos
saltando varios degraus por vez, que dira fazer as duas alteragdes em conjunto, que é o
nosso objetivo final.

Sera que com o diagrama da solugao para uma escada de 8 degraus fica facil obter a
solugao para uma escada de 9 degraus? A resposta é sim, perceba que como o grilo s6
pode dar saltos de 1 ou 2 degraus por pulo ele tem como chegar ao 9° degrau apenas de

duas formas com relagao aos degraus anteriores. Sao elas: ou ela esta no 8° degrau e da
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um pulo simples ou estd no 7° degrau e da um pulo duplo ou dois simples, dai temos,
T9 = xg + T7, OU seja, nestes exercicios podemos parar o problema antes de, de fato, ele
chegar ao fim, como, por exemplo, no exercicio para 8 degraus, poderiamos ter parado
no 7° ja que xg = x7 + xg, avaliando isso podemos generalizar que, seja x,, o nimero de

maneiras de alcangar o degrau n temos entdao para n > 3, temos:

Ty =Tp_1+ Tp_o

Uma boa analise que podemos fazer para exemplificar o uso e o estudo de recorréncia é
olhar para a solugao 1 do problema do grilo filhote e da escada de oito degraus estudando
apenas a parte da solucao que permite ao grilo chegar ao topo da escada iniciando com

um pulo duplo.

Vejamos, temos 13 maneiras de chegarmos ao 8° degrau iniciando com um pulo

duplo (parte amarela do diagrama de arvore), sao elas:

{(21111111;2111112; 211121; 211211; 212111;
221111; 21122; 21212; 22112; 21221; 22121; 22211; 2222) }

Como podemos, a partir dai, saber quantas maneiras temos de chegar ao topo com
um pulo simples? Vamos substituir cada inicio que comega com pulo duplo e comegar com
um pulo simples e acrescentar mais um pulo simples ao final de cada sequéncia, o que seria
mais 13 sequéncias. Porém, cada uma das 8 sequéncias que acabava com um pulo simples
agora termina com dois pulos simples, que como op¢ao, que teriamos como opg¢ao trocar
por um pulo duplo, logo seriam mais 8 sequéncias, entdo rg = 13+ (13+8) = 13+21 = 34

perceba que z7 = 21 e g = 13 logo, como ja esperavamos, rg = x7 + ¢ = 21 + 13.

Agora, com a nossa ideia de recorréncia introduzida ao problema, podemos ver
que resolver a questao do grilo filhote com uma escada de 16 degraus, sugerido ao leitor,

reduz-se a fazer simples somas de termos, fagamos:

O grilo filhote e a escada de 16 degraus: Suponha que um grilo tivesse que
subir uma escada de exatamente dezesseis degraus. De quantas maneiras distintas podera
subir essa tal escada se a cada pulo ele pode subir 1 ou 2 degraus.

Solugao:



4.1. O Problema da escada 55

Recorréncia

1'1:1,
1’2:2,
£L’3:.I'2+l'1:3;
Ty = T3+ o = O
Ty =1x4 +23=28;
Te = T5 + T4 = 13;

T7 = Tg + T5 = 21;

Assim, nossa sequéncia do niimero de maneiras que o grilo filhote (que sé salta no maximo

dois degraus por pulo) tem de chegar ao topo para uma escada com n degraus é.
(1,2,3,5,8,13,21,34, 55,89, 144, 233, 377,610,987, 1597, .. . , &, = Tpy_1 + Tp_2).

Logo, para este problema a solugao seria x5 = 1597.

Veja que, por meio dessa ideia de recorréncia, independente do niimero de degraus
que contenha a escada, nossa resolucao se reduz a fazer simples somas, o que torna a
solugao extremamente mecanica e programavel. Isso faz com que encontrar o nimero de
maneiras de o grilo filhote subir, por exemplo, uma escada com 100, 1.000 ou até 10.000
degraus, o que antes era impraticavel, agora com ferramentas como o excel, por exemplo,
isso se torna extremamente simples.
S6 para registrar: para uma escada com 40 degraus o nimero de maneiras de o grilo filhote
chegar ao topo ja é extremamente improvavel de ser feito por outros métodos que nao por
recorréncia, devido a esse niimero de possibilidades ja ser extremamente grande.

S6 para ilustrar, alguns termos encontrados no excel sao:

30 = 1346269

x40 = 165580141

50 = 20365011074

T100 = 073147844013817000000

Ao chegar aqui, acredita-se que o problema do grilo filhote (que pode dar saltos de 1 ou 2
degraus) ja tenha sido abordado suficientemente e sabe-se que o trabalho ja tem a bagagem
necessaria para fazermos agora o desenvolvimento de uma férmula fechada para esse tipo
de problema, o problema de Fibonacci, essa formula nos permite encontrar qualquer termo
da sequéncia de Fibonacci, apenas com a resolucao de uma equacgao simples que sera
encontrada aqui.

Desenvolvendo a férmula fechada

Xn+2 = XnJrl + X,
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Sendo X; =1 e Xy =2, onde X5 = X; + X, temos que Xy = 1. Substituindo X,, por "

e em seguida dividindo por t", temos que
Xpgo = Xpp1 + Xy = "2 =" " = 0= —t — 1 =0.

L+vs  1-V5

Resolvendo, obtemos A = 5, onde t; = e to

2 2
xn:a<1 +2¢5>"+ﬁ<1—2¢5>"
x0:1:>a<1+2\/3>0+6<1_2\/3>0:1:>a+ﬁ=1
x1:1:>a<1+2\/g>1+ﬁ<1_2\/3>1:1

Com as equagoes acima, podemos determinar « e 3, sao eles:

5+45
a:
10

55
10

B

Sendo assim:

055905

Para podermos solucionar o problema do supergrilo e da escada de m degraus,
fagamos agora a variagao do grilo adulto, que ja consegue subir nossa escada inicial (com

8 degraus) dando saltos de 1,2 ou 3 degraus.

O grilo adulto e a escada de 8 degraus: De quantas formas um grilo adulto
(que consegue dar saltos de até trés degraus por pulo) é capaz de chegar ao topo de uma
escada com 8 degraus?
Solucao: Recorréncia
Vamos inicialmente calcular as solu¢oes para uma escada de 1, 2 ou 3 degraus, sao elas,
respectivamente: X7, X5, X3; a partir do 4° degrau em diante ja sabemos ser possivel
resolver por recorréncia com um raciocinio analogo ao anterior.
Para uma escada de 1 degrau s6 temos uma opc¢ao, que seria um pulo simples X; = 1;
Para dois degraus, temos duas opgoes, dois pulos simples ou um pulo duplo X5 = 2;
Para uma escada com trés degraus, as opg¢oes sao trés pulos simples, um pulo duplo e um
pulo simples, um simples e um duplo ou um pulo triplo X3 = 4; para uma escada com 4
degraus, sabemos pelos mesmos argumentos dados anteriormente, que podemos usar nossa
estratégia recursiva e fazer: Xy = X3+ Xo+ X1 =4+24+1=17.

Para corroborar a utilizagao dessa estratégia, basta pensarmos que s6 existe um tunico
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modo de o grilo ir do 3° degrau para o 4° degrau (dando um pulo simples) um tnico modo
também de ir do 2° degrau direto para o 4° degrau (dando um pulo duplo) e um tnico
modo de ir do 1° degrau direto para o 4° degrau (dando um pulo triplo).

Sendo assim, para n > 4, temos que X,, = X,,_1 + X,,_2 + X,,_3. Assim, X; = 1; X, =
2: X3 =4, Xy =7, X5 = 13, Xg = 24, X; = 44;Xg = 81 Nesse ponto vamos mostrar
que existe um método para se chegar a uma féormula fechada também para esse tipo de
problema, férmula essa, derivada daquela que ja encontramos anteriormente e cuja solucao
sera omitida por fugir ao escopo do trabalho, mas trata-se de um método semelhante ao

ja utilizado. A essa féormula da-se o nome de férmula de Tribonacci.

Considere a X413 = X,,10+ X101+ X, a nossa recorréncia para o grilo que pode dar saltos

de até trés degraus. A férmula fechada para essa recorréncia segundo [15], seria da forma

X, =aa" +bp" + ",

3 22 —2—1=0. Assim, temos uma raiz real

onde «, 3,7 sdo as trés raizes da equagao x
e duas raizes complexas conjugadas, que nos garante trés raizes distintas entre si.
Com os métodos utilizados na pagina 24 e pela referéncia [10], podemos encontrar, com as

condigdes iniciais (Xo = 1, X; = 1, X3 = 2), as seguintes constantes:

:2—|—5’y—7—5 b:—2—a7+0z+7 C:2+a5—a—6
(B—a)(y—a)’ (B—a)(y=5) (y—a)(y=8)

Com isso o grilo pode dar pulos do 1° ao 3° degrau e encontramos a sequéncia de Tribonacci.
O grilo adulto fujao: Nosso grilo agora esta fugindo de um sapo e nao é conveniente
saltar apenas um degrau. Entao ele s6 d4 pulos duplos ou triplos, vejamos entao quantas
sao as maneiras de ele chegar ao topo de uma escada com 12 degraus.
Solucgao:Recorréncia

Vejamos como ele poderia subir escadas com menos degraus:

Para 2 degraus, ele s6 tem uma opc¢ao xs = 1;

Para 3 degraus, ele também s6 tem uma opcao x3 = 1;

Para 4 degraus, apenas uma opg¢ao x4 = 1;

Para 5 degraus podemos fazer de forma recursiva, pois existe apenas uma maneira, partindo
do 3° degrau para chegar no 5° degrau, e também apenas uma maneira pra chegarmos
no 5° degrau a partir do 2° degrau e, além disso, ndo se consegue chegar ao 5° degrau a

partir do 4° degrau.
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Sendo assim, temos os seguintes termos:

I5:$3+.§C221+1:2
ZL’6:LL’4—|—$3:1+1:2
Tr=x5+r4=2+1=3

rs=24+2=4
Tg =05
T =17
11 =9
T19 = 12

Com os problemas ja desenvolvidos aqui e com as ferramentas dedutivas ja apresentadas,
partiremos agora para a resolu¢ao do nosso problema em si, que agora, gracas a todos os

exemplos citados aqui, é de facil analise:

O supergrilo e a escada de m degraus:
Solucgao:
Para chegarmos ao degrau m, a partir do degrau m — 1, com apenas um pulo, s6 temos
uma opgao (um pulo simples).
Para chegarmos ao degrau m, a partir do degrau m — 2, com apenas um pulo, s6 temos
uma opgao (um pulo duplo).
Para chegarmos ao degrau m, a partir do degrau m — 3, com apenas um pulo, s6 temos
uma opgao (um pulo triplo).
Por esse raciocinio, para chegarmos ao degrau m a partir do degrau m — n, com apenas

um pulo, s6 temos uma opcao, que seria com um pulo de n degraus.
Logo, as possibilidades de subida de uma escada com m degraus dando pulos de

até n degraus por vez é:

Xm = Xm—l +Xm—2 + ... +Xm—n

Para ilustrar a praticidade dessa solucao geral, facamos o seguinte problema:

De quantas formas um grilo pode subir uma escada de 16 degraus se esse grilo
pode saltar até 5 degraus por pulo.
Solucgao:

Utilizando a féormula de recorréncia geral encontrada, facamos:
X6 = X15 + X1g + Xiz3 + Xio + X101

Para ser possivel usar a formula de recorréncia é necessario ter os termos iniciais, conside-
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rados aqui

Xo=1,X =1
Xo= X, + Xy =2
Xs=Xo+ X1+ Xo=4
Xi=X5+ X+ X1+ Xo =38

X5 = X4+ X3+ Xo+ X1 + Xo = 16
Xo= X5+ X4+ X5+ Xo+ X, =31
Xy = Xo+ X5+ X4+ X3+ Xo = 61
Xg = X7+ Xg + X5+ X4 + X3 = 120

Seguindo o raciocinio e fazendo as somas necessérias, tém-se:

X,y = 236
Xy = 464
X1, = 912
X1o = 1793
X3 = 3525
X4 = 6930
X5 = 13624
X6 = 26784

Com um pouco mais de esforgo, verifica-se que quando no problema é permitido ao grilo
pulos de 1 até k degraus encontramos os nimeros da sequéncia generalizada de Fibonacci,
ou seja, os “numeros de Fibonacci de k-passos (Fibonacci n-Step Number )”[13].

Na tabela abaixo temos alguns nimeros de Fibonacci até k = 6.

k Nome Sequéncia

2 | Ntumeros de Fibonacci 1,1, 2, 3,5, 8, 13, 21, 34, 55, ...
3 | Ntmeros de Tribonacci 1,1,2,4,7, 13, 24, 44, 81, ...

4 | Numeros de Tetrabonacci | 1, 1, 2, 4, 8, 15, 29, 56, 108, ...
5 | Numeros de Pentabonacci | 1, 1, 2, 4, 8, 16, 31, 61, 120, ...
6 | Numeros de Hexabonacci | 1, 1, 2, 4, 8, 16, 32, 63, 125, ...

Tabela 5 — Feita pelo autor.

4.1.1 Encontrando os termos das sequéncias generalizadas de

Fibonacci através do Excel

Mesmo de posse da férmula fechada, nao seria uma tarefa facil calcular o valor de

um termo com indice muito grande.Por exemplo, se queremos calcular o termo de indice
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100, seriam necessaras 98 operagoes de soma. Porém, através do algoritmo que vamos
descrever abaixo, podemos calcular (ou até mesmo conferir) um certo termo de qualquer
sequéncia generalizada de Fibonacci, com o uso do Excel.

Passo 1) Com o Excel aberto, clique na célula A1 e dé um nome a sua sequéncia.

Z [ =
Autosoma Financeira Logici
b Re
Biblioteca
Al (" %« K| Fib
A ] C D

Fib

Figura 10 — Passo 1 - Feita pelo autor

Passo 2) Nas células A2 e A3 insira os dois primeiros termos da sequéncia de Fibonacci.

runcao % HECENTEMENTE ™ %
Bibliot
A3 - k|1
A B c D
1 Fib

B |
L1 [

Figura 11 — Passo 2 - Feita pelo autor
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Passo 3) Clique na célula A4, digite "= A2 + A3"e tecle enter.

Inserir | Auto>oma Usadas Financeira Logica |
Funcdo hd Recentemente = hd -
Biblioteca de
SOMA v (0 X & f| =p2epz
A B C D
1 Fib
2

1]

3
4 |=A2+A3

Figura 12 — Passo 3 - Feita pelo autor

Passo 4) Apés clicar na célula A4 posicione o cursor no quadradinho preto, situado no

vértice da direita inferior.

Biblioteca de F
- (0 X & f| =poepz

SOMA
A B C D E

Figura 13 — Passo 4 - Feita pelo autor
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Passo 5) Com o cursor na posi¢ao anterior, clique e arraste verticalmente até a

quantidade de termos desejado na sua sequéncia.

Biblioteca de Fu
Ad - Jx | =A2+A3

| A B c D E

Figura 14 — Passo 5.1 - Feita pelo autor

Biblioteca de

aa - fe | =A2+A3
— B c D |

1 Fib

2 1
[3| 1
=Y 2
B E
e 5
- 8
B 13
By 21
10| 24
] 55
| 89
l 144
14 233
15| 377
16| 610
17 987
18| 1597
19| 2584
20|  am]

Figura 15 — Passo 5.2 - Feita pelo autor

Para o algoritmo da sequéncia de Tribonacci basta fazer algumas mudancas no
algoritmo anterior:
O passo 1 é feito da mesma forma. No passo 2, insira os trés primeiros termos da sequéncia

de Tribonacci, onde o terceiro termo sera incluido na célula A4. No passo 3, clique na
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célula A5 e acrescente A4 a soma A2+ A3. Nos passos 4 e 5, clique no quadrado da célula
Ab e arraste o cursor verticalmente até o termo desejado na sua sequéncia.
Fazendo as devidas adaptagoes no uso das colunas, podemos representar em uma unica

planilha varias sequéncias generalizadas de Fibonacci, como, por exemplo, na tabela abaixo:

A B C D E
1 Fib Tri Tetra Penta Hexa
2 1 | 1 1 1
3 p i i i i
4 2 2 2 2 2
5 3 4 4 4 4
6 5 7 3 3 3
7 3 13 15 16 16
8 13 24 29 31 32
9 21 44 56 61 63
10 34 81 108 120 125
11 55 149 208 236 248
E 89 274 401 464 452
13 144 S04 773 912 976
14 233 927 1450 1793 1936
15 377 1705 2872 3525 3840
16 610 3136 5536 6930 7617
17 987 5768 10671 13624 15109
18 1597 10609 20569 26784 29970
19 2584 19513 39648 52636 59448
20 4181 33890 76424 103519 117920
21 6765 66012 147312 203513 233904

Figura 16 — Sequéncias generalizadas - Feita pelo autor

4.2 Senhas alfanuméricas

Vamos agora desenvolver um problema que trata dos diferentes posicionamentos
possiveis entre letras e niimeros para formarmos uma senha, com a Unica restricado de nao

haver dois algarismos adjacentes. Fagamos:

O enigma das senhas: Quantas sdo as senhas de N termos, em que seus caracteres
pertencem a um conjunto definido por L letras e K algarismos que nao possua dois

algarismos adjacentes?

Para a resolugdo desse problema, faremos como na se¢ao anterior e resolveremos
inicialmente casos mais particulares, assim o desenvolvimentos do raciocinio recursivo se
dard de forma natural e conseguiremos compreender melhor a utilizagdo dessa ferramenta

nesses tipos de problemas. Vamos entao dividir o problema anterior em casos.

1. Caso 1: Vamos considerar aqui que o conjunto L seja de 1 letra e o conjunto K de
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2 algarismos, por exemplo, o conjunto de caracteres {a, 1,2}.

a)

b)

Para senhas com apenas 1 termo (N = 1), temos: (a;1;2). X; = 3 apenas 3

senhas possiveis;

Para senhas de 2 termos (N = 2), tem-se: cada senha de 1 termo que termina
em letra d4 origem a mais trés senhas (aa; al;a2). No entanto, quando termina
em algarismo, s6 d4 origem a mais uma senha (1a;2a).

Temos entdo 5 senhas possiveis (Xo =3+ 2-1) =5 (aa; al; a2; 1a; 2a)

Senhas de 3 termos (N = 3). Aqui, pode-se acrescentar 1 ou 2 depois de todas
as senhas de X, que terminam em “a', também acrescentar a em todas as
senhas de Xs.

X3=5+3+3

X3=5+2-3 Percebe-se que 5 =X,e2-3=2-X;dal: X3=X,+2-X; =11

Senhas de 4 termos (N = 4).

i. Aqui, de modo analogo, pode-se acrescentar 1 ou 2 depois de todas as
senhas de X3 que terminam com a letra “a” que corresponde ao nimero
de senhas de X5, logo sao 2- Xy =2-5=10;

ii. Podemos também acrescentar “a” no final de todas as senhas de X3, logo

sdo mais X3 = 11 senhas.
Entao X, = X5+ 2X,=11+25=21

Senhas de 5 termos. Analisando como foi feito anteriormente, pode-se fazer
recursivamente:

Xs=X4+2-X5

X5 =21+211=143

Entao somos levados a perceber, por argumentos de recursividade, que temos como

solucao geral para esse problema:

Xn+2 = Xn+1 + 2Xn

Desenvolvendo a féormula fechada

Fagamos agora o desenvolvimento de uma formula fechada para a solugao apresentada

anteriormente, onde a partir dela é possivel encontrarmos qualquer termo do caso

em questao.
Sendo X410 = X141 + 2X,, onde X; = 3 e Xy =5, temos:

X2:X1+2X0:>5:3+2X0:>X0:1
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De X, 10 = X,,11 + 2X,, fazendo X,, = t", temos:

{2 gt o — ),

Dividindo cada termo por t", temos:

2 —t—-2=0.

Resolvendo, obtemos A =9, t; = 2, t; = —1.Assim,

a, = a.(2)" + p.(-1)"
aw=1=a+p=1
a=3=2-a—pF=3.

Com as equagoes acima, podemos determinar « e 3, sao eles:

-1

v
4
o=
3

Sendo assim:

- (Ber- ()

. Caso 2: Vamos considerar aqui que o conjunto L seja de 2 letras e o conjunto K de

1 algarismo, por exemplo, o conjunto de caracteres {a, b, 1}.

a)

b)

Para senhas com apenas 1 termo (N = 1), temos: (a;b;1)X; = 3 apenas 3

senhas possiveis;

Para senhas de 2 termos (N = 2), tem-se: cada senha de 1 termo que termina
em letra da origem a mais trés senhas (aa; ab; al; ba; bb; bl). No entanto, quando
termina em algarismo, s da origem a mais duas senhas (la; 1b).

Temos entao 8 senhas possiveis (Xo = 2 + 3 -2) (aa; ab; al; ba; bb; bl; 1a; 1)

Senhas de 3 termos (N = 3). Aqui, pode-se acrescentar 1 depois de todas as
senhas de X, que nao terminam em 1, também pode-se acrescentar a ou b em
todas as senhas de X5,. Nao podemos deixar de perceber que 2X; =2.3=6¢
2X5 =2.8 =16. Assim,

X3 =2X1+2Xy,=23+28=22

Senhas de 4 termos (N = 4). Aqui, de modo andlogo, pode-se acrescentar 1

depois de todas as senhas de X3 que nao terminam em 1, o que corresponde
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ao dobro das senhas de X5, logo sao: 2. Xy = 2.8 =16

Podemos também acrescentar a ou b em todas as senhas de X3, logo sao
2X3 = 2.22 = 44, sendo assim:

Xy =2X,+2X3=28+222=060

e) Senhas de 5 termos. Analisando como foi feito anteriormente, pode-se fazer
recursivamente:
X5 =2X3+2Xy
X5 =222+ 2.60 =164

Entao somos levados a perceber, por argumentos de recursividade, que temos como

solugao geral para esse problema:
Xn+2 = 2Xn+1 +2X,

Desenvolvendo a formula fechada

Fagamos agora o desenvolvimento de uma formula fechada para a solugao apresentada
anteriormente, onde a partir dela é possivel encontrarmos qualquer termo do caso

em questao. Sendo X, 1o = 2X,, 1 +2X,, com X; =3 e X, =8, temos:
X2:2X1+2X0:>8:23+2X0=>X0: 1

De X, 12 = 2X,41 + 2X,, fazendo X,, = t", temos a equacgdo t"*2 — 27T — 2" = (.

Dividindo cada termo por t", temos:
t?—2t—2=0.
Resolvendo, obtemos A = 12, t; = 1 + /3, to = 1 — v/3.Assim,
a, = a(l+v3)" + B(1 — V3)".
Portanto, fazendo n = 0 e n = 1, temos:
a=1=a(1+V3)’+31-V3)'=1=a=1-§

a1 =3 = a(l+v3)' +5(1-V3)' =3
Com as equagdes acima, podemos determinar « e (3, sdo eles:

_3-2V3

b 6
3+2v3
a:T

Sendo assim:

X, = <3+62\/§> (1+V3)" + (3_62\/3) (1—V3)"



4.2. Senhas alfanuméricas 67

3. Caso 3: Vamos considerar o conjunto K de 2 letras e o conjunto L de 2 algarismos,

por exemplo: {a,b,1,2}.

a)
b)

Para senhas de 1 termo (N = 1), sao 4 senhas possiveis: (a;b;1;2) X; =4

Para senhas de 2 termos tém-se 12 senhas:

(aa; ab; al; a2; ba; bb; bl; b2; 1a; 1b; 2a; 2b), ou seja, cada senha de X; que ter-
mina em letra da origem a mais quatro senhas (aa;ab;al;a2;ba;bb; bl; b2).
No entanto, quando termina em algarismo, s6 da origem a mais duas senhas
(1a; 1b; 2a; 2b). Logo: Xy = 4.2+ 2.2 = 12

Senhas de 3 termos, temos aqui 40 senhas distribuidas da seguinte forma:

i. Senhas terminadas por a ou b:

Podemos acrescentar a ou b bem em todas as senhas de X, logo teremos

2Xs.

ii. Senhas terminadas em 1 ou 2:
Serao todas as senhas de X5 que terminam em letras no caso a ou b. Que
¢ igual ao dobro das senhas de X; pois em toda senha de X; podemos
acrescentar letras.
2.(2X,) =4X,
Logo: X3 =2Xo+4X; = X3=2.12+44=40

Senhas de 4 termos:

Agora podemos utilizar o raciocinio recursivo desenvolvidos no caso anterior.
Teremos em X, o dobro da quantidade de senhas de X3 terminadas com a ou
b, pois em todas as senhas de X3 podemos acrescentar a letra a ou a letra b
mas também podemos acrescentar 1 ou 2 no final de todas as senhas de X3
que terminam em letras, que por sua vez, seria o dobro das senhas de X5, ou
seja: 2(2X3) = 4Xs.

Logo: Xy =2X3+4X,=240+4.12 =128

Senhas de 5 termos:

Agora que ja se entende como a recorréncia é capaz de auxiliar na resolugao
desse tipo de problema, podemos simplesmente escrever que:

X5 =2X,+4X;3 =2.128 +4.40 = 256 + 160 = 416

Senhas de 6 termos:
De modo analogo Xg = 2X5 4+ 4Xg = 2.416 + 4.128 = 1344.

Aqui, faz-se um convite ao leitor para refletir o quao trabalhoso seria a resolugao

desse problema, até mesmo para senhas de 4 ou 5 termos, sem o uso do raciocinio
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recursivo.

Por fim, podemos generalizar o caso 3 para uma senha de n termos:
Xn+2 = 2Xn+1 + 4Xn

comn>1; X;=4e Xy =12.
Desenvolvendo a féormula fechada

De modo andlogo, fagamos agora para o caso 3 o desenvolvimentos da féormula
fechada. Sendo X, 1o = 2X,,11 +4X,, com X; =4 e X5 = 12, temos:

Xo=2X1+4Xg=12=24+4.X¢g= Xy =1.
Assim, de X,,,0 = 2X,,11 + 4X,, fazendo X,, = t", temos
T — 24" — 4" = 0.
Dividindo cada termo por t", temos:
t?—2t—4=0.
Resolvendo, obtemos A = 20, t; = 1 + /5, to = 1 — \/5.Assim,
ap = a.(1+V5)" + B.(1 —V5)".
Fazendo n = 0 e n = 1, temos entao:
aw=1=a(1+V5)+p01-V5)=1=a=1-§

a1 =3 = a(l+V5)' +B(1 —V5) =4,
Com as equagoes acima, podemos determinar « e 3, sao eles:

_ 5-3V56

p 10
L B+3V5
10

Sendo assim:

X, = (W) (145" + (5_1?’0\/3) (1—+5)"

. Caso 4: Vamos considerar o conjunto L de 3 letras e o conjunto K de 4 algarismos,

por exemplo: [a,b, ¢, 1,2, 3, 4]

a) Senhas de 1 termo:

Serdo 7 senhas possiveis: (a;b;¢;1;2;3;4) X, =7
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b) Senhas de 2 termos:
Aqui serdao 33 senhas, em todas as 7 senhas de X; podemos acrescentar no
final, qualquer uma das 3 letras. Logo ja sao 7.3 = 21 mais os nimeros 1, 2, 3
e 4, acrescentados apenas nas senhas de final a, b e ¢ de X; o que da 4.3 = 12.
Logo teremos Xy =21+ 12 =33

c) Senhas de 3 termos:

Analisando a recorréncia, pode-se dizer que:

i. Assenhas que terminam em letras serdo todas as senhas de X, multiplicado

por 3, ou seja, 3Xs.

ii. As senhas que terminam em nimeros serao o quadruplo das senhas de
X5 que terminam em letras que por sua vez sao o triplo das senhas de X3
logo serd 4(3X7), ou seja, 12X;. Dai: X3 =3X, + 12X =3.33 +12.7 =
99 + 84 = 183

d) Senhas de 4 termos: a partir daqui, pode-se analisar o que foi feito em casos
anteriores e assim desenvolvermos a seguinte relagao de recorréncia:
X4 =3X35+ 12Xy = 3.183 4+ 12.33 = 549 4 389 = 945

e) Senhas de 5 termos:
Por recorréncia: X5 = 3X, + 12X3 = 3.945 4+ 12.183 = 5031

f) Senhas de 6 termos:
Analogamente: Xg = 3X5 + 12X, = 3.5031 + 12.945 = 26433

Aqui, pode-se analisar o quao dificil seria a resolucdo desse caso, sem o uso do
raciocinio recursivo, mesmo para um bom aluno do ensino médio, seria de fato uma
'missao quase impossivel"mesmo para uma senha com 5 ou 6 termos.
Generalizando o caso 4 desenvolvido acima, temos a seguinte relagao para uma senha
com n termos.

X2 = 3Xn1 + 12X,

comn>1; X;1=T7Te Xy =33.

Desenvolvendo a férmula fechada

De modo andlogo, facamos agora para o caso 4 o desenvolvimento da férmula

fechada.Sendo X, ;o = 3X,,11 + 12X, com X; =7 e X, = 33, temos:
Xo=3X1+12Xg=33=37+12.Xg= Xy =1

De X410 = 3X,,11+12X,, fazendo X,, = t" temos t"*2 —3.t"*1 —12¢t" = (. Dividindo
cada termo por t", temos:
t? —3t—12=0.
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ks

Resolvendo, obtemos A = 57, t; = ”27\/577, ty = 3=

2

o) o)

2
0 0
a0:1:>a<3+2\/ﬁ> +6<3_2\/ﬁ> =l=>a=1-0
1 1
a1:7:>oz<3+2\/ﬁ> +B<3—2\/ﬁ> =7

Com as equagdes acima, podemos determinar « e (3, sdo eles:

57— 1157

p 114
LT 1157
B 114

Sendo assim:

X, — (57+11\/ﬁ> <3+‘/5_7>n+ (57—11@) (3_ﬁ)n

114 2 114 2

. Caso Geral: Apods a resolucao dos casos particulares mostrados aqui, estamos em

melhor condic¢do de resolvermos o problema proposto originalmente.

O enigma das senhas: Quantas sao as senhas de N termos, em que seus caracteres
pertencem a um conjunto definido por L letras e K algarismos que nao possua dois
algarismos consecutivos.

Solugao:

a) Senhas de 1 termo:
Sao L + K senhas; X1 =L+ K

b) Senhas de 2 termos:
Aqui serdo L.(L + 2K) senhas, pois em todas as senhas de X; podemos
acrescentar qualquer uma das L letras, ou seja, L.(L + K) e mais, em todas
as senhas de X; formadas por letras, que sao L senhas, podemos acrescentar

qualquer um dos K algarismos, logo teremos L.K senhas, entao:
Xo=L(L+K)+ LK = X, = L(L +2K)

c¢) Senhas de 3 termos:

Assim como foi feito nos casos anteriores, vamos dividir em 2 casos.

i. Senhas terminadas em letras:
As senhas de X3 que terminam em letra serdo todas as senhas de X,

acrescentadas por qualquer uma das letras de L, logo serao L.X5.
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ii. Senhas terminadas em niimero:
As senhas de X3 terminadas em letras serao formadas acrescentando
qualquer um dos K algarismos no final de todas as senhas de X5 que
terminam em letras, que por sua vez, sao as senhas de X; acrescentadas
por qualquer uma das L letras, logo sao K (LX), logo:
X3 =LXy+ KLX; com Xy =K+ Le Xy=L(L+2K) como mostrado

anteriormente.

d) Senhas de 4 termos:
A partir daqui faremos uso do raciocinio recursivo, onde se determina:
Xy =LX3+ KLX,

e) Senhas de 5 termos:
X5 =LX,+ KLX5. Com isso, pode-se finalmente determinar a expressao de

recorréncia geral para o nosso problema das senhas de n termos:
Xn+2 = LXn—H + KLXn:

comn>1; Xy =K+ LeX,=L(L+2K).

Desenvolvendo a féormula fechada

De modo analogo, facamos agora para o caso o geral o desenvolvimento da férmula
fechada X,.o = LX,11 + KLX,,onden > 1; X; = K+ L e Xy = L(L + 2K).Sendo
Xy = LX; + KLX,, temos

L(L+2K)=L(L+K)+KLXy = Xo = 1.

De X, = LX, + KLX, e fazendo X,, = t*, temos t"*2 — Lt"*! — KLt" = 0, dividindo
cada termo por t", temos:
t? — Lt — KL=0.

Resolvendo, obtemos A = L? + 4K L, cujas rafzes sao

_L+VI*YIKL  _ L—VI*TiKL

'
! 9 2 2

Dai,

(L + 12 +4KL>” y (L — V12 +4KL>”
ap = .
2 2

Fazendon =0en =1, temos:

L+ I2 +4KL>O ‘s (L — VIZY4KL

0
=l=a=1-0.
2 2 ) “ b

a0:1:>a<

L+ I? +4KL>1 s (L— VIZ 4K L

1
— L+K.
2 2 ) *

a1:L+K:>a<
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Com as equagoes acima, podemos determinar « e 3, sao eles:

2K + L+ VIZ+4KL (2K + L) + VI + 4K L
o = .

NI+ AKL b= NIt AKL

Sendo assim,

Ay —

<2K+L+\/m> <L+\/m>”+<—(2K+L)+\/m> (L— \/my'

2V L2+ 4KL 2 2v L2 +4KL 2

4.3 Permutacao Cadtica em Sequéncias Finitas

Uma permutagao é chamada de cadtica quando nenhum elemento permanece na

posicao original. Esse tipo de permutagao também é chamada de desarranjo.

Mostraremos agora algumas situacoes problema associadas a esse tipo de permuta-

¢ao e que podem ter a solucao facilidade com o uso do raciocinio recursivo.

Problema-Base: De quantas maneiras podemos formar uma sequéncia com as «
primeiras letras do nosso alfabeto, de modo que nenhuma letra esteja na sua posicao

original? Com 1 < o < 26 e natural

Considerando X, o nimero de permutacoes cadticas das o’s primeiras letras do

nosso alfabeto, facamos:

1. Para o = 1 nao conseguimos fazer nenhuma sequéncia cadtica, logo X; = 0.
2. Para o = 2 temos a sequéncia (ab) e é facil perceber que Xy = 1 que seria (ba)

3. Para oo = 3 temos a sequéncia (abc) e também é facil perceber que X3 = 2, que seria
(bca; cab)

4. Para a = 4 temos a sequéncia (abcd) e para calcular o nimero de permutacoes

caoticas X, dividiremos em dois casos disjuntos:

i
a) Caso X,: quando a letra “a” ocupa o lugar da letra que ficou em seu lugar.
Entao, temos 3 elementos possiveis para permutar com a letra “a” (a com b,
a com ¢, a com d) e em seguida fazemos a permutacao cadtica das outras 2

letras restantes que seria X, logo X, = 3X, que equivale a X, = (a — 1) X,_»

b) Caso X, : quando a letra “a” ocupa o lugar de uma das letras que nio ocupou
o seu lugar.
Entao, temos 3 elementos possiveis para ocupar o primeiro lugar da sequéncia
e em seguida fazemos a permutacao cadtica das outras 3 letras (a letra “a”
e as outras duas letras) o que seria X3. Logo Xi = 3.X3 que equivale a

X =(a—1).Xq

[0}
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Entao,

X, =X, +X,
= 3.X5 + 3.X5
= 3.(Xy + X3)

Como X3 =1 e Xy = 2 temos,
Xi=3(1+2)=X,=09

Logo, temos 9 permutacoes, sao elas:
1° caso: (badc, cdab, dcba)
2° caso: (bdac, cadb, dabe, beda, cdba, deab)

5. Para a = 5 temos a sequéncia (abede) e para calcular o niimero de permutagoes

caodticas X5 é conveniente dividirmos em dois casos disjuntos:

a) Primeiro caso: Quando a letra “a” ocupa o lugar da letra que ficou em seu

/ .z . /
lugar X;, como ja vimos, nesse caso X, = (@ —1). X,

b) Segundo caso: Quando a letra “a” ocupa o lugar de uma das letras que nao

/ .z . "
ocupou o seu lugar X;, como ja vimos, nesse caso X, = (o — 1) X,

Como

Xo=X,+X

Xo=(a—1D)Xp o+ (a—1)X,1
entdao, paraa >3 e X; =0e Xy =1:

Xo = (a—1)[Xo1 + Xo—2]

Seria a nossa relagdo de recorréncia;
Como X3 =2e X, =9 temos que
Xs=4(Xy+X3) = X5 =4.(24+9) =44

De forma anéloga, temos:

6. Para a = 6 entdo X¢ = 5(X5 + X4) =5.(44 4+ 9) = 265
7. Para a = 7 entdo X7 = 6(Xgs + X5) = 6.(265 4 44) = 1854

8. Para a = 8 entdo Xg = 7(X7 + Xg) = 7.(1854 + 265) = 14.833
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4.3.1 Resolvendo a recorréncia das permutacgoes cadticas

Sendo X, = (o — 1)(X4_1 + Xoq2) com X7 =0 e Xy =1, temos:
Xo=aXo1— Xo1 + (Oé — 1)Xa_2 =X, —aX, 1 = (—1)[Xa_1 + (—1)(0( — 1)Xa_2].

Fazendo,
dy = X, —aX,1 (4.1)

Temos, do—1 = X017 — (@ — 1) X,_2. Entéo,
do = (—1)do_1.
Note que d, nos d4 uma progressao geométrica de razao -1, cujo segundo termo ¢ 1, pois:
dy =X, —2X;=1-2(0) = 1.

Assim, tal PG. tem termo geral dado por:

Substituindo (4.4) em (4.1), temos:
Xa — OéXa,1 = (_1)(1,

para todo o > 2 onde X; = 0.

Dividindo todos os termos da recorréncia acima por a!, temos:

Xoo —1)®
! Portanto, K, = K,_1 + (=1)

Xa
Sendo K, := —-, entao K,_1 =

o . Observe que,

(=11
1
K=K T
1
K2:K1+i
1
K3 Kg—i

—1)«
Ko =Kq1+ ( ) .
a!
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Fazendo a soma telescopica das igualdades acima, temos:
1 1 1 (—=1)
Ko=Ko= g+ g =g+t (4.5)

Substituindo K, := 2%, em (4.5), temos:

al 12t 3 al

Portanto,

=0
: Lo (=)t 1 .
Observamos que para i — 00, a série Y — [14]. Assim,
i=0 1!
a!
Xa ~—,
e

onde e ~ 2, 7182818 que ¢é a base dos logaritmos naturais.

Exercicios:
1. Com relacao aos anagramas da palavra , calcule:

a) O total
Solugao:

Permutacao de 7 elementos distintos, P; = 7! = 5040

b) Em quantos, nenhuma letra aparece em sua posigao original

Solugao:

X, 1 1 1 1) 11
:1+<—+—+---+( )>:>Xa:a![1—+

Permutagao cadtica de 7 elementos distintos, como X, = 1; X3 = 2, com

Xa = (Oé — 1).[Xa,1 + Xa,Q] temos X4 = 9, X5 = 44, X6 = 265, X7

6.(X5 + Xg) = 1854

¢) Em quantos, apenas a primeira e a ultima letra, estdo na posicao original.

Solugao:

Para a primeira e a tltima letra temos apenas uma opc¢ao e para as outras 5

letras temos uma permutacao caética, logo, como X, = (o —1).[ X1 + X4 2]
eXo=1leXg=2temosquezs =9e¢ X5 =4.(Xy+ X3) =4.(9+2) =44

2. Tia Jaqueline recebeu de cada um de seus 7 alunos um livro que sera lido durante o

semestre. Na aula seguinte, redistribuiu os livros entre os alunos de forma aleatéria.

De quantas formas pode ter ocorrido a distribuicao dos livros sabendo que exatamente

dois alunos receberam seu proprio livro

Solucgao:
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Primeiro é necessério perceber que existem 7.6/2 = 21 maneiras de escolher os 2
alunos que receberao seu proprio livro. Em seguida fazemos uma permutacao caotica
de 5 elementos, que, como ja vimos, X5 = 4.(X; + X3) com X; =9 e X3 =2 entédo
X5 = 44, logo existem 21 -44 = 924 maneiras distintas de os livros serem distribuidos,

seguindo as exigéncias da questao.

3. Quantas permutacoes cadticas podemos formar de uma fila composta de 10 pessoas
em que as cinco primeiras pessoas sao mulheres e as cinco tultimas pessoas sao homens.

De modo que:

a) As cinco primeiras pessoas sejam homens
Solucgao:
Como na fila original as cinco primeiras pessoas sao mulheres e na fila que
vamos formar as cinco primeiras pessoas sao homens, entdo para qualquer
uma das 5! maneiras de organizar a nossa fila serd uma permutacao cadtica
em relacao a fila original e de forma inversa acontecera para formacao das 5

ultimas pessoas da fila. Logo a solugao sera 5!.5! = 14400

b) As cinco primeiras pessoas sejam mulheres
Solucgao:
Como na nossa fila, os cinco primeiros elementos serdo os mesmos da fila
original, seria uma permutacao cadtica de cinco elementos X5 = 44 e o mesmo

acontece com os 5 ultimos elementos, logo a solucao é X5 - X5 = 44.44 = 1936

Baseado nos problemas anteriores, serao mostrados aqui alguns exercicios-exemplos
que seguem a mesma linha de resolucao, porém em um contexto diferente daquele abordado

nos problemas resolvidos aqui.

4.4 Problemas-Exemplos

e As maquinas de um cassino em Las Vegas trabalham com a propria moeda particular
desse cassino, o kibiu. Nesse cassino tem-se uma maquina de video-poker que funciona
a partir da entrada de exatamente 8 kibius, mas sabe-se que a maquina aceita apenas
moedas de 1 ou 2 kibius. Sendo assim, determine de quantas formas um jogador

pode inserir as moedas nessa maquina para que consiga jogar.

e Gabriel, um bom atleta de Judd, possui varias medalhas de ouro, prata e brongze,
todas de mesmo formato e diferentes apenas pelo material que as compoe. De quantas
maneiras podera Gabriel enfileirar em um quadro, 5 de suas medalhas, de modo que
nao fiquem duas medalhas de ouro consecutivas.

Observacao: Considere que Gabriel possui 5 medalhas de cada tipo.
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e Um engenheiro devera construir 6 casas em um condominio, uma ao lado da outra,
e em cada casa devera utilizar como base da estrutura apenas um dos materiais:
concreto, cimento, ferro, madeira ou gesso. Como os dois ultimos materiais sao
bastante inflaméaveis, por questoes de seguranca, nao é permitida a construcgao de
duas casas com materiais inflamaveis uma ao lado da outra. De quantas sequéncias

distintas podera o engenheiro construir essas casas com relagao ao material utilizado?
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5 Consideracoes Finais

No trabalho aqui apresentado, buscou-se enfatizar e demonstrar a importancia
existente no estudo das recorréncias para o desenvolvimento intuitivo dos nossos alunos
do Ensino Médio.

A utilizacao do raciocinio recursivo para resolucao dos problemas envolvendo
sequéncias é de grande valia tanto para os alunos quanto para os professores, tendo em
vista o leque de areas e problemas da matematica que envolvem sequéncias e que podem
ser tratados de forma mais elegante, simplificada e interessante para os alunos quando

usamos a abordagem das recorréncias.

Ao utilizarmos as recorréncias e o raciocinio recursivo como ferramenta na resolugao
de alguns problemas, essas resolugoes se tornam mais claras, praticas, inteligentes e
completas. Essa grande vantagem aliada a capacidade de fornecer para o aluno um
raciocinio l6gico caracteristico ja é mais que o suficiente para que dediquemos nossas
forgas e concentremos nossas energias em estudar esse tema tao intrigante e instigante da

matematica.

Procuramos, ao maximo, simplificar e, ao mesmo tempo, abranger as resolugoes dos
Problemas-Chave para que fosse possivel a compreensao de um aluno que estard tendo o
primeiro contato com a area. Cada minimo detalhe do trabalho foi pensando com o intuito
de facilitar o acesso dos alunos a esse tema e auxiliar o professor a introduzir aos poucos,

mas com convicgao, a ideia do raciocinio recursivo em suas turmas do ensino médio.

Por fim, é importante lembrar que o trabalho foi elaborado com o intuito de motivar
alunos e professores a adentrarem nesse tema com maior profundidade, e pedimos, entao,
para que os que se sentirem atraidos pela area continuem seus estudos e permanecam
firmes na atividade, pois s6 trabalhando juntos poderemos abranger nosso conhecimento e

favorecer as futuras geragoes.
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