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Resumo

Este trabalho apresenta um estudo sobre a Teoria dos grafos e Emparelhamento em
grafos. Sobre a Teoria dos grafos apresentamos a ideia inicial de um grafo formado
através de um mapa, em seguida foram analisamos conceitos como: grau de um vértice,
subgrafo, isomorfismo de grafos, caminho, ciclo, conexidade, grafos bipartidos, arvore, entre
outros. Algumas questoes envolvendo a Teoria dos grafos foram resolvidas para mostrar
a funcionalidade de um grafo em contetiidos como Anélise Combinatéria e Geometria
Espacial. Demonstramos trés teoremas importantes para o estudo de Emparelhamento em
grafos, o Teoremas de Berge, Teorema de Hall e o Teorema de Tutte. Como aplicacao para
tudo que foi estudado desenvolvemos um jogo, Wald, uma homenagem ao matematico

Abraham Wald.

Palavras-chave: Grafos, Emparelhamento em grafos, Teorema de Hall e Teorema de
Tutte.






Abstract

This project presents a study about the Theory of graphs and Pairing in graphs. The theory
about graphs has the initial idea of a graph made based on a map, afterwards it is analysed
by concepts like : degree of a vertex, subgraph, isomorphism of the graph, path, cycle,
connectedness, bipartite graphs, trees, and so on. Some questions involving the Theory
of Graphs were solved to show the functionality of a graph in topics like Combinatorial
Analysis and Spatial Geometry. We demonstrated three important theorems for the study
of pairing in graphs, the Theorem of Berge, Theorem of Hall and the Theorem of Tutte.
To apply everything that was studied we developed a game, Wald, a reference to the

mathematician Abraham Wald.

Keywords: Graphs, Pairing in graphs, Theorem of Hall and Theorem of Tutte.
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Introducao

O primeiro registro de uma situagao modelada pela teoria dos grafos ocorreu
em 1736. O grande matematico Leonhard Euler, fez uma visita a cidade de Konigsberg,
atualmente conhecida como Kaliningrad, situada na Riussia. Euler ao chegar na cidade
foi apresentado a um desafio que ainda nao tinha sido resolvido. O Rio Pregel, corta a
cidade de Konigsberg, formando duas ilhas que sdo conectadas por uma ponte, e estas
eram conectadas as demais regioes por mais seis pontes. O desafio consistia em saber se
era possivel cruzar as sete pontes em uma caminhada continua sem passar duas vezes por
qualquer uma delas. Na figura abaixo, temos uma representacao das pontes (a, b, ¢, d, e, f, g)
e das quatro regioes (A, B,C, D).

Fonte: <www.google.com.br>

E possivel apresentar as mesmas informacoes da figura através de um modelo
matematico chamado grafo. Para uma melhor andlise da situagdo um grafo é uma excelente
opcao para modelar de forma inteligente. Na figura abaixo, temos um grafo que representa
as pontes e regices da cidade. Apresentaremos a solucao do problema das pontes de

Konigsberg no capitulo 2.

cp

alb /f

BU

Fonte: Produzido pelo autor

No desenvolvimento da dissertagao estudaremos com detalhes os conceitos béasicos
sobre grafos e veremos como usar um grafo para facilitar a resolucao de algumas questoes,

bem como a abordagem de contetdos da Matematica.

Para ilustrar a ideia de um emparelhamento, podemos analisar o seguinte pro-

blema: imaginemos que duas pessoas, José e Laura, que nao se conhecem cheguem a uma


www.google.com.br
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concessionaria de automéveis no mesmo momento, decididos a comprar o mesmo modelo
de carro que é vendido em apenas trés cores, branco, preto e vermelho. Os compradores
sao informados que naquele momento a concessionaria possui apenas um carro de cada
cor. Para tentar resolver a situacgao foi sugerido que cada cliente escolhesse pelo menos
duas cores em ordem de preferéncia, onde a primeira cor seria a opc¢ao ideal, a segunda
cor seria a opgao 2 e a terceira cor, seria a opc¢ao 3. A tabela mostra a escolha feita por

José e Laura.

Cliente | Cores selecionadas em ordem de preferéncia
José Vermelho e branco
Laura Branco, preto e vermelho

A tabela com as opgoes pode ser representada pelo grafo abaixo.

O Vermelho

José
) Branco
Laura
) Prato

Fonte: Produzido pelo autor

Analisando o grafo apresentado, podemos afirmar que é possivel que ambos os

clientes comprem o carro na cor de sua preferéncia?

Sim é possivel, vejamos como ficaria com o grafo abaixo. Os segmentos de reta em
destaque representam a op¢ao mais desejada pelos clientes e representa um emparelhamento

em um grafo.

O Vermelho
José

[ Branco
Laura

[ Pralo

Fonte: Produzido pelo autor

A situagao envolvendo José e Laura nos da uma nogao superficial do emparelhamento
em grafos e poderia ser facilmente resolvida. Agora, fica a pergunta: se pensarmos na mesma
situacao com 20 clientes e 25 cores é possivel que todos os clientes comprem o carro na cor
de sua preferéncia? Fazendo a mesma pergunta de outra maneira, é possivel emparelhar
o grafo que representa a mesma situacio com 20 clientes e 25 cores? E extremamente
desafiador buscar essa resposta. Trataremos detalhadamente trés teoremas fundamentais
para o emparelhamento em grafos, o Teorema de Berge, o Teorema de Hall e o Teorema
de Tutte. Cada teorema foi demonstrado justificando todas as etapas o que ¢ muito

relevante, ja que normalmente esses teoremas sao provados de maneira bastante resumida
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nos livros. Por fim, idealizamos um jogo sobre emparelhamento em grafos, Wald, onde é
possivel desenvolver os conceitos apresentados na dissertagao. Desejamos que esse trabalho
seja utilizado para ajudar pessoas interessadas em aprender sobre a teoria dos grafos e

principalmente sobre emparelhamento em grafos.
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1 Conceitos basicos

Nesse capitulo, trataremos dos conceitos basicos de grafos, que sao relevantes para

a compreensao das defini¢oes e teoremas abordados ao longo da dissertacao.

1.1 O que é um GRAFQO?

De modo simples podemos criar uma figura que represente parte do trafego aéreo
da regiao Nordeste do Brasil. Para facilitar basta tomarmos 4 capitais, Recife, Natal,

Fortaleza e Teresina.

Figura 1 — Mapa com parte das capitais da regidao Nordeste do Brasil

Fonte: <www.google.com.br>

Esta representado na figura 1 os voos ligando essas 4 capitais. Nao levaremos em
consideracao a origem ou destino de cada trajeto, apenas que é possivel viajar diretamente
entre as capitais que apresentam um segmento de reta entre elas. Podemos agora redefinir
a nossa representacao para uma figura mais simples com o objetivo de analisarmos apenas
as informacgoes desejadas.

Figura 2 — Grafo representando as 4 capitais selecionadas e as
referidas conexoes

f

r

Fonte: produzida pelo autor

Na figura 2, esta indicado por um pequeno circulo, que chamaremos de vértice
ou pontos cada uma das capitais selecionadas e estao indicados por segmentos de reta os
possiveis trajetos ligando as capitais, que chamaremos de arestas. Vale ressaltar que a
intersecao de arestas que nao apresente uma notagao (circulo) nao é considerado vértice.

Uma figura desse tipo representa um grafo.


www.google.com.br
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Defini¢ao 1. Um grafo G = (V, E) é uma estrutura formada por dois conjuntos: vértices

e arestas, para o conjunto de vértices usaremos V(G) e para o conjunto de arestas, E(G).

Cada aresta é um par nao ordenado de vértices, ou seja, um conjunto com exata-
mente dois vértices. Uma aresta do grafo como {r, f} serd denotada simplesmente por
rf ou fr, pois o que realmente importa sao as extremidades da aresta. Dizemos que os
vértices r e f sdo adjacentes, pois existe uma aresta que os conecta e que a aresta rf
incide em 7 e f, pois r e f sdo extremos da aresta. Estudaremos apenas os grafos simples,
isto é, grafos que apresentam no maximo uma aresta entre dois vértices e nado possuem

arestas que liguem um vértice a ele mesmo, que ¢ chamado de lago.

1.2 Isomorfismo de grafos

Um isomorfismo entre dois grafos G; e G é uma funcao w : V(G1) — V(Gs)

bijetora tal que xy € E(G) se, e somente se w(z)w(y) € E(Gs).

Um exemplo de isomorfismo esta representado com os grafos das figuras 3 e 4.

Figura 3 — Grafo Gy Figura 4 — Grafo G2
1v€
/3
2;\ >ﬁ
6U 0
7 8
Fonte: produzida pelo
autor Fonte: produzida pelo autor

Vamos provar que se zy € F(G1) entdao w(z)w(y) € F(Gs). Temos
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Devemos encontrar as 10 arestas do grafo G5, sem que ocorra repeticao. Usando a

condicao temos que:
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ac € E(Gy) —» w(a)w(c) € E(Gy) =12 € E(Gy),
ad € F(G1) = w(a)w(d) € E(Gs) =13 € E(Gs),
cd € E(Gy) —» w(c)w(d) € E(Gy) =23 € E(Gy),
dg € E(Gy) = w(d)w(g) € E(Gs) = 35 € E(Ga),
de € E(Gy) = w(d)w(e) € E(Gy) = 34 € E(Ga),
gh € E(G1) — w(g)w(h) € E(Gy) =58 € E(G3),
ef € E(Gy) = w(e)w(f) € E(Gs) =47 € E(G»),
be € E(G1) = w(b)w(e) € E(Gq) =64 € E(G),
bf € B(G1) > w(b)l(f) € B(Gs) = 67 € E(Gy),
fh € E(G1) = w(f)w(h) € E(Gy) =78 € E(G2)

Assim constatamos que GGy e G possuem o mesmo numero de arestas.

Observe que para mostrar que w(z)w(y) € E(G2) temos que zy € E(G;) basta

observar que as 10 arestas de (G5 foram contempladas acima sem repeticao.

1.3 Grau de um vértice

Em um grafo G, o grau do vértice v serd denotado d(v) e tem valor igual ao
nimero de arestas que incidem em v. No grafo da figura 2, temos d(t) = 3 e d(n) = 2, por

exemplo.

Proposicao 1. Em qualquer grafo, a soma dos graus de seus vértices € igual ao dobro do

numero de arestas.

Demonstracio. Em um grafo G qualquer, uma aresta uv é contabilizada para o grau do
vértice u e v, logo, toda aresta participa com duas unidades para o somatério dos graus
do grafo G. [

Como consequéncia da proposicao 1, temos o seguinte teorema.

Teorema 1. Todo grafo G tem um numero par de vértices de grau impar.

Demonstracio. Se V(G) = {vy, v, ..., v, } temos que a soma dos graus de todos os vértices

de G pode ser representada por:

n

dd(v)= > dw)+ D d(w)

i=1 grau par grau impar
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A primeira parcela do lado direito da equacao é par, pois a soma de nimeros pares tem
resultado par. Pela proposicao 1, a soma dos graus de todos os vértices é par, logo, a
segunda parcela da direita é par. Na segunda parcela, o grau de cada vértice é impar e
dessa forma, para que o lado direito da soma seja par, devemos ter uma quantidade par

de vértices de grau impar. |

1.4 Subgrafo

Um grafo H é subgrafo de um grafo GG se todo vértice de H é vértice de G e
toda aresta de H, caso exista, é aresta de GG, ou seja, o subgrafo H é composto por um

subconjunto de arestas e vértices que pertencem ao conjunto de arestas e vértices do grafo

G.

Figura 5 — Grafo G Figura 6 — Subgrafo H
a b a b
d e d e
Fonte: Produzida pelo Fonte: Produzida pelo
autor autor

Na figura 5, a retirada do vértice ¢ e das arestas que incidem nesse vértice no grafo

G deu origem ao subgrafo H (figura 6), vamos explicar esse tipo de operagao mais adiante.

1.5 Passeio ou percurso

Seja G = (V, E) um grafo. Um passeio em G é uma sequéncia de vértices em que
cada vértice é adjacente ao seguinte. O comprimento de um passeio é o niimero de
arestas percorridas entre o primeiro e o ultimo vértice. Na figura 7, temos como exemplo o

passeio P = (¢, a, b, d), cujo comprimento é igual a 3.

Figura 7 — Grafo G

b

c
Fonte: Produzida pelo
autor
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1.6 Trilha ou Cadeia

Se for imposta ao passeio a restricao de nao passar pela mesma aresta mais de
uma vez, teremos uma trilha ou cadeia. Na figura 7, podemos obter uma trilha com a
sequéncia = (¢, a,d, b, a). Perceba que a trilha pode conter o mesmo vértice mais de uma

vez.

1.7 Caminho

Um Caminho em um grafo é um passeio em que nenhum vértice é repetido. Na

figura 7, temos o caminho C' = (¢, a, b, d).

1.8 Ciclo ou circuito

Um ciclo é uma trilha de comprimento minimo trés, em que nao ha repeticao de
vértices, com excec¢ao do primeiro, que se repete uma unica vez, coincidindo com o tltimo

vértice. Na figura 7, temos o ciclo M = (a, b, d, a).

Teorema 2. Se todo vértice de um grafo G tem grau maior ou igual a 2, entio G contém

um ciclo.

Demonstragio. Escolha um caminho (v, vg,v3, -+ ,v,_1,v,) de cardinalidade méxima.
Como v,, tem grau no minimo 2, temos que v,, esta conectado a pelo menos outro vértice de

G distinto de v,,_1, digamos v. Observe que esse vértice deve estar no caminho acima, do

contrario o caminho (vq, v, vs, -+, Uy_1, Uy, v) seria um caminho de cardinalidade maior,
e terfamos um absurdo. Logo, v = vy, para algum k € {1,2,3,--- ,n — 2}. Dessa forma
temos o ciclo (v, Vgs1," ", Un_1, Un, Ux) cOMO queriamos demonstrar. [ |

1.9 Conexidade

Um grafo G é conexo se para todo par de vértice vy, vy € V(G) existe caminho
contendo vy e vy (figura 8), caso contrario G é desconexo. Uma componente conexa
de um grafo G é um subgrafo conexo maximal em relacdo ao nimero de arestas, isto é,
se for adicionado qualquer aresta ao subgrafo ele deixa de ser conexo. No grafo da figura

9 temos duas componentes conexas, uma com vértices (a,b,c,d) e a outra com vértices

(e, f.9).
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Figura 8 — Grafo conexo Figura 9 — Grafo desconexo

an b e
O dc c fcC g
Fonte: Produzida pelo autor Fonte: Produzida pelo autor

1.10 Operacoes

Sejam G um grafo, S C V(G), A C E(G) e {z,y} C V(G) tal que a aresta xy nio

pertence a E(G). Nessas condigoes vamos definir trés operagoes no grafo G.
Operacgao 1: Delecao de um conjunto S de vértices

Essa operacgao da origem ao grafo G — S, que é definido da seguinte forma:
V(G —S)=V(G)— 9, esses sao os vértices do grafo G — S. Suas arestas sao definidas por:
E(G—-S)={abe E(G)|a ¢ Seb¢ S} (observe que E(G — 5) sdo arestas de G que
nao tem vértice em S). Temos um exemplo dessa operagao nas figuras abaixo. Escolhendo
S = {c} do grafo G (figura 10) temos na figura 11 o grafo G — S.

Figura 10 — Grafo G .
Figura 11 — Grafo H

C

a
d
a b
d
b e
e
Fonte: Produzida pelo Fonte: Produzida pelo
autor autor

Operagao 2: Restrigdo de G a um conjunto de arestas A.

Nessa operacao, vamos obter o grafo G[A]. O conjunto de vértices desse grafo
V(G[A]) é igual a todo vértice v de V(G) tal que v é vértice de alguma aresta de A, e
E(G[A]) = A. Note que com essa defini¢cio ndo hé vértices isolados em G[A], pois todo
vértice desse grafo esta ligado a pelo menos uma aresta de A. Na figura 12, temos um
grafo G, escolhendo A = {ac, cd, cb} obtemos o grafo G[A] (figura 13).

Operacao 3: Adicao de uma aresta xy

Nessa operacao vamos obter o grafo G + zy. Temos que V(G + zy) = V(G) e
E(G+ xy) = E(G) U {zy}. Temos um exemplo da adi¢ao de uma aresta zy a um grafo G

nas figuras abaixo.
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Figura 13 — Grafo G[A]
Figura 12 — Grafo G

o d c d
ac ao b
e f
Fonte: Produzida pelo
autor Fonte: Produzida pelo autor
Figura 14 — Grafo G Figura 15 — Grafo G + zy
X X
y y
Fonte: Produzida pelo
autor Fonte: Produzida pelo autor

1.11 Arvores

Um grafo conexo e sem ciclos é chamado de arvore.

Grafo 1 Grafo 3

/

Grafo 2
Q

Fonte: Produzido pelo autor

Os grafos 1 e 3 sdo conexos e apresentam ciclos, logo nao podem ser considerados
arvores. O grafo 2 é o Unico entre os trés grafos acima que é uma arvore, pois é conexo e

nao apresenta ciclos.

Teorema 3. Toda drvore com mais de um vértice possui pelo menos um vértice de grau 1.

Demonstragio. (baseada em Edward R. Scheinerman) Seja A uma arvore com mais
de um vértice. Seja P = (vg, vy, vz, -+ ,v,) 0 caminho com cardinalidade maxima em A.
Vamos mostrar que o primeiro e o tltimo vértice (vy e v,) de P tém grau 1. Vamos supor,
por contradigdo, que vy nao possui grau 1. Como vy tem pelo menos um vizinho (vy),
temos que o d(vg) > 2. Seja k o outro vértice adjacente a vg. Note que k nao pertence a
P, pois do contrario teriamos um ciclo (vg, v, v, -+, k,v9) 0 que é um absurdo ja que

o grafo é uma arvore. Caso k nao pertenca ao caminho P, teriamos um novo caminho
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P’ = (k,v,v1,v9, -+ ,v,). Nesse caso, |P'| > |P|, ou seja, um absurdo. Logo, toda &rvore

com mais de um vértice possui pelo menos um vértice de grau 1. |

Teorema 4. Toda drvore com n vértices possui n — 1 arestas.

Demonstracao. Vamos provar por indugao no nimero de vértices. Para n = 1, temos que
o numero de arestas é n — 1 =1 — 1 = 0. Suponha que o resultado é valido para qualquer
arvore com n vértices. Considere G uma arvore com n + 1 vértices e v € V(G) com grau
1. O vértice v existe pelo teorema 3. Considere G’ = G — {v}. Note que G’ também sera
uma arvore, pois a retirada de um vértice de grau 1 nao gera um ciclo e o grafo continua
conexo (figuras 16 e 17). A arvore G’ possui n vértices e pela hipdtese de indugao, n — 1
arestas. Dessa forma, G possui n — 1 arestas de G’ mais uma aresta que foi retirada. Logo

GG possui n arestas.

Figura 16 — Grafo G Figura 17 — Grafo G — {v}
o] 6]
O
o O/O o
o]
v
Fonte: Produzida pelo Fonte: Produzida pelo
autor autor

Teorema 5. Toda drvore com pelo menos dois vértices tem pelo menos dois vértices de

grau 1.

Demonstracao. Vamos supor por absurdo que numa arvore com n vértices, existe no
méaximo um vértice de grau 1. Como pelo teorema 3 toda arvore tem pelo menos um
vértice de grau 1, entao teremos na arvore n — 1 vértices de grau maior que 1,uma vez que

numa arvore com pelo menos dois vértices nao tem vértice de grau zero. Portanto:
> dw)>2(n—1)+1.

Como o Y d(v) igual ao dobro do nimero de arestas (proposicao 1) e pelo Teorema 4 a
4rvore possui n — 1 arestas, podemos afirmar que » _ d(v) = 2(n — 1). Logo, substituindo

na inequagao acima temos:

2ln—1) > 2(n—-1)+1
0 > 1 (Absurdo)

Com isso, toda arvore com pelo menos dois vértices tem pelo menos dois vértices

de grau 1. [
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1.12 Grafos bipartidos

Grafos que admitem que o conjunto de seus vértices seja particionado em dois
subconjuntos V; e Vo, com V; NV, = (), de forma que toda aresta do grafo tenha uma

extremidade em V; e outra extremidade em V5 é chamado de grafo bipartido.

Figura 18 — Grafo bipartido

Fonte: Produzida pelo
autor

Na figura 18, temos um exemplo de grafo bipartido. Fica facil verificar que os
vértices a, ¢ e d podem formar o subconjunto V; e os vértices b e e podem formar o
subconjunto V5. Além disso, toda aresta desse grafo possui extremidades em subconjuntos

distintos.

1.13 Grafo planar

Um grafo é planar se puder ser desenhado no plano sem que haja arestas se
cruzando. Em um grafo planar, chamaremos de faces internas aquelas limitadas entre as

arestas e a face externa sera a regiao ilimitada que se encontra fora do grafo.

Figura 19 — Grafo planar

Fonte: Produzida pelo
autor

Verifique que na figura 19, temos um grafo planar composto por 8 vértices, 12

arestas e 6 faces, sendo 5 faces internas e uma externa.

Teorema 6 (Relagao de Euler). Se G € um grafo planar conexo com n vértices, e arestas

e [ faces, entdo vale a relacao f —e+n = 2.

Demonstragio. Vamos provar por indugao em e. Se o grafo for uma arvore, temos pelo

teorema 4 que esse grafo possui n — 1 arestas. Logo:
f—e+tn=1—-(n—-1)+n=2.

A relacao fica verificada. Se houver um ciclo, podemos retirar uma aresta do grafo e com
isso teremos uma face a menos, mas pela hipétese de inducao a relagdo valera para o novo

grafo. Temos que:
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(f=1)—(e—=1)+n=2
f—e+n=2.
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2 Aplicacoes

Introducao

Neste capitulo iremos resolver dois problemas cldssicos da Teoria dos grafos, o
problema das pontes de Konigsberg e a quantidade méaxima de regides em que um
determinado nimero de retas divide o plano. Faremos uma pequena anélise de um grafo
como ferramenta para melhorar a apresentacao do Principio fundamental de contagem.
Resolveremos uma questao do Enem envolvendo grafos, em seguida, vamos usar um
grafo para modelar a situacao apresentada em uma questao da OBMEP sobre Geometria
Espacial. Encerraremos o capitulo com uma sugestao para abordar o tema Produtos

Notéveis através de grafos.

2.1 O problema das pontes de Konigsberg

Na cidade de Konigsberg (Rissia) sete pontes cruzam o Rio Pregel estabelecendo

ligacoes entre duas ilhas e o continente conforme a figura abaixo:

Fonte: <www.google.com.br>

Sera que é possivel fazer um passeio pela cidade, comecando e terminando no

mesmo lugar e passando por cada uma das pontes apenas uma vez?

Resolucao: Vamos modelar esse problema através de um grafo.

d

Fonte: Produzido pelo autor


www.google.com.br
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Cada vértice do grafo esta representando uma regiao da cidade e cada aresta esta
representando uma ponte. Vamos descrever o grau de cada vértice do grafo, d(a) = 3,
d(b) =5, d(c) = 3 e d(d) = 3. Devemos escolher um vértice qualquer para ser o primeiro
do nosso ciclo, porém esse vértice precisa ter grau par, pois é necessario ter uma aresta
de “saida” e outra aresta de “chegada”. Como no problema todos os vértices possuem
grau impar, podemos afirmar que nao é possivel realizar um passeio de modo a comecar e

terminar no mesmo lugar passando por todas as 7 pontes.

2.2 Grafo e o Principio fundamental de contagem

No inicio do estudo de Analise Combinatéria, no Ensino Médio, é apresentado
aos alunos o Principio fundamental de contagem. Uma ferramenta que pode melhorar a
compreensao dos alunos ¢ a modelagem de alguns problemas utilizando grafos. Vejamos a

resolucao do exercicio abaixo.

Temos trés cidades A, B e C. Existem duas rodovias que ligam A e B e trés que

ligam B e C. Partindo de A e passando por B, de quantas maneiras podemos chegar até
C?

Resolugdo: Vamos utilizar um grafo para representar a situagao descrita no problema.
O conjunto de vértices V' = {A, B,C'} representa as cidades e o conjunto de arestas

E ={ry,rqy, 13,74, 75} as rodovias.

3]

A C

rz

Figura produzida pelo autor

Com o uso do grafo fica facil perceber que sdo 6 maneiras de sair de A e chegar até

C passando por B.

2.3 Enem 2010 e Grafos

A questao que resolveremos agora foi aplicada no Enem 2010 e traz um grafo que

modela as informagoes do texto.

Questao: A figura I abaixo mostra um esquema das principais vias que interligam a cidade
A com a cidade B. Cada nimero indicado na figura II representa a probabilidade de pegar

um engarrafamento quando se passa na via indicada. Assim, ha uma probabilidade de
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30% de se pegar engarrafamento no deslocamento do ponto C ao ponto B, passando pela
estrada E4, e de 50%, quando se passa por E3. Essas probabilidades sao independentes

umas das outras.

c
E1
L]
E2
o
Figura |
Enem 2010

Paula deseja se deslocar da cidade A para a cidade B usando exatamente duas das
vias indicadas, percorrendo um trajeto com a menor probabilidade de engarrafamento

possivel. O melhor trajeto para Paula é:

a) E1E3 c) E2E4 e) E2E6

b) E1E4 d) E2E5

Resolugao: Vamos calcular a probabilidade de nao pegar engarrafamento em nenhum

dos trajetos, a opcao E2E4 nao sera considerado, pois nao se ajusta as condigoes da questao:

E1E3: 0,2-0,5=0,1
E1E4: 0,2-0,7 =0, 14
E2E5: 0,3 -0,6 = 0,18
E2E6: 0,3-0,4 = 0,12

Fica facil calcularmos a probabilidade de pegar engarrafamento em pelo menos um

trajeto.

EIE3:1-0,1=0,9
E1E4: 1 —0,14 = 0,86
E2E5: 1 — 0,18 = 0,82
E2E6: 1 — 0,12 = 0,88

Logo, a opc¢ao com menor probabilidade de engarrafamento é o trajeto E2E5.
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2.4 O conjunto das diagonais espaciais e grafos

Uma diagonal espacial é um segmento de reta com extremidades em vértices nao
pertencentes a uma mesma face. Se pensarmos nas diagonais espaciais de cubo como um

grafo, podemos encontrar que esse grafo seria formado por 8 vértices e 4 arestas.

B s

H F G
D f-‘
B d E c
A [} A D B
Fonte: Fonte: Produzido pelo
<www.google.com.br> autor

Podemos encontrar o nimero de arestas do grafo, ou seja, as diagonais espaciais de
um poliedro convexo? Para responder a essa pergunta iremos resolver um problema do
banco de questoes da OBMEP 2011 nivel 3.

Questdo: Um poliedro convexo P tem 26 vértices, 60 arestas e 36 faces. 24 faces sao
triangulares e 12 sao quadrilateros. Uma diagonal espacial é um segmento de reta unindo

dois vértices nao pertencentes a uma mesma face. P possui quantas diagonais espaciais?

Resolucdo: E importante notar que esse grafo é composto por arestas que sao
distintas das arestas do poliedro e das diagonais das faces. Vamos calcular o total de
segmentos com extremidades em dois vértices do poliedro, temos a Cys 2 = 325 segmentos.
Como cada quadrilatero tem duas diagonais, a quantidade de diagonais das faces é igual a

12 - 2 = 24. Portanto, o nimero de diagonais espaciais é 325 — 24 — 60 = 241.

2.5 Qual o nimero maximo de regioes em que t retas
dividem o plano?

Resolucao: Como o objetivo é encontrar o maximo de regioes, a posi¢ao entre as t

retas deve satisfazer duas condigoes:

I) entre as retas ndo pode ter retas paralelas.

IT) cada ponto de intersecao pertence a apenas duas retas.

Uma representagao de como ficaria a imagem com 4 retas estd na figura abaixo.

Fica facil verificar que sao 11 regides.


www.google.com.br
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A%

Fonte: Produzido pelo autor

Agora, vamos seguir a resolugao através de uma sequéncia de etapas, usaremos a

imagem acima apenas como auxilio:

FEtapa 1:tragar um circulo que contenha no seu interior todos os pontos de intersecao
das t retas. Como cada ponto pertence a exatamente duas retas, teremos um total de

pontos igual a Cyo = t(t — 1)/2 no interior do circulo.

Fonte: Produzido pelo autor

Etapa 2: vamos desprezar as partes das retas que ficaram no exterior do circulo,

dessa forma obteremos o grafo G.

Fonte: Produzido pelo autor

O total de vértices de G é igual a 2t +¢(t — 1)/2.

FEtapa 3: verificar que o total de arestas de G é composto por 2t arcos e mais t2
arestas no interior do circulo. Essas t? arestas sao justificadas, pois cada uma das ¢ arestas

iniciais ficam dividida em novas t arestas. Logo, o total de arestas é 2t + t2.

Etapa 4: Vale lembrar que estamos querendo calcular o nimero de regioes internas
ao grafo G. Logo a relagdo de Euler (Teorema 6) fica escrita f — e +n = 1. Temos que, f
¢ o nimero de regioes, e = 2t +t? e n = 2t + t(t — 1)/2. Substituindo as informagdes na

relacao de Euler, teremos:



38 Capitulo 2. Aplicagées

f—@+t)+2t+tt—-1)/2 = 1
f = 1+t —t{t—1)/2
f = 14+t+t{t—1)/2, o que éequivalente a:
F = Cio+ Cia+ Cip2

2.6 Grafos e os produtos notaveis

No Ensino Fundamental 2 é apresentado aos alunos do 8° ano o conteido dos
produtos notaveis. Nao é dificil encontrar alunos do Ensino Médio com dificuldade em
desenvolver (z + y)? e (z + y)?. Quero deixar uma sugestdo para a apresentagio desse

contetdo no Ensino Fundamental 2 através de um grafo.

i) desenvolvimento de (z + y)?

Como (x +y)? = (z + y)(z + y) podemos criar o grafo abaixo.

1° fator 2*° fator Produto entre os fatores

Fonte: Produzido pelo autor

Basta apenas somar os resultados encontrados no produto entre os fatores. Dessa

forma, teremos 2% + zy + 2y + y*. Logo, (x + y)2 = 22 + 22y + 1?
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ii) desenvolvimento de (x + y)3

Como (x4 y)* = (x + y)(x + y)(z + y) podemos criar o grafo abaixo.

1° fator 2° fator 3 fator Produto entre os fatores

AOGGOG)OO

Fonte: Produzido pelo autor

Basta apenas somar os resultados encontrados no produto entre os fatores. Dessa

forma, teremos 23 + 2%y + 2%y + xy? + 2%y + 2y* + 2vy? + y>. Logo,

(x +19)* =2 + 32%y + 329 + o°.
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3 Emparelhamento em grafos

3.1 Introducao

Nesse capitulo, trataremos de emparelhamento em grafos, apresentando o conceito

de emparelhamento e demonstrando 3 dos principais teoremas: Berge, Hall e Tutte.
Como motivacao, vamos analisar o seguinte problema:

Suponha que em um pequeno condominio formado por 5 casas, cada familia tem
direito a uma vaga em um estacionamento que possui 5 vagas. Apos uma breve andlise, os
moradores escolheram no méximo 3 possiveis vagas para guardar seu veiculo. Dessa forma,

as opcoes que cada familia fez foram as seguintes:

o A familia 1 tem preferéncia pelas vagas 1 e 3;

o A familia 2 tem preferéncia pelas vagas 3, 4 e 5;
o A familia 3 tem preferéncia pelas vagas 1 e 2;

o A familia 4 tem preferéncia pela vaga 2;

o A familia 5 tem preferéncia pelas vagas 4 e 5;

O objetivo do sindico é encontrar, caso exista, uma maneira de estacionar todos os
carros respeitando as opgoes de cada familia. Na figura 20, temos um grafo bipartido que

representa o problema.

Figura 20 — Grafo bipartido

G O—Own

Fonte: Produzido pelo autor

Com as restrigoes fornecidas, é possivel encontrar um grafo que representa a solucao

para o problema.
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Figura 21 — Grafo que representa a solucéo

C1 "-:: 3 L5
CI ~ -_-:. Vi
Cs 0wy

)Wy
cs ™ :'_‘:. ™

Fonte: Produzido pelo autor

Observe que na figura 21 em nenhum vértice incide duas arestas e todos os vértices
foram contemplados. Com isso temos um emparelhamento perfeito que estudaremos com

mais detalhes no decorrer deste capitulo.

3.2 Emparelhamento

Um conjunto de arestas M de um grafo G é chamado emparelhamento se para
cada vértice v € V(@) existe no maximo uma aresta de M que incide em v. Dizemos que
o emparelhamento M cobre ou satura o vértice v se existe uma aresta de M que incide

em v. Caso contrario, dizemos que v é um vértice livre.

Um emparelhamento M serda maximo em G se M possui o maior nimero possivel
de arestas, ou seja, se a cardinalidade de M (|M]) for méxima. Um emparelhamento
M é maximal em G se qualquer acréscimo de aresta em M faz com que M deixe
ser emparelhamento. Com isso, todo emparelhamento méaximo é maximal, mas nem
todo maximal é maximo. As figuras 23 e 24 ilustram esse fato. As arestas em destaque

representam o emparelhamento.

Figura 22 — Grafo G Figura 23 — Emparelhamento maximal Figura 24 — Emparelhamento maximo
N N T N Ny
GJI '\f / I\_—F_ L 2/ 'x_]ljjfl r\?‘ \/
|'{ & |'{ d- .'f- c\/'f ﬂ\'l
\_[ - Ay Ly
- r;[ N T '
I\ g) \h_h/. I\-QJ \_h

Fonte: Produzido pelo autor

Dado um grafo G e um emparelhamento M, um caminho alternante em G é
um caminho cujas arestas estdo alternadamente em M e em E(G) — M. Dizemos que
um caminho é aumentante se for alternante e possuir extremos em vértices livres em
M. Na figura 23 podemos encontrar um caminho alternante (a, b, ¢, d, e, f) e um caminho

aumentante (g, ¢, d, h).
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Teorema 7 (Berge). Um emparelhamento M de um grafo G é mdximo se e sé se nao

existe em G um caminho aumentante.

Demonstracao. Provaremos em duas partes utilizando a contrapositiva.

=-: Vamos mostrar que se existe um caminho aumentante em G o emparelhamento M
nao é maximo. Seja P = (vy, Vg, U3, U4, ..., Vop—1, Vo, Vap i1, U2pt2) UM caminho aumentante
em G (figura 25).

Figura 25 — Caminho aumentante P

(A Ty Tap—1 V41

O

Uy Uy Van Un+2

Fonte: Produzido pelo autor

Entdao por definigdo temos que {vvg, v304, -+, Ugp_1V2n, Vons1V2nio} N M = () e
temos que {v9v3, V4Us5, - -+, VopUant1} C M. Observe que o caminho P possui (2n + 1)
arestas, das quais n sao arestas do emparelhamento M e (n + 1) arestas nao pertencem a
M. Dessa forma M = {vovz, v40s, « -+ , VopV2,41 }UF, onde F' é um conjunto de arestas de G
que nao pertencem ao caminho P. Defina M’ = F U {v1vq, U304, * + , Vap—1V2p, V2p11V2n42 -
Note que M’ serd um emparelhamento, pois a escolha de duas arestas quaisquer e e f que

pertencem a M’ pode ocorrer de uma das trés maneiras relacionadas abaixo.

i) as arestas e e f pertencem ao conjunto F'.

Como F' é um conjunto de arestas que pertencem ao emparelhamento M, entao
e e f nao possuem vértice em comum. Com isso, temos que M’ também serd um

emparelhamento.

ii) as arestas e e f pertencem ao conjunto {vive, v3v4, -+ , Vop_1V2n, V2t 1U2n12 -

Como o conjunto {vyvy, 30y, * *+ , Uy 1V9p, Vop11V2n 12 } NAO possui vértice em comum,
pois {v10g, U3y, * + , Vap—1V2n, Uant1Vanto } SA0 arestas de um emparelhamento, entéo

e e f nao possuem vértice em comum. Logo, M’ também serd um emparelhamento.

iii) a aresta e pertence a F' e a aresta f pertence ao conjunto
{v102, V304, -, Van 102, Vant1Vant2}
Seja a aresta e uma aresta que incide nos vértices a e b. Vamos mostrar que tanto a

quanto b nao sao vértices do caminho P. Observe primeiro que a e b tem que ser

diferente de vy, vs, ..., Vo, Vo, 11, POis teriamos duas arestas do emparelhamento M
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incidindo no mesmo vértice. Se a for igual a v; ou wvg,,2, entdo vy ou vy, o seria
saturado por uma aresta do emparelhamento, o que é um absurdo, pois vy € vg,19 sd0
vértices livres no emparelhamento. A hipétese de b ser igual a vy ou v, o resultaria
no mesmo absurdo. Logo, tanto a quanto b nao sdo vértices do caminho P, dessa
forma, nenhuma aresta de F' pertence ao caminho P. Como f pertence ao conjunto
{v109, V304, + , Vap_1V2p, Vop1Vania} € esse conjunto estd contido em P, entdo f
pertence ao caminho P e consequentemente e e f ndo possuem vértice em comum.

Logo, M’ também serd um emparelhamento.

Com esses trés itens provamos que M’ é um emparelhamento.

Note que [M| = |F| 4+ n, pois M = {vav3, 0405, -, V2nV2ns1} U F.

Temos que |M'| = |F| + [{viva, 304, - - -, Vap—1V2n, Vop+1V2n+2 |
M| =|F|+n+1

Portanto |M'| = |M| + 1. Logo, se G possui um caminho aumentante, entdo o emparelha-

mento M nao é maximo.

<: Vamos mostrar que se o emparelhamento M nao é méximo, entao existe um caminho
aumentante. Seja M’ um emparelhamento de cardinalidade maxima em G (|M'| > |M]).
Seja o grafo H = G[MAM'’], onde MAM' é a diferenga simétrica entre M e M’, ou seja,
MAM' = (M UM'") — (M n M. As figuras abaixo representam um exemplo de como

podemos obter o grafo H.

Grafo G Emparelhamento M Emparelhamento M’ Grafo H

,«’/# '-}—%C;:?"H_ {:f__::,«-‘l HT_H"“.‘.:- - ™ “.-"'r:-)f :I :::h\ﬂ::x‘."-
[>T e | | | L Jl -
SN T Y

Fonte: Produzido pelo autor

Vamos mostrar que todos os vértices do grafo H tem grau 1 ou 2. Por defini¢cdo
H nao tem vértice de grau zero. A existéncia de um vértice de grau maior ou igual a 3
seria um absurdo, visto que em cada vértice de H incide no maximo uma aresta de cada
emparelhamento, pois a existéncia de uma terceira aresta implicaria que pelo menos duas

arestas de M ou M’ incidiriam nesse vértice e isso viola o conceito de emparelhamento.
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As componentes conexas de H sdo ciclos com um nimero par de arestas ou caminhos,

em ambos os casos alternando arestas de M e M’. Vamos demonstrar essa afirmagao. Seja

P=(

nesta

W1

V1, V2, Vg, + Vi1, Vi, Vg1, "+ 5 Un_2, Un_1, Uy) um caminho de cardinalidade méxima
componente conexa (figura 26).
Figura 26 — Caminho P

vz V3 V4 e Vi Wi Wi+t V-2 Vi1 Vn
s A y o—0—0 o—_0—10

Fonte: Produzido pelo autor

Vamos analisar os possiveis casos para essa componente conexa.

19 caso: todos os vértices da componente conexa estao no caminho P.

i)

ii)

se v; tem grau 1, obrigatoriamente v,, também terd grau 1.

Vamos supor por absurdo que v, tem grau 2. Nesse caso v,, estaria ligado a algum
vértice v, com 1 < k < n — 1. Mas isso é um absurdo, pois se k = 1 o vértice v,
teria grau 2 contrariando a hipétese. E se k # 1, o vértice v teria grau 3, o que
seria impossivel pois o grafo H sé possui vértices com grau 1 ou 2. Dessa forma, v,

obrigatoriamente tem grau 1 e com isso, a componente é um caminho.

se v; tem grau 2, obrigatoriamente v,, também terd grau 2.

Como vy tem grau 2 e possui uma aresta adjacente a v,, a outra aresta tem que estar
ligada a um vértice vg, com 3 < k < n. Se k # n, o vértice vy teria grau 3, o que
seria impossivel pois o grafo H s6 possui vértices com grau 1 ou 2. Com isso, vy esté
ligado a v, portanto, v, tem grau 2. Logo, C' = (vy, v, ..., Uy, v1) é um ciclo. Seja n
o total de arestas do ciclo. Vamos supor que n seja impar. Como as arestas de P
sao alternadas entre M e M’, necessariamente teremos que duas arestas adjacentes

pertencem ao mesmo emparelhamento, mas isso é um absurdo. Logo n é par.

2° caso: existe um vértice w da componente conexa que nao esta no caminho P.

Como em uma componente conexa precisa existir um caminho entre dois vértices

quaisquer, temos que existe um caminho ligando w a P.

i)

esse caminho pode levar w a um vértice que nao estd nas extremidades de P (figura
27).
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Figura 27
V1 vz ¥a Vi Vi-1 ¥Wi= Wk Wis1 V-2 ¥n-1 ¥
o 0 0 o—0—0 o—O0—0
_ e DIWERA
w1/"3'—DW2
w O

Fonte: Produzido pelo autor

Essa possibilidade leva a um absurdo, pois o vértice v; teria grau 3.

ii) esse caminho pode levar w a um vértice que estd em uma das extremidades de P

(figura 28).
Figura 28
Vi=Wk Va2 V3 Va4 Via Vi Vi1 V-2 V-1 Vn
0 0 s o—L0——0 o—0—O0
O W1
C
W2z W1 | W
Fonte: Produzido pelo autor

Dessa forma o caminho (w, Wi, W2, +* y W—1, Wg, V1,V2, "+ yVi—1,V;,Vit1," " yUn—1, ?)n)

seria maior do que o caminho P, o que é um absurdo, pois P tem cardinalidade

maxima na componente conexa.

Logo, o 2° caso nao pode ocorrer. Com isso, temos que a componente conexa ¢ um

caminho ou ciclo com um nimero par de arestas que alternam entre M e M'.

Agora, queremos mostrar que existe pelo menos uma componente conexa com mais
arestas de M’ do que de M. Suponha por absurdo que em todas as componentes conexas

o numero de arestas de M’ seja menor ou igual que o nimero de arestas de M.

Componente conexa | N? de arestas de M’ | N2 de arestas de M | Suposicao

1 a; by a; < by
2 (05} b2 as S b2
3 as b3 as < b3

n an b, a, < b,
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Da tabela, podemos notar que |M'| = (a1 +as +az+ -+ +a,) + |[M N M'| e que
|M| = (by + by + b3+ -+ b,) + |[M N M|. Com isso temos que |M’'| < |M]| o que é um
absurdo, pois a suposi¢ao é que |M’| > |M|. Portanto, existe pelo menos uma componente
conexa com mais arestas de M’ do que de M e essa componente conexa nao pode ser um
ciclo, pois o ciclo possui mesma quantidade de arestas de M e M'. Logo, essa componente
conexa é um caminho com mais arestas de M’ do que de M e por definicdo serd um
caminho aumentante pois os extremos nao sao saturados pelas arestas do emparelhamento
M. Entao fica provado que se o emparelhamento M nao é méaximo, entdao existe um

caminho aumentante. [ |

3.2.1 Aplicagao do Teorema de Berge

Trader é um profissional responsavel por negociar ativos financeiros, seja como
contratado para uma instituicao financeira ou para si mesmo. Esse profissional usa um
sistema chamado Home Broker que o conecta ao pregao eletronico através da internet.
Cada corretora de valores possui o seu Home Broker e tem foco em diferentes clientes:
investidor em agoes, fundos de investimento, tesouro direto e renda fixa. Seis traders
que sao amigos e trabalhavam por conta prépria, decidiram enviar seus curriculos para
algumas corretoras. Escolheram as 8 maiores corretoras do Brasil e combinaram que cada
um deveria mandar seu curriculo para 3 corretoras. Na tabela consta as opgoes de cada

trader em ordem de preferéncia.

Trader | Opcao 1 Opcao 2 Opcao 3
1 Modalmais Toro Easynveste
2 Toro Modalmais XP
3 Clear BTG Modalmais
4 XP Rico BTG
D Clear Toro Terra
6 XP Terra Easynveste

Vamos construir o grafo representando as opgoes de cada trader.
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XP
Modalmais
Rico

BTG

Terra
Easynveste

Clear

Toro

Fonte: Produzido pelo autor

E possivel emparelhar o grafo respeitando apenas a 1* opcio de cada trader?

Nao, pois s6 é possivel emparelhar os 4 primeiros traders respeitando essa condicao,
uma vez que a 1* opcao dos traders 5 e 6 ja serao emparelhadas. Vejamos como fica o

grafo.

XP
Modalmais
Rico

BTG

Terra
Easynveste

Clear

Toro

Fonte: Produzido pelo autor
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E possivel adicionar mais arestas ao emparelhamento no grafo anterior? Note que
temos um caminho aumentante A = (5, Clear, 3, BTG) e pelo Teorema de Berge o empare-
lhamento apresentado nao ¢ maximo. Logo, é possivel encontrarmos um emparelhamento
com mais arestas. Podemos emparelhar o trader 5 com a sua terceira opgao. Vejamos como

fica o grafo.

BTG
Terra
Easynveste

Clear

Toro

Fonte: Produzido pelo autor

E possivel adicionar mais arestas ao emparelhamento no grafo anterior? Note
que temos um caminho aumentante B = (6, Terra, 5, Clear, 3, BTG) e pelo Teorema de
Berge o emparelhamento apresentado nao é maximo. Logo, é possivel encontrarmos um
emparelhamento com mais arestas. Podemos emparelhar o trader 6 com a sua terceira

opcao. Vejamos como fica o grafo.

10 XP

2 o Modalmais
3 Rico

40 . BTG

5 Terra

6 ’ L) Easynveste

Clear

Toro

Fonte: Produzido pelo autor
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3.3 Emparelhamento em grafos bipartidos
Definigao 2. Dado um conjunto S de vértices em um grafo G, vizinhanga de S, N(S), €

o conjunto de todos os vértices de G adjacentes aos vértices do conjunto S. Na figura 29,

se S = {a}, temos que N(S)={b,c} e se S={c, [}, temos que N(S) = {a,b,c,e, f}.

Figura 29

£ £
[ af— o)

%,

Fonte: Produzido pelo autor

Teorema 8 (Hall). Seja G um grafo bipartido com biparticio (X,Y'). Entao G contém
um emparelhamento que satura todos os vértices de X se, e somente se, |[N(S)| > |S|, para
todo S C X.

Demonstracio. =: Suponha que o grafo G possui um emparelhamento M que satura
todos os vértices de X. Seja S = {1, %9, 23, - ,T,} um subconjunto de vértices de X.
Como todos os elementos de S estao saturados pelo emparelhamento M, existe em Y o
conjunto {y1,vy2, Y3, -+ ,yn} de forma que {x1y1, T2y, T3ys3, -+ , TpYn} s@o arestas de M.
Observe que o conjunto {yi,¥s2,ys, - ,Yn} estd contido no conjunto dos vizinhos de S
(N(S)). Portanto, [{y1,y2,y3, -+, yn}| < [N(5)], como [{y1, 42,93, -+, yn}| = [5] temos
que [N(S)| = [S].

<: Queremos provar que se |N(S)| > |S|, para todo S C X, entdo G possui um
emparelhamento que satura todos os vértices de X. Suponha, por contradicao, que G é um
grafo bipartido em que |N(S)| > |S| para todo S C X mas que G nao possui um emparelha-
mento que sature todos os vértices de X. Seja M’ um emparelhamento maximo em G. Pela
suposicao M’ nao satura todos os vértices de X. Seja 1 € X, um vértice nao saturado pelo
emparelhamento M’ e seja A o conjunto formado por todos os vértices de todos os cami-

nhos alternantes a partir de ;. Vejamos duas afirmagoes importantes para a demonstragao.

Afirmagao 1: o conjunto A possui pelo menos 3 elementos.

Note que 7 ndo é um vértice isolado, ou seja, x; tem grau diferente de zero, pois
se z; fosse isolado poderfamos ter um conjunto S = {x1} e N(S) = (). E nesse caso,

IN(S)| < |S]| contrariando a hipdtese de que |N(S)| > |S|. Logo, incide pelo menos uma
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aresta em 1. Dessa forma, existe y; € Y tal que x1y; é uma aresta do grafo G. Observe
que y; tem que estar saturado pelo emparelhamento M’, caso contrario, a aresta xiy;
poderia ser adicionada ao emparelhamento M’ e com isso, terfamos um emparelhamento
maior que M’, o que é um absurdo, pois M’ é um emparelhamento maximo. Logo, no
vértice y; incide uma aresta do emparelhamento M’. Entao, existe um vértice o € X
ligado a y; por uma aresta do emparelhamento M’. Portanto, o conjunto A possui pelo

menos trés elementos, xq, y; € xs.
Afirmacao 2: x1 é o unico vértice nao saturado por M’ no conjunto A.

Suponha que exista outro vértice livre v no conjunto A. Como v € A, existe um
caminho alternante contendo z; e v. Como x; e v sao livres eles serao extremos do caminho,
com isso, esse caminho ¢ aumentante. Pelo Teorema de Berge temos um absurdo, pois se

M’ é maximo nao existe em G caminho aumentante. Logo, x; é o unico vértice livre em A.

Note que o conjunto A é formado por dois subconjuntos: um deles com vértices de
X, chamaremos esse subconjunto de S e o outro, formado por vértices de Y, chamaremos de
T, sendo assim A = SUT. A partir da figura 30, vamos obter um exemplo de como podem

ser os conjuntos A, S e T'. As arestas em destaque sdo arestas de um emparelhamento.

Figura 30
X Y
X1 Y1
X2 Y2
X3 Y3
X4 Ya

X5

Fonte: Produzido pelo autor

Na figura 30, temos alguns caminhos alternantes a partir de z1, entre eles, o caminho
(1‘1, Y1,22,Y2,L4,Y3, T3, Ya, l’5). Dessa forma, S = {Ib T2, T3, Ty, [L‘5}, T = {yla Y2, Ys, y4} €

A= {.Tl, T2,T3,T4,Ts5,Y1,Y2, Y3, y4}
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J& provamos na afirmacio anterior que o emparelhamento M’ satura todos os
vértices de A, exceto 1, e como A = SUT, o emparelhamento M’ satura todos os vértices
de S e T, exceto x1. Como todo vértice de T é saturado por M’, para cada vértice y € T

existe um vértice x € X tal que zy € M’. Agora vamos provar que |S| > |T].

Como para cada y € T encontramos um x € S tal que zy € M’ e S possui um

vértice que nao pertence ao emparelhamento M’, temos que |S| > |T|.

Agora vamos mostrar que N(S) C T, ou seja, que a vizinhanga de S é formada
pelos vértices de T'. Tome y € N(S) vamos mostrar que y € T. Como y € N(S) entao
existe x € S tal que zy é uma aresta de G. Como existe um caminho alternante ligando

1 a x temos dois casos para analisar.

1° caso: y estd no caminho alternante, com isso, y € A. Como A=SUT ey ¢ S

temos que y € T'.

2° caso: y nao estd no caminho alternante. Temos que mostrar que o caminho
de x; a y é um caminho alternante. O caminho z; a x comeca com uma aresta que
nao pertence ao emparelhamento e termina com uma aresta do emparelhamento, pois
x é adjacente a um vértice y,, € T e todo vértice de T' é saturado por uma aresta de
M’. Como y ndo estd no caminho alternante e y € N(S) temos que a aresta xy do
grafo nao pertence ao emparelhamento, pois se xy fosse uma aresta de M’ teriamos duas
arestas do emparelhamento incidindo no vértice . Ao acrescentar a aresta ry ao cami-

nho temos um novo caminho que inicia em x; e termina em y e esse caminho sera alternante.

Com isso, mostramos que y € A e pelo caso 1, y € T, e dessa forma |N(S)| < |T|.
No entanto, provamos que |S| > |T|, logo |N(S)| < |S|, e isso contradiz a hipétese
de [N(S)| > |S|. Dessa forma, provamos que em um grafo G bipartido com bipartigao

(X,Y), G contém um emparelhamento que satura todos os vértices de X se, e somente se,

IN(S)| > |S|, para todo S C X. [ |
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3.3.1 Aplicagcao do Teorema de Hall

Trader é um profissional responsavel por negociar ativos financeiros, seja como
contratado para uma instituicao financeira ou para si mesmo. Esse profissional usa um
sistema chamado Home Broker que o conecta ao pregao eletronico através da internet.
Cada corretora de valores possui o seu Home Broker e tem foco em diferentes clientes:
investidor em agoes, fundos de investimento, tesouro direto e renda fixa. Seis traders que
sao amigos e trabalhavam por conta prépria, ficaram sabendo que algumas corretoras
estavam contratando novos profissionais. Sendo mais especifico, a informagao que chegou
até os seis amigos foi que as 8 maiores corretoras do pais estavam cada uma delas buscando
um trader novo. Eles decidiram enviar seus curriculos e combinaram que cada um deveria
mandar seu curriculo para no maximo 2 corretoras. A escolha das corretoras deveria levar
em conta a facilidade de operar o Home Broker, as taxas cobradas e o tipo de investimento
que cada trader possui maior experiéncia. Na tabela esta as escolhas feitas por cada trader.
E possivel que todos os profissionais consigam uma vaga para trabalhar em seis corretoras

distintas respeitando as escolhas de cada um?

Trader Corretora
1 BTG e Modalmais
BTG
BTG e XP
BTG e Modalmais
Clear e Terra
Easynveste e Toro

O O = W N

Resolucao:

i) Vamos representar a situagdo através de um grafo bipartido

1 xpP
2 Modalmais
3 0 Rico
4 BTG
Terra
] Easynveste
Clear
Taro

Fonte: Produzido pelo autor

ii) O Teorema de Hall garante que um grafo bipartido com biparti¢dao (X,Y") contém

um emparelhamento que satura todos os vértices de X se, e somente se, |[N(S)| > |S],
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para todo S C X. Temos um grafo bipartido com dois conjuntos de vértices, X =
{1,2,3,4,5,6} e Y = {XP, Modalmais, Rico, BTG, Terra, Easynveste, Clear, Toro}.
A proposta é encontrar um emparelhamento que satura todos os vértices de X. A esco-
lha de um conjunto S = {1, 2, 3,4} nos fornece um N(S) = {XP, Modalmais, BTG}.
Com isso, temos que |[S| = 4 e [N(S)| = 3, logo, |[N(S)| < |S|. Portanto, nao é
possivel encontrarmos um emparelhamento que sature todos os vértices de X, ou
seja, nao sera possivel que os seis profissionais consigam uma vaga para trabalhar

em seis corretoras distintas respeitando as escolhas de cada um.
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3.4 Emparelhamento perfeito

Em um grafo G, um emparelhamento M é perfeito, se cada vértice v € V(G) é

saturado por alguma aresta de M.

3.4.1 Paridade das componentes

Seja S um conjunto de vértices de um grafo G. O grafo G — S é formado por
componentes impares (nimero de vértice impar) e componentes pares (nimero de

vértice par).

Figura 31 — Grafo G
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Fonte: Produzido pelo autor

Figura 32 — Grafo G — S
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Fonte: Produzido pelo autor

Chamaremos de o(G — S) o niimero de componentes impares do grafo G — S. Na

figura 32, temos que o(G — S) = 6 e o nimero de componentes pares também é igual a 6.

Teorema 9 (Tutte). Um grafo G possui um emparelhamento perfeito se, e somente se,

o(G — S) < |S| para todo S C V(G).
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Demonstra¢io. =: Vamos provar que se G tem um emparelhamento perfeito entao o(G —
S) < |S| para todo S C V(G). A estratégia que usaremos serd a seguinte: provar que
se G possui pelo menos um conjunto S tal que o(G — S) > |S]| entdo G ndo possui
emparelhamento perfeito. Iremos supor por contradicdo que G possui um emparelhamento

perfeito. Dessa forma, provaremos por uma contradi¢do na contrapositiva

Seja M um emparelhamento perfeito em G e C' uma componente impar de G — .S,
entdo existe um vértice y € V(C') e um vértice x € S tal que xy € M. Essa afirmacao

requer uma demonstragao.

Seja C' uma das componentes impares de G — S e y € V(C') um vértice que nao
estd emparelhado com nenhum outro vértice de C'. Note que a existéncia do vértice y,
ocorre porque em um emparelhamento perfeito cada componente impar tera pelo menos
um vértice que nao estara emparelhado com outro vértice da propria componente. Como
M é um emparelhamento perfeito y tem que estar emparelhado com algum vértice x do
grafo G. O vértice x nao pode ser vértice de outra componente de G — S, pois pensar que x
pode pertencer a outra componente nos levaria a uma aresta zy ligando duas componentes

conexas distintas o que é um absurdo. Logo, x € S e xy € M.

Vamos supor que |S| = n e sejam Cy,Cy, Cs,...,Cp, Cyiq, ..., Cy componentes
impares de G — S, com k > n, pois estamos supondo que o(G — S) > |S|. Pela afirmagio
acima, em cada componente C;, com 1 <1 < k, existe um vértice y; que estard emparelhado
com z; € S, de forma que y;x; € M. Como k > n, algum x; tem que estar emparelhado
com pelo menos dois vértices y;, o que é um absurdo em um emparelhamento perfeito. Logo,
se G tem um emparelhamento perfeito entdo o(G —S) < |S| para todo S C V(G). Vejamos
o exemplo da figura 33. Temos as componentes impares Cy, Cy, ..., C7 e |S| = 6. Note que
para o emparelhamento ser perfeito temos que um vértice de S deve ser emparelhado com

o vértice y7, o que ¢ um absurdo.

Figura 33 — Conjunto S e as componentes conexas

C1 Cz Cs Cs

| Cys ﬁ
N B P
T L 3 N
L

Fonte: Produzido pelo autor
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<: Queremos provar que se o(G — §) < |S]| para todo S C V(G) entdao G tem um
emparelhamento perfeito. Provaremos usando a contrapositiva. Vamos supor que nao existe

um emparelhamento perfeito em G. Com essa suposicao basta encontrar um conjunto

S C V(G) tal que o(G — S) > |S|.

Vamos definir um conjunto S como um conjunto mau, se o(G — S) > |S| e S
serd um conjunto bom, se o(G — S) < |S|. Sobre esse conjunto mau podemos fazer duas

afirmacoes:

Afirmagao 1: Se S é um conjunto mau em G + zy entao S serd mau em G, onde

xy ¢ uma aresta que nao pertence ao grafo G e os vértices x e y sdo vértices de G.

Provaremos a afirmacao mostrando que se .S for um conjunto bom em G entao S sera
bom em G + xy, ou seja, provaremos usando a contrapositiva da afirmacao. Analisaremos

0s seis possiveis casos para a adicao de uma aresta xry ao grafo G.

Caso 1: se x e y sao vértices de uma mesma componente conexa de G — S, o(G — S) nao é
alterado, pois a adi¢ao da aresta xy nao altera o nimero de vértices de nenhuma
componente. Como o nimero de componentes impares nao sofre alteracdo com a
adigao da aresta xy, temos que o[(G + zy) — S] = o(G — S). Como S é bom em G,
temos que o[(G + zy) — S] = o(G — S) < |S]. Logo, o[(G+ zy) —S] < |S] e S é bom
em G + zy.

Caso 2: se x € (] ey € (5, com C; e (5 componentes impares distintas de G — S. A
adi¢do de zy da origem a uma componente par em [(G + zy) — S]. Com isso,
estaremos diminuindo o niimero de componentes impares, e dessa forma, teremos
o[(G+ zy) — S] < o(G — S). Como S é bom em G, temos que
o[(G+zy)—S] < o(G—S) <|S|. Logo, o[(G+zy)—S] < |S] e S ébomem G+ zy.

Caso 3: x € Cy e y € Cy, com C] e Cy componentes pares distintas de G — S. A adicao de
xy da origem a uma componente par em [(G + zy) — S]. Portanto, o nimero de
componentes impares nao é alterado, com isso, o[(G + zy) — S] = o(G — S). Logo,
o[(G+zy) — S| <|S|eS ébomem G+ xy.

Caso 4: x € Cy ey € Cy, com (] par e Cy impar. A adicdo da aresta zy da origem a uma
componente fmpar, mas o nimero de componentes impares nao ¢é alterado, com isso,

o[(G+ zy) — S] = o(G — S). Logo, o[(G + xy) — S] < |S| e S é bom em G + zy.

Caso 5: se x pertence a uma componente conexa e y € S. A adigao de xy nao altera o total de
componentes impares, com isso, o[(G+zy)—S] = o(G—2S5). Logo, o[(G+zy)—S] < |S|
e S é bom em G + xy.
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Caso 6: se x e y pertencem a S. A adicdo de xy nao altera o total de componentes impares,
com isso, o[(G + zy) — S| = o(G — S). Logo, o[(G + zy) — S| <|S| e S é bom em
G+ zy.

A partir de agora vamos trabalhar com um grafo H que serd definido da seguinte
forma: se todas as componentes de G sdo completas (ou seja, se tomarmos qualquer par
de vértices da componente, existe uma aresta que incice nesses vértices), vamos definir
H = G. Caso contrario, ou seja, se alguma componente nao for completa em G, podemos
adicionar alguma aresta z1y; a esse grafo. Vamos fazer isso de tal forma que G + =11,
seja nao emparelhavel, se isso nao puder ocorrer o grafo G tem a propriedade de que a
adicao de qualquer aresta o torna emparelhavel e nesse caso, vamos definir H = G. No
caso que G + x1y; nao é emparelhédvel, se todas as componentes conexas de G + x1y; forem
completas vamos definir H = G + x1y;. Se ndo, podemos adicionar x,ys ao grafo G + x1y;.
Vamos fazer de tal forma que (G + x1y1) + x2y2 nado seja emparelhavel, se isto nao for
possivel, a adicao de qualquer aresta torna o grafo G 4+ x1y; emparelhavel e nesse caso,
vamos definir H = G + x1y;1. Se (G + z1y1) + 2292 é ndo emparelhavel vamos continuar
com esse processo até chegar a um grafo H em que todas as componentes sao completas
ou a adi¢ao de qualquer aresta ao grafo H o torna emparelhdvel. A partir de agora nosso
objetivo é encontrar um conjunto mau para o grafo H, pois se o conjunto for mau para H,

serd mau para todos os grafos que antecederam H, inclusive G.

O grafo H pode ser analisado sob dois aspectos, se todas as componentes de H

forem completas ou se pelo menos uma componente de H nao for completa.

i) se todas as componentes de H forem completas.

H tem uma quantidade impar de vértices e nesse caso H tem que ter pelo menos
uma componente impar, se nao H teria um emparelhamento perfeito. Seja S = 0,

com isso, S serda um conjunto mau? Podemos afirmar que

o(H—0)=o0(H)>1>0= |0

Logo, S é mau em H. Nesse caso a demonstracao esta encerrada, pois se S é mau

em H serd mau em G.

ii) se pelo menos uma componente de H nao for completa.

Se um conjunto S contido em V' (H) satisfaz as duas condigoes descritas a seguir

diremos que S satisfaz a condigao (x).
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Condicao 1: se todas as componentes conexas de H — S sdo completas;

Condicao 2: se todo vértice s € S é adjacente a todos os vértices de V(H) — s.

Se H tem um conjunto mau S, entao S satisfaz a condicao (x).

Mostraremos que essa afirmacgao é verdadeira usando a contradi¢cao na contraposi-
tiva, ou seja, vamos assumir que S nao satisfaz a condigdo (%) e supor por contradigdo que

S seria um conjunto mau. Temos que analisar as duas condi¢oes que compde a condi¢ao

(%)

i) alguma das componentes de H — S nao é completa.

De fato, se acrescentarmos uma aresta xy em uma componente conexa de H — S
o conjunto S continua mau em H + zy, pois nao altera o nimero de componentes
impares e nem o nimero de componentes pares. Pela construcao de H, H + xy possui
emparelhamento perfeito. Pela ida do Teorema de Tutte todo conjunto S C V(H +xy)

nao é um conjunto mau, mas isso ¢ uma contradicao.

ii) existe s € S e um vértice de V(H) — s que nao sao adjacentes.

De fato, seja s € S e v um vértice de H — s dois vértices nao adjacentes. O vértice v
pode pertencer a S ou a H — S, em ambos os casos, com o acréscimo da aresta sv,
o conjunto S continua mau em H + sv, pois nao altera o nimero de componentes
impares e nem o numero de componentes pares. Pela construcao de H, H 4 sv possui
emparelhamento perfeito. Pela ida do Teorema de Tutte todo S C V(H + sv) nao é

um conjunto mau, mas isso ¢ uma contradicao.

Com essas duas demonstragoes podemos afirmar que se o grafo H possui um
conjunto S mau, entao todas as componentes de H — S sao completas e todo vértice s € S

¢ adjacente a todos os vértices de V(H) — s.

Afirmagao 2: Se S C V(H) e satisfaz a condi¢ao (%), ou seja, toda componente
conexa de H — S é uma componente completa e todo vértice s € S é adjacente a todos os

vértices de V(H) — s, entdo S é mau ou o conjunto vazio ¢ mau.

Vamos supor que S satisfaz a condigao () e S ndo é mau, com isso basta provar
que o conjunto vazio ¢ mau. Para isso, vamos tentar construir um emparelhamento
perfeito em H. Analisando um emparelhamento dentro de cada componente, temos que
nas componentes pares podemos emparelhar os vértices da componente com as proprias
arestas da componente, pois as componentes sao completas, nas componentes impares
sempre teremos um vértice que nao participa do emparelhamento formado com os demais

vértices da componente.
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Como S nao é mau, o(H — 5) < |S| e como S satisfaz a condigao (x), todo vértice
s € S é adjacente a todos os vértices de H — s. Com isso, podemos emparelhar o vértice
que sobrou da componente impar com um vértice de S. Vamos analisar os vértices do

conjunto S que sobrardao apds o emparelhamento, se:

i) sobrar uma quantidade par de vértices em S.

Nesse caso o grafo H terda um emparelhamento perfeito, pois todos os vértices de
S estao conectados a todos os outros vértices, pois S satisfaz a condi¢ao (), com
isso os vértices de S que sobraram serao emparelhados entre si. Além disso, todos os
outros vértices das componentes ja foram emparelhados. Mas isso ndo pode ocorrer

ja que H é um grafo que ndo possui um emparelhamento perfeito.

ii) sobrar uma quantidade impar de vértices em S.

Com isso, H possui um ntmero impar de vértices, pois se sobrou uma quantidade
impar de vértices em S ap6s emparelhar todos os outros vértices, temos que H possui
um namero impar de vértices. Portanto H possui pelo menos uma componente impar,

ou seja, o(H) > 1. Assim,
o(H—0)=0(H)>1>0= 10|

Logo, o conjunto vazio é mau. Com isso, encerramos a demonstracao.

Por essas duas afirmagoes podemos concluir que afirmar que no grafo H um con-
junto é mau é o mesmo que afirmar que ele satisfaz a condig¢ao (x). Para provar o nosso
teorema, basta mostrar que existe S que satisfaz a condigao (x), uma vez que S seria mau

em H e consequentemente mau em G.

Seja S o conjunto formado por todos os vértices de H que sao adjacentes a todos os
outros vértices de H, isto é, v € S se e somente se, vw € E(H) para todo w € V(H) — {v}.

E importante deixar claro que S pode ser vazio, pois o conjunto vazio pode ser mau.
Se S satisfaz a condi¢ao (x) terminou a demonstragao.

Entao vamos supor por contradi¢do que S nao satisfaz a condigao (x), entdo, obri-
gatoriamente alguma componente conexa de H — S nao é completa, ja que todo vértice
de S por definigao esta ligado aos demais vértices. Vamos analisar essas componentes de
H — 5. Como a componente nao é completa existe pelo menos dois vértices nao adjacentes
(chamaremos de @ e a’). Vamos escolher um caminho de cardinalidade minima nessa
componente, ligando esses dois vértices. Observe que esse caminho tem pelo menos trés vér-

tices: além de a e a’, que nao sdo adjacentes, temos um terceiro vértice que chamaremos de b.
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Seja a,b e ¢ os trés primeiros vértices desse caminho. Temos que as arestas ab e bc

pertencem a F(H), mas ac ¢ E(H) pois estamos trabalhando com o menor caminho.

Como b ¢ S, existe d € V(H) de modo que bd nao é aresta de H, pois se nao
existisse o vértice d, o vértice b estaria ligado a todos outros vértices, mas b ¢ S. Pela
definicao de H existe um emparelhamento perfeito M; em H + ac, com isso ac é uma
aresta de My, pois se ac nao estiver em M, entdo todas arestas de M; seriam arestas de H.
Logo, H seria emparelhavel o que é um absurdo, uma vez que nao existe emparelhamento
perfeito em H. Temos também um emparelhamento perfeito My em H + bd, com isso
bd é uma aresta de My, pois se bd nao estiver em M, entao todas arestas de My seriam
arestas de H. Logo, H seria emparelhavel o que é um absurdo, uma vez que nao existe

emparelhamento perfeito em H.

Figura 34 — Caminho p

Fonte: Produzido pelo autor

Seja p = (d,- -+ ,v) um caminho de cardinalidade méxima em H comegando em d
com uma aresta de M; e em seguida uma aresta de M, e que segue alternando arestas
de M; e de M,. O caminho p tem pelo menos uma aresta, pois todas as arestas do
emparelhamento M; sdo arestas de H com excecao de ac. Logo, no vértice d incide uma
aresta de M;.

O caminho p = (d, ...,v) possui duas possibilidades para a ultima aresta. Essa

aresta pode ser de M; ou de My, vamos analisar as duas opgoes.

Caso 1: a tultima aresta de p estd em M;.

Nesse caso v = b. Vamos supor por contradi¢ao que v # b. No caminho p a tdltima
aresta € de My, ou seja, M; possui uma aresta que incide v. No vértice v também incide
uma aresta de Ms, ja que My é um emparelhamento perfeito H + bd, mas essa aresta
nao € bd, pois v # b e d é o primeiro vértice do caminho. Entao podemos adicionar essa
aresta de My que pertence a E(H) (ja que é diferente de bd) ao caminho p obtendo um
caminho maior que alterna as arestas de M; e M,. Nesse caso temos uma contradic¢ao,
pois o caminho p tem cardinalidade maxima. Logo, se a ultima aresta de p estd em M; o

vértice v tem que ser igual a b.
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Observe que C = (d, ...,v,d) é um ciclo no grafo H + bd com a mesma quantidade

de arestas de M; e Ms, ou seja, C' possui um niimero par de arestas.

Figura 35 — Ciclo C

M: M M: My

Fonte: Produzido pelo autor

Vamos definir (M, — C') como o conjunto de arestas de M, que nao estao em C e

(M; N C) o conjunto de arestas que estao em M; e C. Assim, podemos definir o conjunto

de arestas M = (My — C)U (M; N C). Vamos mostrar que M é um emparelhamento. Para

isso, escolha e e f duas arestas em M. Dessa forma, temos trés casos, se:

i

ii)

i)

e e f estao em (M, — C).

Como (Msy — C') é o conjunto de arestas de M, que nao estdo em C, temos que as

arestas e e f nao possuem vértice em comum, pois My é um emparelhamento.

e e f estdao em (M;NC).

Como (M; N C) ¢é o conjunto de arestas que estao em M; e C, entdo, (M; N C) esta
contido em M; e como M; é um emparelhamento, e e f nao possuem vértice em

comuin.

e estd em (My — C) e f estd em (M; N C).

A aresta e nao estd em C, pois e estd em (My — C'). Temos que f estd no ciclo C,
pois f esta em (M; N C). Note que ndo existe uma aresta com vértices em comum
nos conjuntos (M, — C) e (M; N C), uma vez que se existisse teriamos um vértice
saturado por duas arestas do mesmo emparelhamento, pois no ciclo C' em cada

vértice incide uma aresta de M; e M,.

Com esses trés itens, mostramos que M ¢é um emparelhamento. Agora, vamos

mostrar que M é um emparelhamento perfeito.

Note que (My — C') é o conjunto de arestas de My que nao estao em C' e (M; N C)

¢ o conjunto de arestas de M; que estdao em C. Pela construcao de C' a quantidade
de arestas de M; e My em C sdo iguais, assim |[(M; N C)| = |(My N C)|. Portanto,
(M| = |(My— C)|+ [(M;NC)| =|(My — C)|+ |(My N C)|. Logo, |M| = |Ms|. Como M,

satura todos os vértices de H +bd, e |M| = |Ms|, M é um emparelhamento perfeito em H.

Mas isso ¢ uma contradi¢ao, pois, H nao possui emparelhamento perfeito. Logo, S satisfaz

a condigao (x) em H, com isso, S é mau em H e consequentemente é mau em G.
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Caso 2: a tultima aresta de p estd em Ms.

Nesse caso v = a ou v = ¢. Vamos supor que v # a e v # c¢. No caminho p a tltima
aresta é de My, ou seja, M, possui uma aresta que incide em v. No vértice v também incide
uma aresta de My, pois M; é um emparelhamento perfeito. Se v # a e v # ¢, entao existe
um vértice v; adjacente a v, de modo que vv; é uma aresta de My, pois M; satura todos os
vértices de H + ac. Entdo podemos adicionar essa aresta de M; que pertence a F(H) (ja
que é diferente de ac) ao caminho p obtendo um caminho maior que alterna as arestas de
M e M,. Nesse caso temos uma contradi¢ao, pois o caminho p tem cardinalidade maxima.

Logo, v =a ou v = c.

Figura 36 — Ciclo C

d b c
o M A M1 - ¥=a
M Mz
(¥ {r 0 . (r 4]
Mz M1 Mz M

Fonte: Produzido pelo autor

Observe que C' = (d, ..., v, ¢,b,d) é um ciclo no grafo (H + ac) U {bd} com a mesma
quantidade de arestas de M7 e Ms.

Vamos definir (M; — C') como o conjunto de arestas de M; que nao estao em C e
(M> N C) o conjunto de arestas que estao em My e C. Assim, podemos definir o conjunto
de arestas M = (M; — C)U (M3 N C). Vamos mostrar que M é um emparelhamento. Para

isso, escolha e e f duas arestas em M. Dessa forma, temos trés casos, se:

i) e e f estao em (M; — C).
Como (M; — C') como o conjunto de arestas de M; que nao estao em C, temos que
as arestas e e f nao possuem vértice em comum, pois M; é um emparelhamento.
ii) e e f estao em (MyN C).

Como (Ms N C) o conjunto de arestas que estdo em My e C, entdo, (My N C) esta
contido em My e como M, é um emparelhamento e e f nao possuem vértice em

comuin.

iii) e estd em (M; —C) e f estd em (MyNC).

A aresta e nao estd em C, pois e estd em (M; — C). Temos que f estd no ciclo C
) )
pois f estd em (My N C). Note que nado existe uma aresta com vértices em comum

nos conjuntos (M; — C) e (My N C), uma vez que se existisse teriamos um vértice
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saturado por duas arestas do mesmo emparelhamento, pois no ciclo C' em cada

vértice incide uma aresta de M; e M,.

Com esses trés itens, mostramos que M é um emparelhamento. Agora, vamos

mostrar que M é um emparelhamento perfeito.

Note que (M; — C') é o conjunto de arestas de M; que nao estdao em C' e (My N C)
é o conjunto de arestas de M, que estao em C. Pela construcao de C' a quantidade
de arestas de M; e My em C sdo iguais, assim |[(M; N C)| = |(My N C)|. Portanto,
M| = |(M; = O)] + [(Ma N O)] = |(My — )| + |(My 1 C)]. Logo, [M] = [My]. Como My
satura todos os vértices de H + ac, e |M| = |M;|, M é um emparelhamento perfeito em H.
Mas isso ¢ uma contradi¢ao, pois, H nao possui emparelhamento perfeito. Logo, S satisfaz

a condigao (x) em H, com isso, S é mau em H e consequentemente é mau em G.

Com a anélise realizada nesses dois casos conseguimos encontrar um conjunto de
vértices S C V(H) tal que S é mau em H e como V(H) = V(G) pela construcao de H,
temos que S é mau em G, ou seja, o(G — S) > |S|. Dessa forma, se o(G — S) < |S| para
todo S C V(G) entdo G possui um emparelhamento perfeito. [ |
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4 Wald

JOGO SOBRE EMPARELHAMENTO EM GRAFOS

Com o intuito de mostrar uma aplicagdo de emparelhamento perfeito em grafos, tra-
zemos neste capitulo o jogo Wald, cujo nome é dado em homenagem ao grande mateméatico
Abraham Wald.
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1 - Por que o nome do jogo é Wald?

Durante a Segunda Guerra Mundial, os EUA desenvolveram a primeira bomba
nuclear através de um programa que ficou conhecido como Projeto Manhattan. Sera
que durante esse periodo apenas o Projeto Manhattan foi decisivo para a vitéria dos

Aliados contra os nazistas? Nao.

Em 1902, na cidade que naquela época se chamava Klausenburg (Império Austro-
Hungaro) nasceu Abraham Wald, filho de judeus e neto de rabino. Desde muito
jovem Wald mostrou interesse por Matemaética e conseguiu ingressar na Universidade

de Viena na Austria onde fez sua graduagao em Matematica.

Concordo com Jordan Ellenberg ao dizer que a histéria de Wald é “como muitas
outras da Segunda Guerra Mundial, comeca com os nazistas expulsando um judeu
da Europa e termina com os nazistas lamentando esse ato”. Nos EUA, Wald fez
parte do Grupo de Pesquisa Estatistica (SRG, na sigla em inglés), um programa
sigiloso que usava a Estatistica e a Matematica na guerra contra os nazistas. Wald foi
considerado o matematico mais brilhante do grupo. Um dia, os militares americanos
trouxeram um problema para ser solucionado pela equipe da SRG. Eles queriam
blindar seus avioes contra os cacas inimigos. O problema consistia em descobrir as
areas que deveriam ser blindadas, ja que blindar demais torna o aviao muito pesado
e blindar de menos o torna facil de ser abatido. Para entendermos melhor a solugao

de Wald vamos analisar a imagem que representava um aviao apdés o combate.

Fonte: Google imagens

Os militares alertavam Wald e sua equipe que os furos estavam concentrados na
fuselagem e poucos furos no motor. Para os militares parecia fazer sentido blindar
mais a fuselagem e dessa forma deixar o aviao mais seguro. No entanto, Wald teve
uma ideia genial: ele percebeu que a anélise estava sendo feita com os avides que
conseguiam retornar e apresentou a solucao, blindar mais apenas o motor. Wald
percebeu que os avioes que nao tinham capacidade de retornar nao estavam ali pra

serem analisados. Wald é um jogo em homenagem a esse grande matematico.
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2 - Numero de jogadores

No minimo dois e maximo trés jogadores.

3 - Total de pegas

1 dado

60 pinos (20 pinos vermelhos, 20 pinos amarelos e 20 pinos brancos)

1 bloco de papel para responder a pergunta e justificar

10 mapas/grafos distintos onde acontecera o emparelhamento (grafos principais)

30 mapas/grafos (3 cépias de cada grafo principal) para os jogadores elaborarem

sua estratégia.

2 ampulhetas (uma de 1 minuto e outra de 5 minutos)

4 - Regras:

4.1

4.2

4.3

4.4

Escolha da cor dos pinos

Pode ser feita através do dado ou a escolha pode ser feita de comum acordo

entre os jogadores.

A ordem que cada jogador ird participar

Deve ser feita através do dado, o primeiro a jogar serd aquele que tirou maior
numero, o segundo a jogar aquele que tirou o segundo maior niimero e assim

sucessivamente.

Escolha do mapa a ser emparelhado

A escolha deve ser feita com todos os mapas voltados para a mesa, ou seja, com

o verso voltado pra cima. Um jogador faz a escolha do mapa de modo aleatério.

Resposta e justificativa

Cada jogador receberd um papel para responder a pergunta: O grafo possui
emparelhamento perfeito? E deve apresentar uma justificativa para sua resposta.
A resposta de cada jogador deve ser anotada no cartao e guardada sem que os
outros participantes tenham acesso. Serd utilizada uma ampulheta para limitar
o tempo de resposta em no maximo 5 minutos. Abaixo temos o modelo do

cartao para cada jogador responder.
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O grafo possui emparelhamento perfeito?

Sim [ ] Nao | |

Justificativa:

Para ajudar na justificativa vamos relembrar alguns conceitos sobre emparelha-

mento em grafos.

Vejamos o que diz o Teorema de Tutte: um grafo G possui um emparelha-
mento perfeito se, e somente se, o(G — S) < |S| paratodo S C V(G).
O conjunto S é um conjunto de vértices do grafo G. |S| significa a cardinalidade
de S, ou seja, o nimero de elementos de S. O grafo G — S é formado pelo
conjunto de vértices e arestas que sobraram apoés a retirada do conjunto S e
das arestas que incidiam nos vértices de S. Temos que o(G — S) representa o
total de componentes impares do grafo G — S. Vamos entender esses conceitos

através do grafo G.

Grafo G

Vamos escolher S = {e,d, h}, dessa forma, |S| = 3. Vamos verificar como fica o
grafo G — S.

Grafo G — S

KRS
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4.5

4.6

O grafo G — S possui duas componentes, sendo uma par, formada pelos vértices
a,b, c e g e uma impar, formada pelos vértices f,i e k. Dessa forma, o(G—.5) = 1.
Temos que o(G — S) < |S]. Note que o Teorema de Tutte diz se o(G —S) < |5
para todo S C V(@) o grafo tem um emparelhamento perfeito. Portanto, para
afirmar que o grafo possui um emparelhamento perfeito teriamos que verificar
para todos os conjuntos S. Como cada jogador terda 5 minutos para responder
e justificar é mais interessante buscar um conjunto S tal que o(G — S) > |5,
pois assim pode afirmar que o grafo ndao possui emparelhamento perfeito. Essa
etapa do jogo vale 3 pontos se a resposta estiver correta e a justificativa trouxer

um exemplo correto relacionando o(G — S) e a |S|.

Emparelhar as capitais

Usando a ordem definida pelo item 4.2, cada jogador deve emparelhar duas
capitais por vez e para realizar essa etapa tera no maximo 1 minuto. E impor-
tante nessa etapa cada jogador fazer com que os seus adversarios nao consigam
emparelhar, pois assim tera mais chance de pontuar mais. Cada aresta do

emparelhamento vale 1 ponto.

Total de pontos

O total de pontos de cada jogador serd o somatorio dos pontos alcancados pelo

jogador.
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5 - Simulagoes
5.1 SIMULACAO COM UM GRAFO SEM EMPARELHAMENTO PERFEITO

Grafo G (18 vértices)

Ra-aima

Amazonas

Maranhao

Piaui

Pernambuco

Rondénia Mato Grosso

' Goias
@

Minas Gerais

Espinto Santo
itaria

Sao Paulo
Ricy e Lanesing

Paran

Santa Catarina

1 - ESCOLHA DA COR DOS PINOS
Jogador 1 - Vermelho
Jogador 2 - Azul

2 - A ORDEM QUE O JOGO VAI SER DESENVOLVIDO (USO DE UM
DADO)

Jogador 1 - tirou 5 no dado
Jogador 2 - tirou 3 no dado
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3- JOGADOR 1
Antes de fazer o primeiro emparelhamento o jogador 1 responde que o grafo
nao possui um emparelhamento perfeito. Vejamos a justificativa apresen-

tada.

Seja S = {Teresina}, logo a |S| = 1. Vejamos como fica o grafo G — S.

Raaina

l %
AMazoanas M "'\.\
M amnhé‘r}}
e

~

Ronddnia [ Mato Grosso

Espirito Samto

Sac Paulo

Rio die lansing

Parand Rio de laneio

Santa Cataring

ande da Su

Y/

Note que o vértice representando Teresina foi retirado do grafo e as arestas
que foram retiradas estao representadas utilizando a cor branca. Dessa
forma, temos que o grafo G — S possui 3 componentes impares, sendo duas
delas os vértices Belém e Sao Luis e a terceira componente formada por
15 vértices, logo, o(G — §) = 3. Portanto, o(G — S) > |S|, o grafo G nao

possui um emparelhamento perfeito.
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4 - JOGADOR 2

Antes de fazer o primeiro emparelhamento o jogador 2 responde que o grafo

tem um emparelhamento perfeito. Vejamos a justificativa.

Seja S = {Palmas}. Vejamos como fica o grafo G — S.

R a.ma

Amazonas

<

Hondonia | Mato Grosso ocanting

Minas Gerais

Expirito Sarto
dria

S0 Paulo

R gl g
Parand

Santa Cataring

Note que o vértice representando Palmas foi retirado do grafo e as arestas
que foram retiradas estao representadas utilizando a cor branca. Dessa
forma, o grafo G — S possui duas componentes, uma contendo 14 vértices e
a outra contendo 3 vértices, logo, o(G — S) = 1. Diante do resultado (o(G —
S) < |5]), o jogador 2 afirmou que o grafo G possui um emparelhamento

perfeito.



73

5

6 -

7 -

8 -

9 -

10 -

11 -

12 -

JOGADOR 1
Rio Branco - Porto Velho

JOGADOR 2

Salvador - Aracaju

JOGADOR 1

Vitéria — Belo Horizonte

JOGADOR 2

Boa Vista - Manaus

JOGADOR 1

Palmas - Cuiab4

JOGADOR 2

Sao Paulo - Rio de Janeiro

JOGADOR 1
Campo Grande - Curitiba

JOGADOR 2

Belém - Teresina
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* Vamos verificar como ficou o grafo.

Rora ma

(]

Amazonas
Maranhio

Piaui

Pernambuco

RondBnia | antins Bahia

Minas Gerals

Expirito Sarto
dria

Sao Paul

Rio g Laneing

Paran.

Santa Cataring

Rio Grande do S

Y/

Resultado das duas etapas do jogo

i) Para a resposta e justificativa sobre a existéncia ou ndo de um emparelha-

mento perfeito.
Jogador 1 (3 pontos)
Jogador 2 (0 ponto)
ii) Vértices emparelhados.
Jogador 1 (4 pontos)
Jogador 2 (4 pontos)

Resultado do jogo

Jogador 1 (7 pontos)
Jogador 2 (4 pontos)
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5.2 SIMULACAO COM UM GRAFO COM EMPARELHAMENTO PERFEITO

Grafo G (22 vértices)

Raraima

-’"::P_..—"" \e=r

Amazonas
Ma anhao

Piaui

Mato Grosso

Minas Gerais

Espirita Sante

S0 Paulo
Parana

Sama Cata in

1 - ESCOLHA DA COR DOS PINOS
Jogador 1 - vermelho

Jogador 2 - Azul

2 - A ORDEM QUE O JOGO VAI SER DESENVOLVIDO (USO DE UM
DADO)

Jogador 1 - tirou 6
Jogador 2 - tirou 2
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3- JOGADOR 1
Antes de fazer o primeiro emparelhamento o jogador 1 responde que o grafo
possui um emparelhamento perfeito. Vejamos a sua justificativa para sua

resposta.

Seja S = {Porto Alegre, Belém, Salvador}. Vejamos como ficou o grafo
G-S.

Roraima

Amazonas

Aaranhao

Piaui

Mato Grosso

Minas Geérais

Espirita Sants

a0 Paulo

arand
Sarga Cat: |r'|.|

lerianipolis

Fao de Jaring

Hio Grande dd 5

As arestas que foram retiradas estdo na cor branco e os vértices, Porto
Alegre, Salvador e Belém também foram retirados do grafo. Ficamos com

apenas uma componente impar, com isso, o(G — S) =1 e |S| = 3.



7

4 - JOGADOR 2

Antes de fazer o primeiro emparelhamento o jogador responde que o grafo
nao possui um emparelhamento perfeito. Vejamos sua justificativa sua
resposta. O conjunto S escolhido foi {Salvador, Fortaleza}, logo, |S| = 2.
Segundo o jogador o(G — S) = 2. Dessa forma ele conclui que o grafo
nao possui um emparelhamento perfeito. Vamos verificar o grafo G — S
encontrado pelo jogador. O grafo possui uma componente impar com 19

vértices e outra com apenas um vértice (Natal).

Raraima

Amazonas

& — - -
Aa’anhag - Ceara

Piaui

Rondbaia Mato Grosso L 1oca wting

Espirita Santo
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10 -

11 -

12 -

13 -

14 -

15 -

JOGADOR 1
Natal - Fortaleza

JOGADOR 2

Recife - Joao Pessoa
JOGADOR 1
Maceid - Aracaju
JOGADOR 2

Sao Lulis - Teresina

JOGADOR 1

Belém - Porto velho

JOGADOR 2

Palmas - Cuiaba

JOGADOR 1

Salvador - Vitoria

JOGADOR 2

Belo Horizonte - Goiania

JOGADOR 2

Rio de Janeiro - Sao Paulo

JOGADOR 1

Campo Grande - Porto Alegre

JOGADOR 2

Florianépolis - Curitiba
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* Vamos verificar como ficou o grafo.

Roraima

Amazonas

Maranhao Ceara

Piaui

Fermambuco

Mato Grosso , 1ocanting

Golds

(=1 ]

Minas Gerais

Esgririte Santo

R e Jaring

Parana Rio de Janeieo

Sar.1a Catarin.

Hia Grarde & Sul

Y/

Resultado das duas etapas do jogo

i) Para a resposta e justificativa sobre a existéncia ou ndo de um emparelha-

mento perfeito.
Jogador 1 (3 pontos)
Jogador 2 (0 ponto)
ii) Vértices emparelhados.
Jogador 1 (6 pontos)
Jogador 2 (5 pontos)

Resultado do jogo

Jogador 1 (9 pontos)
Jogador 2 (5 pontos)
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Conclusao

Este trabalho representa um comeco, nao um fim. Digo isso, na convicgdo plena
de que muito mais que o cuidado com a precisao das demonstragoes fui levado a refletir
sobre o imensuravel uso do pensamento matematico. A maneira como os teoremas foram
apresentados, certamente ajudardo outros a desenvolver ideias que podem gerar beneficios
para a sociedade ou no minimo ajudar a desenvolver um estudo mais detalhado sobre
o tema. Se apropriar desse campo da Mateméatica pode ser como uma semente. Como
disse Vern Poythress: “ ao longo dos séculos, os matematicos desenvolveram cada vez mais

subdisciplinas e continuaram a desvelar belezas extraordindrias” (POYTHRESS 2020).

Acredito que o texto apresentado pode ser considerado relevante, mas apresenta
alguns fatores que carecem de melhorias. As figuras cumprem o papel de ajudar em cada
situacao, mas poderiam ser desenvolvidas em um software mais apropriado. As aplicagoes
da Teoria dos Grafos foram importantes para entender a funcionalidade do assunto, mas
poderiam ser em maior nimero. Sobre o jogo, Wald, foi muito desafiador desenvolver, mas
a falta de pessoas pra jogar pode ter comprometido a elaboracao, seria muito enriquecedor

ter realizado algumas rodadas.

Finalizo, convicto de que a Teoria dos Grafos é campo da Matematica riquissimo
para o dia a dia de um professor. Deve ser explorado como ferramenta para muitos temas
abordados em sala de aula. Quanto ao tema Emparelhamento em grafos, eu agora entendo
o conselho dado por Paulo Boaventura: “o fascinio da teoria e das aplicacoes leva o
pesquisador a ignorar o aviso de Marisa Monte, em sua bela can¢ao: “S6 nao se perca
ao entrar ...”. Mais do que isso, ele pode leva-lo a nao mais querer sair desse particular
infinito” (BOAVENTURA 2017). Espero que cada pégina lida tenha sido o combustivel
para a proxima e que agora no fim da viagem vocé tenha pelo menos posto os olhos em

um mundo novo.
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ANEXO A — Grafos principais

Os grafos principais sao aqueles onde o jogo Wald ira se desenvolver. Além do grafo,

teremos uma unica informacao que é a quantidade de vértices.

Grafo 1

Grafo G (24 vértices)

-

Paraima

Amazonas
Maranhao

Pjal“ o nambuen

Ronddnia Mato Grosso I yocantins Lia
) g Bl

Minas Gerais

Espirito Santo

542 Paulo

Rio deé Janing

Parand hlo de Janein

Santa Ci tarinal
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Grafo 2

Grafo G (26 vértices)

A pa
R araima

Amazonas

Ronddania Mato Grosso

Miinas Gerais

Espirita Santo

R g Janeing

Hia Gramd
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Grafo 3

Grafo G (22 vértices)

. Amapa

P araima

Amazoaas

Goias

Mine s Gerais

Espirito Santo
Sd 2 Paulo

Ric i Janing
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Grafo 4

Grafo G (26 vértices)

Amazoaas

Meanhdo

Piaui

Rondania Mato Gross. Tacanting

Bahi=

Goias

Espirito Santo

R e Jansing
Paran.
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Grafo 5

Grafo G (21 vértices)

Amazcnas

Mararna.

Mato Grossn Toca s

Eahia

Espirito Santo

Rig g Janairg
Parana Janeiro
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Grafo 6

Grafo G (25 vértices)

Amazeias

Ma- anhao

Pia mi
Rend nia Mato G osso Tocantins E ahia

Minas { erais

Espirito Santo

Ry gl Mty

Parona Fio da Junai
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Grafo 7

Grafo G (26 vértices)

Amapa

Amazoaas

Maranhao Ceara

Piaui

Mata Grosso

Bahia

Espirito Santo

R e Jamaing
Pararnia

Sae A { atarinag
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Grafo 8

Amazonas
_ Faaran yao
Para

Piaw

Rend. i Mato Grosso Tar antins

hlinas Gera's

Espirito Santo

P e Jarsing
Parana

s anta Cataring
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Grafo 9

Grafo G (26 vértices)

Amazcaas

Maranhao

Mato 0 iocantins

Minas Gerais

Espirito Santo

Ry e Jareing

Parani G cla Jarut e,

Sar.a Cataring
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Grafo 10

AMmazcnas
Maranha-~

Para

Piaui

Rondonia Mato Gror o ' loca tins

Espirito Santo

R il By

Parans Fordla Junaivn

Sar 1a Catey ina
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