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Resumo

Neste trabalho apresentamos alguns conteiidos algébricos e geométricos contidos em livros
didaticos de matemaética utilizados no ensino basico, fizemos transcri¢oes de trechos de
alguns desses livros e, em contraste, obtivemos os mesmos resultados acima mencionados
utilizando o Produto Interno Euclidiano no plano. Também fizemos um comparativo
exaltando as vantagens em adotar esse método alternativo. O foco ¢ desenvolver um
contetido que sirva de apoio aos docentes que busquem meios alternativos para abordar os
conteudos citados anteriormente, e com isso possam desenvolver uma pratica de ensino
mais eficiente, tendo nesse trabalho um parametro para auxiliar na escolha da forma de

transmitir o contetiddo de forma intuitiva e eficaz.

Palavras-chave: Geometria Analitica, Algebra, Produto Interno, Educacao Matematica.






Abstract

In this work we present some algebraic and geometric material contained in mathematics
textbooks used in high school, we make transcriptions of excerpts from some of these books
and, in contrast, we obtain the same results above mentioned using the Euclidian Inner
Product. We also compare the two approaches, highlighting the advantages of adopting
the Euclidian Inner Product. The focus is to present a material to support teachers who
seek for alternative means to address the aforementioned material and, with this they can
develop a more efficient teaching practice, having in this work a parameter to assist in

choosing another way to transmit the syllabus in an intuitive and effective way.

Keywords: Analytical Geometry, Algebra, Inner Product, Mathematics Education.
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Introducao

Com o objetivo de facilitar a abordagem de determinados contetidos do ensino médio,
vamos utilizar recursos geométricos e algébricos, que possam simplificar a compreensao

dos alunos sobre determinados conteudos.

Corriqueiramente no ensino da matematica os conteudos sao apresentados separadamente
sem que haja uma ligacao direta entre os resultados, deixando de explorar outras abordagens

que poderiam facilitar a compreensao dos temas trabalhados.

A matemadtica ndo é precisamente, um conjunto de elementos sem coesiao
interna. Sua aprendizagem aponta uma sequéncia temporal especifica, na
qual alguns conceitos articulam-se sobre o conhecimento de outros, de
modo que, algumas vezes essa necessidade leva a realizar uma instrugao
tangencial de aspectos necessdrios para a compreensao daqueles (por
exemplo, a soma, anterior & multiplicagdo; os nimeros naturais, antes dos
racionais; os nimeros e as medidas de distdncias, prévios a geometria).

(J.C., 2007)

Vamos focar nosso estudo no ensino béasico com o objetivo de apresentar aos docentes um
conteido de apoio didatico, considerando os curriculos educacionais estabelecidos pela
legislagao. Contudo ao longo desse trabalho exploraremos os vetores e suas propriedades e

operagoes, assim como algumas fungoes, espacos vetoriais e geometria.

Faremos andlise de alguns livros didaticos utilizados no ensino béasico, e produziremos
resultados semelhantes aos encontrados nos livros, usando Produto Interno. Com isso
proporemos uma abordagem alternativa para determinados contetidos que usualmente sao

apresentados pela Geometria Analitica.

Para cada transcricdo de um contetido apresentado nos livros, procuraremos fazer pelo
menos um correspondente a ele através do produto interno e suas propriedades. Esses

correspondentes representarao nossa proposta de trabalho.






21

1 Justificativa do estudo

Analisando a pratica pedagdgica do ensino da matematica, pode-se perceber que os
professores costumam seguir “vicios” encontrados nos livros didaticos, vicios esses que
provocam uma repeticdo sistematica de como abordamos os assuntos e competéncias

definidos para os anos finais do ensino basico.

Essas repeticoes acabam sendo excludentes, pois corriqueiramente alguns alunos nao
acompanham a abordagem usada e por muitas vezes acabam perdendo a oportunidade de
compreender o contetido por falta de um curriculo diferenciado que possa atender melhor

suas necessidades.

Tomando como exemplo a Geometria Analitica, assunto visto normalmente no terceiro
ano do ensino médio, que torna a obtencao dos resultados algébricos mais imediata, traz

consigo a praticidade, porém deixa de abordar a geometria na sua esséncia.

Um dos objetivos da Geometria Analitica é obter equagdes associadas a
conjuntos de pontos, estabelecendo assim uma relagdo entre a Geometria
e a Algebra. Essa relacio é pouco explorada nos ensinos Fundamental e
Médio, ficando o estudo da Geometria Analitica limitado a férmulas e
nomenclaturas. (DELGADO JORGE; FRENSEL, 2017)

Como professor de matematica da rede publica procuro explorar os conhecimentos prévios
de matematica que os alunos possuem, para obter resultados algébricos apresentados nos
livros didaticos. Com base na experiéncia na regéncia de aulas, este trabalho de dissertagao
foi desenvolvido como proposta de uma abordagem nao usual nos livros adotados no ensino

da matematica nos anos finais do ensino médio.
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2 Referencial Teorico

2.1 Competéncias do ensino da matematica

A BNCC propoe para o ensino da matematica do ensino médio:

« Utilizar estratégias, conceitos e procedimentos matematicos para interpretar situagoes
em diversos contextos, sejam atividades cotidianas, sejam fatos das Ciéncias da
Natureza e Humanas, das questoes socioecondmicas ou tecnoldgicas, divulgados por

diferentes meios, de modo a contribuir para uma formacao geral.

« Investigar e estabelecer conjecturas a respeito de diferentes conceitos e propriedades
matematicas, empregando estratégias e recursos, como observagao de padroes, expe-
rimentacgoes e diferentes tecnologias, identificando a necessidade, ou nao, de uma

demonstracao cada vez mais formal na validagao das referidas conjecturas.

E com base nessas recomendacdes que este trabalho é desenvolvido.(BRASIL, 2018)

2.2 Transcricao de trechos de livros didaticos

Neste capitulo fago transcrigoes fiéis de textos dos livros aqui citados, nestas
constam possiveis erros ortograficos, assim como imagens e simbolos que possam apresentar

incoeréncias.

2.2.1 Distancia entre dois pontos por (SOUZA, 2013)

Podemos deduzir uma férmula por meio da qual seja possivel calcular a distancia entre
dois pontos quaisquer. Para isso, considere os pontos A(za,y4) e B(zp,yp) em um plano

cartesiano.
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Figura 1 — Distancia entre dois pontos

Fonte: Produzido pelo autor

Como AP é paralelo ao eixo x e BP é paralelo ao eixo y, temos que AP = ||zp — w4l e

BP = |lyg — yal|. Aplicando o Teorema de Pitdgoras no AABP, temos:

AB? = AP?+ BP?
= (zp— JEA)2 + (yp — ?JA)2

que implica

AB = /(x5 — 24)? + (y5 — ya)?

2.2.2 Distancia de um ponto a uma reta por (CHAVANTES
EDUARDO; PRESTES, 2020)

A distancia de um ponto a uma reta r é definida como a medida do segmento de reta AA’,

sendo A’ a projegao ortogonal de A sobre 7.

Por exemplo, para calcular analiticamente a distdncia entre o ponto A(—1,5) e a reta
r:4x — 3y — 6 = 0, podemos obter a equacao da reta s que passa por A e é perpendicular

a r no ponto A’, projecao ortogonal do ponto A(—1,5) sobre 7.
O coeficiente angular da reta r é m, = %, pois:
4x—3y—6:():>3y:4$—6:>y:§x—2

como queremos s L 7, temos:
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Fonte: Produzido pelo autor

Por hipdtese, a reta s passa pelo ponto A(—1,5) e sua equagao na forma geral é:

3 3z + 3
y—yozm(il?—l”o):>y—5=—1[x—(—1)]:>y—5:—

— 3r+4y—17=0

O ponto A’ é comum as retas r e s; assim, as coordenadas de A’ correspondem & solugao

de sistema linear composto pelas equagoes dessas retas.

dr —3y—6=0
3r+4y—17=0

Resolvendo o sistema linear, temos:

dr —3y—6 = 0.(4)
3z +4y — 17 = 0.(3)

16z — 12y — 24 =
9z + 12y — 51 =

26 +0y—"MH=0=20r=7=—2x=3

Substituindo x por 3 em 4x — 3y — 6 = 0, obtemos:

dr —3y—6=0=>43—-3y—6=0=>3y=6=—>y =2

Assim, A" = (3,2).

Calculando a distancia entre A(—1,5) e A’ = (3,2), obtemos:

AA = \/B— (1) +(2-52=v16+9=V25=5
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Portanto a distancia entre o ponto A e a reta r: 4x — 3y — 6 = 0 é Hu.

Pode-se demonstrar que, ao calcular a distdncia d(P,r) de um ponto P(z,,y,) qualquer a
uma reta genérica r : ax + by + ¢ = 0 de maneira semelhante a apresentada anteriormente,

obtemos:

_ lax, + by, + |

2.2.3 Condigao de alinhamento de trés pontos por (LEONARDO,
2016)

d(P,r)

Veremos qual é a condi¢do para que trés pontos distintos, A = (x4, %.), B = (p, up) €

C = (z.,y.), pertencam a reta,isto é, estejam alinhados.

Vamos considerar o caso em que os pontos pertencem a uma reta nao paralela a um dos

eixos:

Figura 2 — Representagao geométrica da reta r

[/ S -

D N
=

o
&8
&
&8

Fonte: Produzido pelo autor

Os triangulos ACE e ABD sao semelhantes. Assim:

AE EC Te—Ta  Ye— Ya

_— = =
AD DB Tp — Lg Yo — Ya
Comxb_xa#oeyb_ya%o

Assim:

(e = 20) (W — o) — (@ — @) (v — ) = 0 =

== TeYp — Tela — Tallp T La¥a — TolYe + LYo + TalYe — La¥a = 0=
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= Ty — Tela — Tallb — TpYe + TpYa + ToYe = 0

Multiplicando ambos os membros da igualdade por —1 e reordenando os termos, obtemos:

Talb + TelYa + TolYe — TelYp — TalYe — TplYq = 0

Logo, se trés pontos A = (24,Ya), B = (zp, 1) € C = (2., y.), estdo alinhados, entao:

Ta Yo 1
v Yy 1|=0
Te Yo 1
nesse caso a reciproca também é verdadeira:
Ta Yo 1
Se |z, y 1| =0, entdo A = (24,%), B = (xp, ) € C = (2¢,Yyec), estao
Te Yo 1

alinhados.

Essas condig¢oes também sao véalidas quando dois dos pontos coincidem ou quando os

pontos pertencem a uma reta paralela a algum dos eixos. Entao:

Trés pontos A = (24, Ya), B = (zp,4s) € C = (Z., y.), sdo colineares se, e somente se:

T Ya
Ty Y

Te Ye

— = =
Il
(e}

2.2.4 Area do tridngulo por (BALESTRI, 2016)

A érea de triangulo ABC' pode ser calculada por Axapc = %|D| Para isso, considere um

tridngulo cujas coordenadas dos vértices correspondem aos pontos A(za,ya), B(zp,ys) e
C(re,yo)-

Dado um ponto D, pertencente ao segmento BC', e os pontos E e F', temos que os

triangulos DC'F' e BCE sao semelhantes, pois possuem os trés angulos congruentes.

Logo:

CF DF
CE BE
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Figura 3 — Area do tridngulo

Fonte: Produzido pelo autor

Assim:

CF DF To— — To— X —
_ CTTA_YOTYD (zc — 24) (Yo — ys)
CE BE Te— TR Yo —YB Tc —TB

Observe que a area do triangulo ABC é igual a soma das areas dos tridngulos ABD e ACD,

isto ¢, a area AABC' ¢ igual a:

1 1 1 1 1

(xc — 24)(yc — yB)
Yo — —Ya -|$C—$B|
T — IR

1
5

|ze—T5]

1 ‘ (yo —ya)(zc —xp) — (¢ — v4)(yc — yB)
2

To—Tp

e —ya)(@we —2p) — (xc — 24)(Ye — yB)|

DN | —

1
§-| — (—zeyo+ TBYc + Teya — TpYA + TeYo — TeYp — TaYc + Tayp)|

1
§-|$Ay3 + TpYc + Teya — TaYc — Tpya — Toys|

Note que x Ay +TpYc+TcyYa—TaYc —TpYya—rcyp corresponde ao valor do determinante
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ra ya 1
D = B YB 1

o yo 1

Portanto, a drea do tridngulo ABC ¢ igual a 1.|D|.

2.2.5 Equacgao geral da reta por (SMOLE KATIA STOCCO; DI-
NIZ, 2012)

Dados dois pontos distintos A = (z,,y,) € B = (3, ys) pertencentes a reta r, vamos
determinar uma ralagdo entre as coordenadas de um ponto genérico, P(z,y), também

pertencente a reta r.

Figura 4 — Representagao geométrica da reta r

Yb

Ya

/|

0 T, T T

Fonte: Produzido pelo autor

Pela condigao de alinhamento para os pontos A, B e P, podemos escrever:

r y 1
To Yo 1|=0= Yo — )T+ (T — Ta)y + Ta¥Yp — TpYo = 0
Ty, Y 1

Como nesse determinante, as tinicas variaveis sao = e y, os outros elementos sdo nimeros

reais conhecidos . Assim, podemos fazer: a = (yo — ¥p),b = (xp — 4) € ¢ = (TaYp — TpYa) -

Nao sendo a e b simultaneamente nulos, obtemos a equacao da reta:

ar +by+c=0
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2.2.6 Posicao relativa entre duas reta por (SMOLE KATIA STOCCO; DI-
NIZ, 2012)

Sejam as retas r : a1 x + by +c1 =0e s : asx + boy + co = 0.

As coordenadas dos pontos de r e s, satisfazem as equagoes, respectivamente, de r e s;

essas equacoes formam o sistema de equagoes simultaneas:

g ar+ by =—c;
as® + byy = —co

Temos trés possibilidades:
1°) r e s sdo concorrentes entre si.

Existe um tnico ponto P(z,,y,) interseccao de r e s; logo, pela regra de Cramer, o sistema

(S) é possivel e determinado e (z,,y,) é solucdo de (5):

W/

2°) r e s sao coincidentes.

Todos os pontos de 7 estdo em s e vice-versa; logo, (S) é possivel e determinado:

Doges@_nh
as bz

@)

Além disso, as equagdes de r e s devem ser equivalentes, pois correspondem aos mesmos

cdaf @ — b a
pontos; dai, =g =
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3°) r e s sao paralelas.

Nao hé pontos comuns a r e s; logo, (S) é impossivel.

ai by

D=0&

ag )

pd
e

/1

Nesse caso, as equagoes de r e s ndao podem ser equivalentes, porque correspondem a

conjuntos de pontos distintos; daf, & = b £ <
’ ) b2 c2

2.2.7 Equacgao da circunferéncia por (DANTE, 2017)

Uma circunferéncia com centro O(a,b) e raio r é o conjunto de todos os pontos

P(z,y) do plano equidistantes de O, ou seja:

d(O,P)=/(x —a)+(y—b)2 =7

Figura 5 — Representagao da circunferéncia definida no livro

P(z,y)

[SEE T L Ty ey

elevando ambos os membros ao quadrado, temos:

(@=af + (=02 ="

Observacao: No caso particular de o centro da circunferéncia estar na origem, ou seja,

a=0b=0, a equacao da circunferéncia de raio r é 22 + 3% = r%.
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3 Produto Interno

3.1 Motivacao e definicao do Produto Interno Eucli-

diano no R?

Tanto em Fisica como em geometria, com frequéncia, surge a necessidade de calcular o

produto de trés fatores: dois comprimentos, e o cosseno de um angulo.

Em Fisica isso surge quando é necessario calcular o trabalho 7 realizado pela forca ? no

decorrer do deslocamento d.

Figura 6 — Trabalho

o e

Al d —: B

Fonte: Produzido pelo autor

7 é dado pelo produto da intensidade F' da forga F aplicada no ponto material, pelo
deslocamento sofrido d pelo ponto material e pelo cosseno do angulo que se forma entre as
orientagoes do vetor forga e deslocamento. Portanto a formula que nos permite calcular o
trabalho realizado é a seguinte:

T = Fdcosf (3.1)

J& em geometria quando desejamos determinar a projecao ortogonal de um vetor

u = (x,y) sobre um vetor v somos conduzidos a calcular o produto

p = ||u|| cos 6 (3.2)
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Figura 7 — Projecao ortogonal de u sobre v

Fonte: Produzido pelo autor

onde ||u|| denota o comprimento (ou norma) o qual é definido, de maneira natural, em

virtude do Teorema de Pitdgoras por, ||u|| = vx? + y?, e  é um angulo entre u e v.

Figura 8 — Norma de u

lull = Va2 +y? v

Fonte: Produzido pelo autor

As consideragoes que fizemos desde o inicio desse capitulo nos motivam a definir o Produto
Interno Euclidiano em R?, de dois vetores nao nulos u e v, o qual denotaremos por

(u,v), como sendo

(u, v) = Jlul[[[v]| cos & (3-3)

onde 6 é um angulo entre u e v. Se u ou v for o vetor nulo definimos (u, v) como sendo

Zero.

Historicamente, (3.3) representa a primeira defini¢do de produto interno. Em livros textos
da primeira metade do século XX (3.3) era apresentada pela frase: "Chama-se produto
escalar, ou interno, de dois vetores, ao produto dos médulos desses vetores

pelo cosseno do angulo que eles formam." Mesmo em livros textos mais recentes
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como, (BOULOS PAULO; CAMARGO, 2005), e (SANTOS, 2007) inicia-se como fizemos
em (3.3).

Observe que os resultados fornecidos pelas formulas (3.2) e (3.3) independem de usarmos
0,2 — 0, ou —0.

Basta perceber que cosf = cos(—6) = cos(2r — 0), veja sua representacao no circulo

trigonométrico conforme figura 9.

Figura 9 — Representacao geométrica do cosseno

0 cost

P

Fonte: Produzido pelo autor

Embora (3.3) tenha consideravel significado Fisico e Geométrico, do ponto de vista
operacional deixa a desejar pois envolve o calculo de duas raizes quadradas, depende
de uma aproximacao na medicao de € e ainda do valor de cos6. Imagine obter esses
valores quando ainda nao existiam calculadoras. Mesmo hoje em dia ficamos a mercé da

aproximacao para 6.

Mas felizmente temos um Teorema que torna trivial o calculo de produtos internos e que

possui outras consequéncias importantes.
Teorema 3.1. Sejam u = (x1,y1) € v = (Z2,Y2), entao
(u,v) = 2129 + Y1Y2 (3.4)

Demonstragao. (3.4) é obvia se u ou v for um vetor nulo. Caso contréario, introduza
coordenadas polares e escreva u = (r1 cos 6y, r1senb; ), v = (ry cos by, rasends), onde 11 =

||ul| e ro = ||v||. Veja figura 10:
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Figura 10 — Representacao em coordenadas polares

R

Y rmmmmmm e fe e e == O

T Zy

Fonte: Produzido pelo autor

Substituindo em (3.3) com 6 = 6, — 0, e utilizando duas identidades trigonométricas

obtemos
(u,v)y = rirgcos(fy — 04)
= 1172(Cc0s 03 cos 01 + senbysend )
= rycosbirycosfy + risenfirosents
= T1T2 + Y1Y2
concluindo assim a demonstragao do Teorema 3.1 . O

3.2 Propriedades do Produto Interno Euclidiano

Proposicao 3.2. O Produto Interno Fuclidiano possui as sequintes propriedades

I {u,u) >0, para todo vetor u; e (u,u) =0, se, e somente se, u = (0,0);
II. (u,v) = (v,u), para todos vetores u e v;
III. (\u,v) = N(u,v), para todos vetores u e v, e todo nimero real \;

IV. (u,v +w) = (u,v) + (u,w), para todos vetores u, v e w.

OBSERVACAO: Nao ¢é dificil demonstrar que as propriedades III e IV podem ser

condensadas numa unica propriedade V equivalente a II1 e IV juntas:

V. (u, \v +w) = MNu,v) + (u,w), para todos vetores u, v e w e todo nimero real .
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E possivel demonstrar as propriedades I a IV utilizando apenas 3.3 mas d4 bastante

trabalho e fica deselegante.

Bem, vamos as demonstragoes, que o Teorema 3.1 torna elementar transformando as

demonstragoes em apenas adigdes e multiplicagoes de ntimeros reais.

Demonstragio. Vamos a demonstragao de I, seja o vetor u = (x1, ), utilizando o Teorema

3.1 obtemos

<U7U> = <($1ay1)7 (xhyl))
= T121 + Y11
= 2i+y; 20

Em particular se u for o vetor nulo o teorema 3.1 torna trivial a verificagao de (u,u) = 0.
Porém se ocorre (u,u) = 0 temos
— 42 2 _
121 + Y1y =27 +y; =0

que implica 1 = y; = 0 resultando em u sendo o vetor nulo.

Demonstra¢io. Vamos a demonstracao de II, sejam u = (x1,y1) € v = (22,y2), tem-se

(u, U> = ((xl,y1)7 (9527@2»
= X122 + Y1Y2
= Zox1 + Y21

= <U7u>
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Demonstragio. Para obter 111, sejam u = (z1,41) e v = (22,¥2) € A um nimero real.

Au,v)y = (Mg, ), (x2,y2))
= (A1, A1), (22, 92))
= Ar1%9 + A\y1yo
= MNxizy + y192)
= M1, 1), (x2,12))
= Mu,v)

]

Demonstragio. Agora vamos a IV, sejam u = (x1,41), v = (22,%2), w = (r3,y3) € A um

numero real

(u,v+w> = <($1,y1),(l‘2,y2> + ($37y3)> = <($1,y1),($2+$3,y2+y3)>
ri(w2+23) +y1(y2 +y3) = %2+ yiye + 103 + Y1Ys
= (u,v) + (u,w)

Demonstracao. Para concluir vamos mostrar que V corresponde as propriedades I1I e IV

condensadas , veja a seguir

(u, \v+w) = (u, W)+ (u,w) = (Av,u) + (u, w) = AMu,v) + (u, w)

Note que a primeira igualdade decorre da propriedade IV, e a primeira parcela da terceira

igualdade decorre de III.

Partindo da propriedade V

(u, Ao +w) = XMu,v) + (u, w)

basta faze A = 1 para obtermos IV.

(u, lv +w) = Wu,v) + (u,w) = (u,v) + (u, w)
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sendo w nulo obtemos III.

(u, \v + w) = (u, W) = (A, u) = Mo, u) = Mu,v)

Concluiremos este capitulo com mais propriedades e aplicagoes do Produto Interno Euclidi-
ano. Entretanto, faremos isso para um produto interno qualquer, uma vez que
tudo que precisamos para fazer geometria sao as propriedades I a IV descritas

na proposicao 3.2 e nao a formula para o produto interno.

3.3 Produto Interno

Definicao 3.3. Sejam V um espago vetorial sobre o corpo dos niimeros reais. Um pro-
duto interno em V é uma aplicacao, de V x V em R, que associa a cada par de vetores

(X,Y) € Vx V um nimero real (X,Y’) que possui as seguintes propriedades:

P1 (X, X) > 0, para todo vetor X € V; e (X, X) = 0, se, e somente se, X é o vetor

nulo;
P2 (X,Y) = (Y, X), para todos vetores X,Y € V;
P3 (X, \Y) = M(X,Y), para todos vetores X,Y € V. e todo niimero real ;

P4 (X, Y+ Z) = (X,Y) 4+ (X, Z), para todos vetores X,Y,Z € V .

A quantidade de Espacos Vetoriais com Produto Interno é incontével e com diversas
aplicagoes importantes.
Enfatizamos tudo que fizermos até o final desse capitulo é valido para um
espacgo vetorial, sobre R, qualquer munido de um produto interno qualquer. O
que importa sao as quatro propriedades P1 a P4, e nao da féormula que define

o produto interno.

Assim fixemos até o final desse capitulo um espago vetorial V e seu produto interno ( , ).

Definigao 3.4. Dizemos que X e Y pertencentes a V sdo ortogonais, (ou perpendi-
culares) quando (X,Y) = 0.
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Definicao 3.5. A projecao ortogonal de um vetor X sobre um vetor Y é um vetor

W que é um miultiplo de Y e X — W ¢ ortogonal a Y.

Figura 11 — Projecao ortogonal

Fonte: Produzido pelo autor

Proposicao 3.6. A Projecio ortogonal de X sobre Y # 0, a qual denotaremos por
Projy (X) é dada por

(X,Y)
YY)

Projy (X) = Y (3.5)

Demonstragio. Para simplificar a notagdo, denotemos Projy-(X) por W. Como W =tY e
X — W é ortogonal & Y, devemos ter 0 = (X — YY) = (X,Y) — (Y, Y). Donde

LX)
- (VY)
Projy (X) = <<§(/:§>>Y

]

Dado Z € V definimos a norma, ou comprimento, de Z, a qual denotaremos por ||Z]|,

como sendo o numero real nao negativo tal que
121> = (2, Z) (3.6)

Proposicao 3.7. A norma, como acima definida, possui as sequintes propriedades:

N1 || X >0, para todo vetor X € V; e || X|| =0, se, e somente se, X é o vetor nulo;

N2 |]XX|| = || X]|, para todo vetor X € V, e para todo nimero real \.
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N3 | X + Y| < || X]|| + Y|, para todos X,Y € V. (Desigualdade triangular)

Demonstracao. Vamos inicialmente demonstrar a propriedade N1.

Segue da propriedade P1 da defini¢ao 3.3 que

(X,X)>0

extraindo a raiz quadrada positiva em ambos os lados

VX, X) >0

temos da equacao (3.6)

X = (X, X) =0

E importante observar que se X é o vetor nulo, imediatamente || X| = 0.

Porém no caso de termos ||.X|| = 0 isso implica por P1 da defini¢do 3.3 em X ser o vetor

nulo.

Agora demonstraremos N2 usando a propriedade P3 da defini¢ao 3.3 e a equagao (3.6)

(Observagao: na segunda igualdade aplicaremos P3 duas vezes e a propriedade P2.)

[AX] = (AX,AX)
= 2x,x)

= DY)

= Al

com isso concluimos as demonstracoes de N1 e N2. O]

Ja a demonstragao de N3, esta é nao trivial e, sera realizada como aplicacao do Lema 3.9

(Desigualdade de Cauchy-Schwarz).

Teorema 3.8 (Pitagoras). Se X,Y €V sdo ortogonais, c.f. def 3.4, entdo

X+ Y7 = [IX]* + []Y]* (3.7)
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Figura 12 — Teorema de Pitagoras

Fonte: Produzido pelo autor

Demonstragio. Utilizado a equagao (3.6) e as propriedades P2 e P4 da definigdo 3.3
obtemos

IX+Y|? = (X+Y, X+Y)
X, X+Y)+({Y, X+Y)

(
—
= (XX £ (V) + 2
— XX+ (1Y)

— X))

Lema 3.9 (Desigualdade de Cauchy-Schwarz).

(XY < I (3.8)

Antes de iniciarmos uma demonstragao, cumpre mencionar que a demonstracao

"mais popular' é a apresentada, em particular, no Cap 7 do Livro do Profmat, Introducao

& Algebra Linear:
http://moodle.profmat-sbm.org.br/MA33/2012/AL_PROFMAT_cap07.pdf

Entretanto deixo aqui duas colocagoes para vocé pensar:
1) De onde veio a ideia de considerar (u + tv,u + tv) 7

2) A demonstracao apresentada nao se aplica quando V é um espaco vetorial sobre

o corpo dos niimeros complexos.

Sem mais delongas, vamos a uma demonstragao:
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Demonstracao. Se X ouY é o vetor nulo, a desigualdade é imediata, conforme as proprie-
dades P1 da definicao 3.3 e N1 da proposicao 3.7.

Caso contrério, seja W = Proj, (X) = %Y. Como vimos, X — W é ortogonal a

W, c.f. 3.5 e 3.6. Entao, pelo teorema de Pitdgoras 3.8( veja figura da definigao 3.3)
[XI[2 = [WI* + [ X = W[]”. Segue que

X, Y
IXIP 2 W17 = I 17 = |

(X,Y)
(Y, Y)

(X, Y)P?

(X, V)P
(YY)

Y]

FIYI* = IY)* =

donde obtemos [(X, Y)|* < [|X|]*||Y]|?, que implica 3.8.

]

Agora vamos a demonstragdo da Desigualdade Triangular (N3 Prop. 3.7). Com

efeito, utilizando as propriedades P2 e P4, e a Desigualdade de Cauchy-Schwarz, obtemos:

IX+Y|? = (X+Y, X+Y)
= (X, X)+{(YV,Y) +2(X,Y)
< X+ IIY2 42X, V)
< X+ IV I+ 2 XY = A1XT -+ 1Y])?

donde segue a Desigualdade Triangular.
Agora vamos ao coroamento desse capitulo.

Para X e Y nao nulos, a Desigualdade de Cauchy-Schwarz pode ser reescrita, na

X,Y
forma equivalente, u < 1, ou ainda como,

XY
(X,Y)
1< ——<1 (3.9)
XY
Essa desigualdade permite definir a nocao de angulo a partir de um Produto Interno

qualquer. Com efeito,

Definicao 3.10. Dados dois vetores nao nulos X e Y num espaco vetorial V, com

produto interno ( , ), definimos o &ngulo 6 entre eles como sendo o tnico 0 < ¢ < 7 tal
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que
(X,Y)

cosf = ————
XYl

114

Finalmente, acabamos de justificar a frase apresentada anteriormente: . tudo que

precisamos para fazer geometria decorre das propriedades P1 a P4 descritas na Defini¢do

3.3, e nao a formula para o produto interno.”

3.4 Um pouco de Geometria num Espaco Qualquer

com Produto Interno
G1 - Os vetores X e Y sao perpendiculares se, e somente se, | X + Y| =[|X =Y.

Figura 13 — Vetores Perpendiculares

Fonte: Produzido pelo autor

De fato. A demonstracao decorre da equivaléncia entre as igualdades a seguir:

IX+ Y| = [X Y] [X+ V2= [X - V|5 (X+Y, X +Y) = (X —V.X V)
(X, X) +2(X,Y) + (Y)Y) = (X,X) - 2(X,Y) + (Y.Y) ; 4(X,Y) =0

G2- (Identidade do Paralelogramo) Num paralelogramo, a soma dos quadrados dos com-

primentos das suas diagonais ¢ igual a soma dos quadrados dos seus quatro lados

IX + Y2+ X = Y2 =2(IX]*+[V]?)
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Figura 14 — Paralelogramo

.
-
-

P
P
-

X +Y]

X =Yl

(X1l

Fonte: Produzido pelo autor

De fato, | X + V|24 [ X Y|P = (X +Y, X+ V) +(X -V, X = V) = (X, X) +2(X,Y) +
(YY) + (X, X) = 2(X,Y) + (YY) = 2(X, X) + 2(Y.Y) = 2 (|| X|]> + [[Y'[|*).

Observe que se X e Y sdo perpendiculares, combinando G1 e G2, obtemos 2||X + Y||? =
2(|X|I* + |Y]|?), ou seja || X + Y||* = || X||*> + ||Y]|?, que é o Teorema de Pitégoras.

G3- (Identidade de Polarizacao)

(X,Y) = 1/4(|X + Y] - X - Y|?)

A demonstracdo dessa identidade é semelhante a da Identidade do Paralelogramo e

deixamos como exercicio para o leitor.

Essa identidade, além de expressar o produto interno em func¢ao da norma, entre outras

aplicacoes ¢ util na classificacdo das isometrias do R2.
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4 Aplicacoes do Produto Interno

Euclidiano em R?

Neste capitulo apresentaremos um ou mais métodos alternativos para cada uma das
transcrigoes apresentadas no Capitulo 2, com o objetivo de mostrar que é possivel obter
os mesmos resultados de uma forma mais intuitiva, completa e descomplicada, evitando a
utilizacao em excesso de simbolos que dificultam a compreensao e comprometem a estética

do texto.

Introduziremos o Produto Interno Euclidiano, para a partir dele obtermos as nogoes
de comprimento, perpendicularismo, paralelismo, angulo e faremos Geometria Analitica

apenas utilizando este Produto Interno.

4.1 Alinhamento de trés pontos

Antes uma observagao, dado um vetor v = (a,b), o vetor u = (—b,a) é ortogonal, ou
perpendicular, & v uma vez que é imediato verificar que (u,v) = 0.

Note que trés pontos A(x1,y1), B(xs,y2) e C(x3,y3), pertencem a uma mesma reta, ou
seja estao alinhados, se e somente se, um vetor ortogonal & u = B — A = (xg — 21, Y2 — 11),
por exemplo w = (—ys + Y1, 22 — 1), for ortogonal & C' — B = (x3 — x2,y3 — y2). Isto

significa que ((—y2 + y1, 22 — 1) , (T3 — T2, y3 — y2) ) = 0, ou equivalentemente,

0 = —x3y2 + x3y1 + Tay2 — Tay1 + T2ys — T1Y3 — TaYa + T1Yo
= (11y2 — 2oy1) — (v1y3 — T3y1) + (T2y3 — T312)
Ty oy 1
= det |z yo 1
r3 ys 1

4.2 Equacao da reta

Sejam P(zg, o) um ponto do plano cartesiano, e v = (a,b) um vetor nao nulo do RZ.
Entao um ponto Q(z,y) pertence a reta r que passa por P e é perpendicular a v, se, e

somente se, (v, — P) = 0. Em coordenadas isso equivale a ((a,b), (z — zo,y — yo) ) = 0,

ou ainda

a(z —x0) +b(y — o) =0
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axr + by —axg — byy =0

arx +by+c=0 (4.1)
onde ¢ = —axy — byp.

Figura 15 — Representacao da reta

<U’Q_P>:O

P(z,yo)

Fonte: Produzido pelo autor

Por outro lado, sejam P(xy,v1), Q(x2,1y2) e R(x3,y3) pontos do R? que satisfazem a

equagao (4.1)

Fazendo as substitui¢oes obtém-se

axy + by + ¢
ary +bys +¢ =
ars +bys +c =

subtraindo a equagao 1 das equagoes 2 e 3, chegamos a

a(xg —x1) + b(ys —y1) = (v,Q — P) =0

a(zs — 1) +b(ys —y1) = (v,R—P) =0

ou seja os vetores () — P e R — P sao colineares, com isso concluimos que P, () e R estao

alinhados garantindo que a equagao (4.1) representa uma reta.

Exemplo da obtencao da equacao da reta que passa por dois pontos

Sejam A(2,3) e B(—1,5) pontos do plano, vamos obter a equagio da reta que por

eles passa.
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Seja P(xg,yo) um ponto no plano diferente de A e B de modo que v = P — A e
(v,B—A) =0

assim

(0, B = A) = ((ro = 2,90 = 3), (=1 = 2,5 =3)) = ((x0 — 2,50 = 3),(=3,2)) = 0

—3x9 + 2y =0

basta escolher por exemplo xg =4 e yy = 6 e teremos P(4,6)

Seja Q(x,y) um ponto qualquer pertencente a reta que passa por A e B, temos

(0,Q—-A)=(4-26-3),(r—-2,y—3)) =((23),(x—-2,y=3)) =0

20+ 3y —13=0

que representa a equagao da reta que passa por A e B.

4.3 Posicao relativa entre duas retas

Definicao 4.1. Sejam r e s retas no R2, dizemos serem paralelas se um vetor normal
)

v = (a,b) de r for colinear a um vetor normal w = (¢, d) de s.

Figura 16 — Retas paralelas

Fonte: Produzido pelo autor

Sejam 7 definida por ax 4+ by + e = 0 e s definida por cx + dy + f = 0 retas no plano, se os

vetores v = (a,b) e w = (¢, d) nao forem colineares dizemos que r e s sdo concorrentes.
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No caso em que a equacao ax + by + e = 0 é multipla da cx 4+ dy + f = 0 dizemos que re

s sdo coincidentes.

4.4 Distancia de um ponto a uma reta

A distancia d de um ponto P(xg, o) a reta r de equacao ax + by + ¢ = 0, ¢é igual a norma
da projecao ortogonal de X = P — @), onde Q(x1,y1) € r, sobre n = (a,b). Veja figura a

seguir,

Figura 17 — Distancia de um ponto a uma reta

Fonte: Produzido pelo autor

Entao, utilizando-se (3.3), N2 da proposicao 3.7 e o fato de @ = (x1,y;) € r, obtemos

d = [[Proj,(X)]
[

|<(IO — T1,Y0 — y1)7 (CL, b)>|
Va2 + b?
|zoa + yob — x1a — y1 0]

_|woa + yob + ¢

Va? + b?



4.5. Mediatriz de um segmento 51

Exemplo da obtencao da distancia de um ponto a uma reta

Seja r uma reta no R? definida por 2z + 3y —4 = 0 e P(1,5) um ponto nesse mesmo

espago.
Vamos determinar a distancia d entre P e r.

Seque diretamente da equagao (4.2)

1.2 + 5.3 — 4

—_
=1 =

4.5 Mediatriz de um segmento

Defini¢do 4.2 (Ponto Médio). Sejam A(z1,y;) e B(xa,ys) pontos do R? chamamos
de Ponto Médio do segmento de extremos em A e B o ponto M (z,y) pertencente ao

segmento que o divide ao meio.

As coordenadas do ponto médio podem ser encontradas usando semelhanca de tridngulos.

Figura 18 — Ponto Médio

Fonte: Produzido pelo autor

M<961+$2’y1+y2)
2 2
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Defini¢do 4.3 (Mediatriz). Sejam A e B pontos do R? chamamos de Mediatriz do
segmento definido por A e B, a reta m perpendicular ao segmento passando por seu ponto

médio M.

Figura 19 — Representacao da mediatriz

Fonte: Produzido pelo autor

Para determinar a mediatriz basta que tenhamos um ponto P(x,y) pertencente a mediatriz
m do segmento definido por A e Be M (“—g‘”, %) ponto médio do segmento, segue da
defini¢do (P — M, M — A) = 0, chamando M — A = v = (a,b), obtemos imediatamente de
4.2.

ar +by+c=0

T1tx2 b Y1ty2
5 -

que representa a equagao da mediatriz m, onde ¢ = —a - #5

4.6 Equacao da circunferéncia que passa por trés pon-

tos

Sejam A(z1,11), B(z2,y2) e C(x3,y3) pontos nao colineares de R?, e seja T o tridngulo
por eles formado. Sendo os segmentos AB, AC e BC os lados de T' e My, M, e M; seus
pontos médios respectivamente, tracando duas das mediatrizes desses segmentos, segue de
4.3

(.1'2 —I'1>.’13+(y2 —yl)y+CZ 0

mediatriz m do segmento AB e

(xg —z1)x+ (2 —y1)y +¢ =0

mediatriz m’ do segmento AC'.
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Resolvendo o sistema abaixo obtemos O(xg,yo) centro da circunferéncia! T’ que passa por
ABeC.

(%2 — :cl)x + (yz — y1)y +c =
(g —z)xz+ (Yo —n)y+¢ =

Figura 20 — Encontro de mediatrizes

A(zla yl)

Fonte: Produzido pelo autor

Portanto I' é o conjunto de todos os pontos P(z,y) do R? que satisfazem a condicao:

|P=0f = [[A-0
[(x = zo,y —wo)ll = [I(z1 — 2o, y1 — yo) |
\/(95 —x0)? +(y —yo)? = \/(951 —29)* + (Y1 — %)?
(z —x0)’ + (y—w)* = (21 —20)>+ (Y1 — v0)”
(x—20)® + (y —wo)* =12 (4.3)

onde r = \/(xl —20)* + (y1 — %0)*.

Sendo (4.3) a equagao da circunferéncia I' centrada em O de raio r, veja a figura 21.

1 Segue da geometria Euclidiana, que o encontro de duas mediatrizes de um tridngulo ocorre no

circuncentro, centro da circunferéncia que o circunscreve, veja (NETO, 2013)



54 Capitulo 4. Aplicacées do Produto Interno Euclidiano em R?

Figura 21 — Circunferéncia que passa por trés pontos

B($2, y2)
P(z,y)

A(ﬂ%yl)

C($37 yS)

Fonte: Produzido pelo autor

4.7 Area de um tridngulo em funcio das coordenadas

dos seus vértices

Sejam A(xq,y1), B(x2,y2) e C(x3,ys) trés pontos no plano cartesiano. A drea a do tridngulo

bh
ABC é dada por a = 5 onde b é o comprimento da base AB, e h é a altura de ABC
relativamente a base AB.

Figura 22 — Area do tridngulo

n = (y1 — Y2, T2 — x1)

B(x2,y»)
Az, 1)
Fonte: Produzido pelo autor
O célculo de b é simples uma vez que b = || B — A||. Entretanto, como veremos no decorrer

da exposicao, nao necessitaremos calcular b.
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Como B—A = (z2—21,Y2—y1), 1 = (y1 —y2, T2 —x1) é ortogonal a B—A e [|[B—A| = ||n|.
Por sua vez, h = ||Proj,(C — A)||. Entao

bh
o _ b
2
B AlProiy (€ — 4)]
2
1 C—-An
- [
= HC—Am)
1

= §|<(~"U3 —1,y3 — Y1), (Y1 — Y2, T2 — 21))]
1 T yl 1
= 3 det |z yo 1
r3 Yz 1

os calculos que justificam a tltima igualdade sao os mesmos ja realizados em 4.1.

Observe que a férmula para area do tridngulo ABC, que obtivemos acima,

1 Ty 1
Area do tridngulo ABC = 2 det |zg 1o 1

r3 yz 1

em funcao das coordenadas dos seus vértices A, B e C, além de sua elegancia e praticidade
de aplicagao, fornece uma terceira maneira de obter a condi¢cdo de alinhamento desses
pontos. A saber, eles estao alinhados se, e somente se, o tridngulo é degenerado. Ou

equivalentemente, sua area é nula. Isso equivale ao determinante acima se anular.
A férmula acima ilustra, mais uma vez, o titulo desse trabalho.

Vejamos alguns:

1. O lado direito da referida férmula nao se altera para cada uma das seis permutagoes
das linhas da matriz que nela figura, pois troca de linhas de uma matriz no maximo
troca o sinal do determinante... como esta em modulo, nada ¢é alterado. Isso significa
que a “receita” para calcular a area de um triangulo, comprimento de uma base,
multiplicado pela altura relativa a essa base, dividido por dois; independe da base

escolhida e da orientacao dos vértices do triangulo.

Essa afirmagdo ndo costuma aparecer nos livros diddticos, inclusive nao é mencionada

em nenhuma das publicacoes citadas neste TCC.
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2. O lado direito da referida férmula também nao se altera se multiplicarmos a primeira
coluna da matriz que nela figura por —1. Isso significa que a area do triangulo

refletido em relagdao ao eixo dos y é a mesma.

Figura 23 — Reflexao do tridngulo em relagao ao eixo y

Fonte: Produzido pelo autor

Deixamos para o leitor:

3. Fazer a andlise que corresponde geometricamente a multiplicacao da segunda coluna

da matriz que nela figura por —1.

4. Fazer a andlise que corresponde geometricamente a troca da primeira coluna pela

segunda coluna da matriz que nela figura.

Antes de finalizar este capitulo, vale ressaltar que os livros referenciados no Capitulo 2
nem sequer apresentam o produto interno nos seus contetidos programaticos, privando os

alunos de terem contato com uma “ferramenta” extremamente til.

Correspondéncia entre Algebra e Geometria é wm tema muito vasto. Neste trabalha apre-
sentamos uma pequena e elementar parte dele, sem muito esfor¢o o que fizemos pode ser
estendido para o espaco Euclidiano Tridimensional (R?). Outra linha de trabalho, sobre a

correspondéncia entre Algebra e Geometria que pode ser abordada é anunciada no apéndice.
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5 Metodologia

5.1 Avaliacao da pratica do ensino da matematica

Inicialmente fiz uma auto anélise de como abordo os contetidos no ensino médio enquanto
professor da rede basica de ensino, com isso percebi a necessidade de adotar novas medidas
didaticas para que a compreensao do contetido transmitido atinja o maximo de alunos
possivel. De posse de alguns livros, fiz um comparativo de como os autores abordam os
conteudos e notei uma conformidade em todos eles. Dai passei a desenvolver os mesmos
resultados utilizando os conceitos de Produto Interno, sem a necessidade do esfor¢co em
aprender Geometria Analitica da forma que é apresentada nos livros analisados, como sendo
necessaria para tal finalidade, nao desmerecendo a importancia da mesma, mas mostrando
que sua soberania nos livros didaticos acaba deixando de usufruir dos conhecimentos que

os alunos ja possuem em relacao a geometria e algebra.

Fiz uma analise de alguns livros de matemética usados no ensino médio das escolas
estaduais de Pernambuco, tendo como critério analisar os mesmos contetidos em cada obra

e identificar os padroes nas obtencoes dos resultados.

Com base nesses resultados, procurei desenvolver uma forma de obter os mesmos resultados
usando a Geometria Plana. Tomando como exemplo, podemos encontrar a equagao da de

uma reta no plano usando semelhanca de tridngulos ao invés do uso de determinantes.

5.2 Desenvolvimento dos resultados propostos

Através de pesquisas e calculos, obter os resultados apresentados em 5.1 de forma distinta
das usualmente apresentadas nos livros que serviram de base para o desenvolvimento deste
trabalho, e apresentar esse método como proposta de ensino da matematica vista nos anos

finais do ensino basico.
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APENDICE A - Funcées Pares e

Funcoes Impares

Sejam [ um intervalo simétrico em relagdo a origem, e f uma funcao definida em I com
valores reais. Dizemos que f é uma fung¢ao par se f(x) = f(—=z) para todos z € I, e

dizemos que f é uma fungao impar se f(x) = —f(—=z) para todos x € I

Essas fungoes tem propriedades geométricas e propriedades algébricas muito interessantes.
Veremos algumas delas a seguir, onde as funcoes envolvidas estao definidas num intervalo

simétrico em relacao a origem, que pode ser todo o conjunto dos niimeros reais.

As fungoes pares tem grifico simétrico em relag¢do ao eixo dos y. De fato, se f é uma funcao
par, entao o ponto (g, yo) pertence ao grafico de f se, e somente se, o ponto (—zo, yo)

pertence ao grafico de f.

Figura 24 — Grafico de uma func¢ao Par

i b s

/ \ ' Y

\estf
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As funcoes impares tem grdafico simétrico em relacao a origem. De fato, se g é uma funcao

impar, entao o ponto (zy, yo) pertence ao grafico de g se, e somente se, o ponto (—xq, —o)

pertence ao grafico de g.
Figura 25 — Grafico de uma func¢do impar
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A seguir, apresentaremos alguns resultados elementares envolvendo funges pares e funcgoes

impares.

(I) A tinica fungao que é par e impar é a funcao nula. De fato, seja f uma tal funcao.
Entao, para todo z € I temos f(z) = f(—x) = —f(z). Logo 2f(x) = 0 para todo z € I,

donde f(x) =0 para todo = € I.

(IT) O produto de duas fungoes pares é uma fungao par, entretanto, produto de duas

func¢oes impares, nao nulas, nao é uma fungao impar e sim uma func¢ao par!

De fato, se f e g sdo ambas fungoes pares, tem-se:

frg9(x) = f(x)-g(x) = f(=z)-g(—2) = f-g(—2)

portanto o produto também é par.

Porém, veja que se f e g sdo ambas fungoes impares, ocorre

[—f(=2)] - [-9(=2)] = f - g(—2)

que o produto é par.
O leitor ja deve ter observado que se k é um nimero natural f(z) = z* define uma funcio

par quando k é par, e uma funcao impar quando k£ é impar. Mas as analogias param
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por ai. Outra grande diferenca é que um ntmero natural ou é par ou é impar. Por outro
lado existem fungoes que nao sdo pares nem impares! Por exemplo, a funcao g : R — R

definida por g(z) =z + 1.

Teorema A.1. Qualquer fungdo definida em I se escreve de maneira unica como a Soma

de uma funcao par com uma funcao impar.

Demonstracao. A identidade seguinte, cuja verificacao é imediata, para qualquer funcao h

definida em I h h h ,

mostra que qualquer fungao se escreve como a soma de uma fun¢ao par com uma funcao
impar, uma vez que a primeira parcela do lado direito de A.1 é uma funcao par e a segunda
parcela uma func¢ao impar. Para demonstrar a unicidade, suponha que f; + g1 = fo + ¢o
onde f; e fy sdo pares e g; e go impares. Entdo f; — fo = go — g1. Segue, por (III) e (IV),
que f1 — fo e go — g1 sdo pares e impares. Logo, por fi = fy e g1 = go. Assim, concluimos

a demostracao do Teorema. O
Corolario A.2. Uma fungdao polinomial é par, se, e somente se, sua expressao contém
apenas poténcias pares.

Demonstragio. Seja f uma fun¢ao polinomial par e f(x) = ag + Z apx”® sua expressio.

k=1
Como f é par, sua decomposicao dada por A.1 do Teorema acima é
f(@) + f(=x)
fla) = HEED
onde os termos que contém poténcias impares de x se cancelam. O

Corolario A.3. Uma funcdo polinomial € impar, se, e somente se, sua expressao contém

apenas poténcias impares.

Sua demonstragao é analoga a apresentada em A.2

Acredito ser educativo fazer os estudantes entenderem que a decomposi¢do dada por A.1,
no caso de uma funcao polinomial agrupa na primeira parcela o termo constante e as

poténcias pares de x, e na segunda parcela as poténcias impares de x.

Finalmente, cabe observar que, para quem conhece um pouco de Algebra Linear, o que
apresentamos pode ser resumido da seguinte maneira: o Espago Vetorial das fungoes de
determinado tipo se decompoe como Soma Direta dos subespagos desse tipo formado pelas

funcoes pares com o das fungoes impares.
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