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Resumo

Problemas de otimizagdo compoem uma importante e fascinante parte da geometria que,
dentre outras aplicagoes praticas, estimulam o interesse pelo estudo de geometria euclidiana
no ensino bésico. Heron de Alexandria foi um matematico grego que também desenvolveu
estudos na area da geometria. Ele utilizou o principio do caminho minimo para explicar
a reflexdao em espelhos planos e curvos. Um dos problemas bésicos de otimizagdo em
geometria é conhecido como problema de Heron que consiste em determinar um menor
caminho entre dois pontos de um mesmo semiplano, determinado por uma dada reta,
passando necessariamente por um ponto desta reta. Um outro problema famoso e que,
de certa forma, estende o problema de Heron se deve ao matemaético italiano Giovanni
Fagnano que d& nome ao problema de se determinar um tridngulo de menor perimetro que
pode ser inscrito em um triangulo acutangulo dado. O tridngulo que resolve o problema
de Fagnano ¢ o triangulo 6rtico do triangulo ordinario, isto é, o triangulo formado pelos
pés das suas alturas. Neste trabalho, buscamos desenvolver uma extensao destas ideias
que foram publicadas, recentemente, em dois artigos de 2005 e 2010, com uma defini¢ao
de quadrilateros érticos que possuem propriedades semelhantes as do triangulo értico e
resolvem um problema analogo ao de Fagnano para quadrilateros com hipoteses adicionais.
Pretendemos com isto, para além de apresentar um texto complementar aos estudantes e
professores, promover um maior estimulo ao estudo de geometria euclidiana mostrando,
sobretudo, que novos conceitos podem ser desenvolvidos em tempos atuais com, apenas,

assuntos de nivel basico.

Palavras-chave: Triangulo Ortico, Problema de Fagnano, Alturas de um quadrilatero,

Quadrildtero Ortico.






Abstract

Optimization problems make up an important and fascinating part of geometry that,
among other practical applications, stimulate interest in the study of Euclidean geometry
in basic education. Heron of Alexandria was a Greek mathematician who also developed
studies in the field of geometry. He used the minimum path principle to explain reflection
in flat and curved mirrors. One of the basic problems of optimization in geometry is known
as the Heron problem, which consists of determining a shortest path between two points of
the same semiplane, determined by a given line, necessarily passing through a point on this
line. Another famous problem that, in a way, extends Heron’s problem is due to the Italian
mathematician Giovanni Fagnano, who gives the name to the problem of determining a
smallest perimeter triangle that can be inscribed in a given triangle. The triangle that
solves Fagnano’s problem is the orthotic triangle of the ordinary triangle, that is, the
triangle formed by the feet of its heights. In this work, we seek to develop an extension
of these ideas that were recently published in two articles from 2005 and 2010, with a
definition of orthotic quadrilaterals that have similar properties to the orthotic triangle
and solve a problem analogous to Fagnano’s for quadrilaterals with additional hypotheses
. We intend with this, in addition to presenting a complementary text to students and
teachers, to promote a greater stimulus to the study of Euclidean geometry showing, above

all, that new concepts can be developed in current times with only basic level subjects.

Keywords: Ortic Triangle, Fagnano’s Problem, Heights of a quadrilateral, Ortic Quadri-

lateral
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Introducao

A presente dissertacio esta inserida no Mestrado Profissional em matematica, pela

Universidade Federal Rural de Pernambuco.

Em matematica, os problemas tém sido ao longo do tempo, uma das principais, se
nao a principal, motivacao para o desenvolvimento dessa ciéncia. Dentre os variados tipos
de problemas, destacamos os relacionados a otimizacao. Estes, visam resolver um problema,
buscando a melhor solugao possivel. Na grande maioria das vezes, estao presentes nesse
tipo de problema, frases como: o menor possivel, o minimo, o maior possivel, 0 maximo,
etc. Em especial, nessa dissertacdo vamos estudar alguns problemas de otimizacao em

geometria. Vamos considerar um problema hipotético:

Problema: Uma mulher foi a uma olaria encomendar um vaso para colocar sobre um
suporte de metal. Tal suporte é formado por trés pedacos finos de ferro, sodados em
formato de um triangulo acutangulo. Dai, ela pede ao oleiro que faca um vaso cuja base
também seja triangular. Porém, cada ponta (vértice) do triangulo da base do jarro, deve
ficar apoida sobre um lado do triangulo do suporte. Quais devem ser as dimensoes

minimas para o triaingulo formado na base do vaso atender essa condigao?

Note que obter as "dimensoes minimas"é equivalente a obter o perimetro minimo.
Essa situacao descrita acima, remete a um famoso problema de otimizagdo em geometria,
conhecido como: "O Problema de Fagnano', que esté relacionado ao estudo de triangulos.
Outro problema de otimizagao famoso em geometria, é o Problema de Heron. Observando
o contexto historico do tempo em que esses temas foram estudados, temos uma diferenca
maior que 700 anos. Vale resaltar que o problema de Fagnano é um tipo de extensao ao
problema de Heron. Isso mostra que na geometria euclidiana (que estudamos no ensino

bésico), existem conceitos que podem ser estendidos.

Dentre as motivagoes para essa dissertacao, estao novos estudos, documentados das
ultimas duas décadas, envolvendo problema de otimizagao. Porém, dessa vez relacionado a
quadrilateros (4). Tal problema, é uma extensao ao problema de Fagnano aplicado, sob
algumas condicOes, a quadrilateros. Esse tema chamou atencao, pelos seguintes fatores:
a relevancia histérica dos problemas de otimizacao em geometria, por estd pautado em
geometria euclidiana do ensino basico (fundamental e médio) e por trazer resultados

recentes, mostrando que a geometria ainda pode ser explorada.

Enquanto professor, ja ouvi de muitos alunos que "Na matematica nao ha mais
o que inventar (descobrir)". Em particular, os conceitos de geometria que utilizamos

atualmente na educacao bésica, sao contibuicoes de gedbmetras antigos como: Fuclides,
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Pitagoras, Tales de Mileto, Descartes, Arquimedes, etc. Essa visao equivocada, pode gerar
desinteresse por essa area. Essa dissertacao, é fruto de pesquisas iniciais sobre quadrilateros
6rticos no Brasil, e para tanto, fazendo uso de resultados da geométria basica ainda pouco
difundidos. Vejamos a seguir duas competéncias especificas de matematica para o ensino

fundamental, presentes no texto da BNCC (Base Nacional Comum Curricular).

1. Reconhecer que a Matemaética é uma ciéncia humana, fruto das neces-
sidades e preocupagoes de diferentes culturas, em diferentes momentos
histéricos, e é uma ciéncia viva, que contribui para solucionar proble-
mas cientificos e tecnologicos e para alicergar descobertas e construgoes,
inclusive com impactos no mundo do trabalho.

3. Compreender as relagoes entre conceitos e procedimentos dos diferentes
campos da Matemadtica (Aritmética, Algebra, Geometria, Estatistica e
Probabilidade) e de outras dreas do conhecimento, sentindo seguranga
quanto a prépria capacidade de construir e aplicar conhecimentos ma-
teméaticos, desenvolvendo a autoestima e a perseveranca na busca de
solucoes.

BNCC, competéncias especificas de matematica para o ensino
fundamental, pag. 267.

Nessas duas competéncias, é destacada a necessidade de reconhecer a matematica
(em particular, a geometria) como uma ciéncia viva que contribui para descobertas e
construgoes de novos conceitos, e o desenvolvimento da autoestima em buscar solugoes.
Esses dois pontos, endosam o interessem em realizar um pequisa sobre quadrilateros

orticos.

No primeiro capitulo, sdo apresentados resultados que utilizaremos ao longo da
dissertacdo. Em sua maioria, tais resultados auxiliam diretamente na compreensao de
demonstracoes posteriores ou sao extensoes de defini¢oes, proposicoes e teoremas que
encontraremos no decorrer do trabalho. Vale a pena o leitor acompanhar esses resultados
para que o mesmo tenha uma melhor compreensao dos capitulos 2 e 3, onde se desenrolam

os principais resultados.

No segundo capitulo, iniciamos os estudos sobre triangulos érticos de triangulos
acutangulos e obtusangos. Tomamos como referéncia para esse tema as dissertagoes (3)
e (1). Apresentaremos definigbes e mostraremos algumas propriedades sobre o tema. E
neste capitulo que introduziremos os primeiros problemas de otimizacao. Inicialmente, o
problema de Heron que consiste em determinar qual é a medida da menor poligonal aberta
ABX  onde X pertence a uma reta r que nao contém os pontos A e B (pontos distintos
do mesmo semiplano determinado por r). Esse resultado, por exemplo, tem aplicagdes
ao jogo de bilhar (acerta uma bola usando a tabelada mesa). Outro problema, é o de
Fagnano (j& citado) que consiste em determinar qual o tridngulo inscrito em um tridngulo

acutangulo, cujo perimetro seja minimo.



23

No terceiro capitulo, apresentaremos o tema principal que é também, o titulo do
trabalho. Neste, constam defini¢oe, proposicoes e teoremas relacionados a quadrilateros
érticos. Tomamos como referéncia para esse tema os artigos (4) e (6). Uma diferenca entre
triangulos érticos e quadrilateros orticos é que o primeiro é tnicos. Ja os quadrilateros
6rticos sdo infinitos. Muitos assuntos desse capitulo sdo temas recentes em geometria. E
aqui que apresentaremos um problema de otimizacao, que sob algumas condigoes, ¢ uma
extensao ao problema de Fagnano (apresentado para tridngulos). Mostraremos que dado
um quadrilatero convexo, com a condicao de ser ciclico e ter diagonais perpendiculares, o
quadrilatero de menor perimetro inscrito no quadrilatero dado, sao os érticos, pois todos

esses, nessas condicoes, tém o mesmo perimetro.

No trabalho de pesquisa e investigacao de resultados presentes aqui, bem como em

todas as figuras produzidas, foi utilizado o software geométrico GeoGebra Classic 5.
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1 Conceitos e resultados prelimina-

res

Nesse capitulo apresentaremos os conceitos, proposigoes e teoremas que serao
utilizados para demonstrar e compreender resultados posteriores. Aqui vamos admitir que
o leitor ja possua conhecimentos de geometria bésica tais como: teorema de tales, angulos
na circunferéncia, congruéncia e semelhanca de triangulos, desigualdade triangular, dentre
outros. Caso o leitor tenha a necessidade de estudar ou relembrar alguns desses assuntos,

podera encontrar tais temas em (7).

Vamos fazer uma classificacdo de quadrilateros. Inicialmente, apresentaremos algu-

mas defini¢oes.

Defini¢ao 1.1. (Quadriliteros simples e nao-simples) Um quadrilatero é dito simples
quando nao possui autointerseccao. Do contréario, serd chamado de entrecruzado ou

estrelado.

Figura 1 — Quadrilatero entrecruzado

Fonte: Autor

Definig¢ao 1.2. (Quadrilatero convexo) Um quadrildtero simples é convexo quando todos
os pontos de um segmento cujas extremidades estao no interior do quadrilatero, também

pertencem ao interior desse quadrilatero. (figura 2).

Figura 2 — Quadrilatero convexo

Fonte: Autor
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Definigao 1.3. (Quadrilatero concavo) Um quadrildtero simples é concavo quando nao é

convexo (figura 3).

Figura 3 — Quadrilatero concavo

B

Fonte: Autor

Proposicao 1.4. (Paralelogramos) As sequintes afirmacoes sio equivalentes para um
quadrildatero convexo.

(1) Os pares de lados opostos sao paralelos;

(ii) As diagonais sio concorrentes em seus respectivos pontos médios;

(7ii) Os dngulos opostos sao congruentes;

(iv) os lados opostos sdo congruentes;

(v) Dois dangulos consecutivos sio sempre suplementares;

(vi) Um par de lados opostos sao paralelos e de mesma medida.

Teorema 1.5. (Mediana Realtiva a hipotenusa)

Em qualquer triangulo retangulo a mediana relativa a hipotenusa tem medida igual

a metade dessa.

Figura 4 — Mediana Relativa a hipotenusa

Fonte: Autor



27

Demonstracao. Considere um tridngulo retangulo ABC', reto em A. Tragando uma reta
paralela a AC' passando por B e uma outra paralela a AB passando por C, obtemos
um ponto D como intersecgao dessas retas. Dessa forma, obtemos o retangulo ABC'D.
Como os retdngulo possuem as diagonais congruentes, pela Proposigao 1.4(ii), essas sao

concorrentes em seu ponto médio M (figura 1). Dai, concluimos que

AM = LBC.

]

Definicao 1.6. A base média de um triangulo relativa a um lado é o segmento que une
os pontos médios dos outros dois lados.
Teorema 1.7. (Base média de triingulo relativa a um lado)

Dado um triangulo qualquer, a base média relativa a um lado é paralela a esse lado,
e sua medida € igual a metade desse. De outro modo, se pelo ponto médio de um dos lados
tracarmos uma paralela a outro lado, o ponto de intersecdo dessa paralela com o terceiro

lado serd em seu ponto médio, e portanto determ ina uma base média.

Demonstracao. Dado um triangulo ABC' qualquer, sendo M ponto médio de AB e N o
ponto médio de AC, mostraremos que M N //BC e ainda M N = %BC’.

Figura 5 — Base média de triangulo

Fonte: Autor

Sabemos que AM = M B e AN = NC (definigdo de ponto médio). Tragando uma
reta s paralela a AB passando por C' e uma reta r que contém M N, obtemos o ponto D,
como interseccao dessas paralelas (figura 5). Note porém que os triangulos AMN e CDN

sdo congruentes pelo caso LAA, (lado, angulo, dngulo oposto):

o AN = CN, pela defini¢ao de ponto médio;
e« LANM = LZCND, pois sao oposto pelo vértice;

o« LZAMN = ZCDN, pois sao alternos internos.
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Desse resultado, temos CD = AM = BM, MN = ND, /MAN = Z/DCN e ZAMN =
ZCDN. Como CD//BM e também C'D = BM, pela Proposigao 1.4 (vi), podemos afirmar
que o quadrildtero BM DC' é um paralelogramo. Portanto, M N //BC, e sendo N o ponto
médio de M D concluimos que

MN = ;BC’.

Para mostrar ainda que, se tracarmos uma paralela a BC' passando por M, a
interseccao dessa paralela como o outro lado deve ser no ponto NV, basta usar a unicidade
das paralelas, pois s6 existe uma reta paralela ao lado BC', que passa por M. Portanto,

essa paralela deve ser M N.
O

Definicao 1.8. O segmento que une os pontos médios dos lados nao paralelos de um

trapézio € a sua base média.

Proposicao 1.9. (Base média de trapézios) Dado um trapézio qualquer, sua base média

tem medida igual a metade da soma das medidas bases do trapézio, e é paralela essas.

Demonstracio. Considerem o trapézio ABC'D onde M é o ponto médio de AD e N o
ponto médio de BC' (figura 6). Queremos mostrar que, AB//MN e

_ AB+CD

MN

Figura 6 — Base média do trapézio I

D C

Fonte: Autor

Tracando as semirretas DN e AB, chamemos de E ao ponto de interseccao dessas
semirretas. Os tridngulos DON e EBN sao congruentes pelo caso ALA (angulo - lado -
dngulo) (figura 7).

« /DNC = ZEN B, pois sao opostos pelo vértice.

e« BN = NC, pois N é ponto médio de BC'.

e /EBN = /ZDCN, pois sao alternos internos em relagao as paralelas AB e CD.
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Figura 7 — Base média do trapézio 11

D C

I

N

/

Fonte: Autor

Dai, temos
BE =CD (1.1)

e DN = NF (ou seja, N é ponto médio de DE). Com esse resultado, pelo Teorema 1.7,
temos que M N é base média do tridngulo ADE. Logo, MN//AB e

_AE AB+BE
2 2 '

MN

Pela igualdade (1.1), chegamos a

_AB+CD

MN

]

A partir de agora, no contexto do nosso trabalho, chamaremos de quadrildteros, a
todos os quadrilateros planos, ou seja, aos que possuem os quatro vértices coplanares. Do

contrario, o chamaremos de quadrildtero reverso (figura 8).

Figura 8 — Quadrilatero Reverso
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Fonte: Autor

O lema a seguir sera usado na demonstragdo na proposicao seguinte sobre arco

capaz.

Lema 1.10. Em qualquer quadrilatero concavo, a medida do replementar do angulo interno

maior que 180°, é sempre maior que a medida do angulo interno oposto.

Demonstragio. Considere um quadrilatero concavo ABCD cujo adngulo B seja o que
tem medida maior que 180°. Tracemos a semirreta BD dividindo o quadrilatero em dois
tridngulo e gerando os dngulos a e § (replementar do angulo interno ZB), e também ay e

Bo (cuja soma ¢ igual a medida ZD) (figura 9).

Figura 9 — Quadrilatero Concavo

Fonte: Autor

O teorema do angulo externo afirma que o angulo externo de um triangulo é maior
que os angulos internos nao adjacentes, logo, em ABD temos que o angulo o é maior
que ag. Analogamente no triangulo BC'D temos  maoir que (5. Sendo o + [ o angulo
replementar do angulo interno B e g+ 5y 0 angulo interno oposto ao angulo B, concluimos
que

01+B>O[0+B0.
]

Proposicao 1.11. Dado um segmento AB e um dangulo o, tal que 0° < o < 180°, o lugar
geométrico dos pontos P do plano tais que ZAPB = « ¢ a unido de dois arcos de circulo,
simétricos em relagdo a uma reta AB onde os pontos A e B sdo extremos desse arco. Cada

um dos arcos € chamado de arco capaz de o em relacio a AB.

Demonstragio. A presente demosntragao, estd inspirada no texto encontrado em (8).
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Primeiramente, mostraremos um argumento para justificar que é suficiente restringir

o estudo a um dos arcos em um semiplano determinado por AB.

Seja P ¢ AB tal que ZAPB = «, com 0 < a < 180°. Tomemos P’ o simétrico do
ponto P em relacao a reta AB, onde essa reta serd a mediatriz de PP’, e assim teremos
AP = AP’ e BP = BP'. Feito isso, percebemos que os triangulos APB e AP'B sao
congruentes pelo caso LLL, e consequentemente, ZAPB = ZAP'B = « (figura 10).

Figura 10 — Tridngulos simétricos em relacao a mediatriz de PP’

(a) (b)
Simetria entre tridngulos Simetria entre tridngulos

acutangulos obtusangulos

B

et

Fonte: Autor

Dessa forma, para estudarmos o lugar geométrico, basta considerar apenas um dos

semiplanos determinados por AB.

Vamos mostrar a construcao de um arco capaz, dados um segmento AB e um

angulo a agudo ou obtuso.

Considere @ um angulo agudo. Tracemos uma reta r passando por A, tal que o
angulo formado por r e AB no semiplano contrario ao que ira conter o arco capaz, tenha
medida « (figura 11). Em seguida, construa uma reta s perperdicular a r passando pelo
ponto A. Agora, tracemos também, a mediatriz do segmento AB. Feito isso, obtemos o
ponto O (intersecgao da reta r com a mediatriz de AB). Dessa forma, construimos um
tridngulo isésceles AOB, tal que ZAOB = 2a. Tomando OA = OB = R, a medida do
raio da circunferéncia I" e centro O. O arco determinado no semiplano contrario a o é um
lugar geométrico dos pontos que enxergam AB sobre um angulo a. Caso a seja obstuso,
faremos a mesma contrucao para o seu suplementar § = 180° — a (agudo), e por fim

tomamos um arco de I" no semiplano que contém o angulo g (figura 12).

Figura 11 — Construcao de arco capaz para angulo agudo
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Fonte: Autor

Figura 12 — Construcao de arco capaz para angulo obtuso

Fonte: Autor

Para o caso a = 90°, o ponto O, interseccao da reta r com a mediatriz de AB,

coincide com o ponto médio de AB. Portanto seu arco capaz sera um semicirculo de raio

AO = OB.

Assim, todo ponto do semicirculo de didmetro AB situado no semiplano superior
pertence ao lugar geométrico dos pontos que enxergam AB por um angulo a reto. Reci-
procamente, se P pertence ao semiplano superior, tal que ZAPB = 90°, e O é o ponto
médio de AB, entao PO é a mediana relativa a hipotenusa do tridngulo retdngulo ABP

(Teorema 1). Isso implica que

PO = ;AB =0A=08B.

Portanto, pertence ao semicirculo de didmetro AB.
Vamos mostrar agora o arco capaz como um lugar geométrico de modo geral.

Seja P’ o ponto pertencente ao arco capaz de AB associado a um angulo «.
Por contrucao, a medida do angulo ZAP'B = «. No entanto, se P’ pertenca a regiao
interna delimitada por I" e o segmento AB, temos ZAP'B > «. Para perceber isso,

basta prolongar, por exemplo, o lado BP’, tal que sua interseccao com I' seja o ponto P
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(figura 13). Pela propriedade do angulo externo, ZAP'B = ZAPB + ZPAP’, portanto
ZAP'B > ZAPB = a. Logo P’ nao pertence ao lugar geométricodos pontos que enxergam
AB sobre um angulo a.

Figura 13 — Arco capaz superior do segmento AB

P

fonte: Autor

Considere agora o ponto P’ externo a I' e pertencente ao mesmo semiplano do arco
capaz. Nesse caso, podemos escolher um ponto P pertencente a interseccao do arco capaz
com a regiao interna do triangulo AP’B. Feito isso, obtemos um quadrilatero AP’'BP
concavo (figura 14). Pelo Lema 1.10, concluimos que ZAP'B < ZAPB = a.

)

Figura 14 — Quadrilatero concavo para um arco capaz

(a) (b)

Associado a angulo agudo Associado a dngulo obtuso

Fonte: Autor

Portanto, os tinicos pontos que enxergam o segmento AB sobre um angulo « (agudo,

reto ou obtuso), sao os pontos pertencentes ao arco capaz.
O]

Proposicao 1.12. (Mediatriz como lugar geométrico) O lugar geométrico do plano que é

equidistante de dois pontos distintos A e B, € a reta mediatriz de AB.

Demonstracio. Seja AB um segmento, M seu ponto médio e r a reta mediatriz de AB.
Tome P um ponto de r. No tridangulo APB, PM ¢ mediana e altura (figura 15). Dessa

forma, os tridngulos retangulos AM P e BM P sao congruentes pelo caso LAL (lado-angulo
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lado), pois: AM = BM (M é ponto médio de AB); ZAMP = ZBM P, sdo retos; M P, é
comum. Dali, temos PA = PB, ou seja, P é equidistante de AB.

Figura 15 — Arco capaz superior do segmento AB

r

%
N

fonte: Autor

Reciprocamente, tome P’ tal que PPA = P'B e M o ponto médio de AB. O
tridngulo AP'B ¢ isésceles cuja base é AB. AP'M e BP'M sao congruentes por LLL,
resultando disso que ZAMP' = ZBMP’'. Sendo ZAMP' + ZBM P’ = 180°, implica que
LAMP = ZBMP'" = 90° (figura 16). Dessa forma, a reta P’'M é mediatriz de AB.

Figura 16 — Arco capaz superior do segmento AB

P

fonte: Autor

]

Proposicao 1.13. (Bissetriz como lugar geométrico) Dado o angulo ZAOB, o lugar
geométrico dos pontos, deste angulo, equidistantes das semirretas OA e OB € a bissetriz

desse angulo.

Demonstrag¢io. Suponha P é um ponto da bissetriz do angulo ZAOB agudo, sem perda
de generalidade. Baixando perpendiculares de P as semirretas OA e OB, determinamos

os pontos M e N, respectivamente (figura 17).

Note que os tridngulos OPM e OPN sao congruentes pelo caso LAAo (lado -
angulo - angulo oposto). O lado OP é comum, ZAOP = ZPOB devido a bissetriz e
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Figura 17 — Bissetriz 1

Fonte: Autor

ZOMP = ZONP = 90°. Desse fato, temos que NP ¢é congruente a M P, ou seja, P é
equidistante das semirretas OA e OB.

Reciprocamente, considere agora o ponto P pertencente ao lugar geométrico dos
pontos equidistantes das semirretas OA e OB, mostraremos que p pertence a bissetriz de
/ZAOB.

De fato, sejam PC e PD os segmentos congruentes, onde C' pertence a semirreta
OA e D pertence a semirreta OB (figura 18). Os tridngulos OPC e OPD sao congruentes
pelos caso hipotenusa-cateto, pois OP ¢é hipotenusa comum e os segmentos C'P e DP
sdo os catetos. Dai, concluimos ZCOP = ZDOP, e portanto P pertence a bissetriz de
/AOB.

Figura 18 — Bissetriz 2

Fonte: Autor
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Definigao 1.14. (Quadrilatero ciclico) Um quadrilatero qualquer é dito ciclico quando o
mesmo ¢ inscritivel em uma circunferéncia, ou ainda, quando seus vértices pertencem a

uma circunferéncia.

A proxima proposicao vai tratar sobre as condi¢Ges para que um quadrilatero

convexo seja ciclico.

Proposigao 1.15. Seja ABCD um quadrilatero convexo. As sequintes afirmagcoes sdao

equivalentes acerca deste quadrildtero:
(i) ABCD é ciclico;
(ii) Possui um par de angulos opostos suplementares;
(1ii) Possui um angulo interno congruente ao seu dngulo externo oposto;

(iv) O dngulo formado por um dos lados e uma diagonal de ABC'D é congruente

ao angulo formado pela outra diagonal e o lado oposto ao primeiro.

(v) as mediatrizes relativas aos lados de ABC'D sdo concorrentes em um ponto.

Demonstragio. (i) < (i7)

Seja ABC'D um quadrilatero ciclico. Mostraremos essa equivaléncia para o par de
dngulos opostos B e D (figura 19). Para o outro par de dngulos opostos, a demonstacao é

analoga.

Figura 19 — Quadrilatero ciclico 1

Fonte: Autor

Sejam « e § a medida dos arco ADC e ABC respectivamente. Temos que os
angulos ZB e /D do quadrilatero ABC'D (angulos inscritos da mesma circunferéncia),

tem medidas § e g, respectivamente. Como a + = 360°, temos

= 180°.
2 2

4ABC+4ADO:;‘+§:04+B:360
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Reciprocamente, suponha
4B+ /D = 180°, (1.2)

e considere o circulo que passa pelos pontos A, B e C'. Dessa maneira, /B esta inscrito
nesse circulo. Dai, a medida do arco AC' que ndo contém o ponto B ¢ igual a 2/B. Por

sua vez, a medida do arco ABC' ¢ igual a
360° — 2/B.

Perceba que o arco AC que nao contém o ponto B, é o arco capaz do segmento AC'

associado ao angulo
360° — 24/B

= 180° — 4B.
2

Mas pela igualdade (1.2), temos
ZD = 180° — 4B.
Logo, pela Proposigao 1.11, o ponto D deve esté contido no arco capaz AC que nao contém
o ponto B.
(id) < (i)
Suponha o par de angulos opostos ZABC' e ZADC suplementares. O angulo
externo de ZABC' é seu suplementar, logo ¢ congruente ao angulo ZADC' (figura 20).

Reciprocamente, se o dngulo ZADC' é congruente ao angulo externo de ZABC,

temos o angulo interno ZABC como suplementar desse externo, e consequentemente
suplementar de ZADC.

Figura 20 — Quadrilatero e angulo externo

D

Fonte: Autor

Esse resultado decorre imediatamente da Proposicao 1.11.

(1) & (v)
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Seja ABC'D um quadrildtero convexo tal que as mediatrizes relativas a cada lado
de ABCD sejam concorrentes no ponto O. Dai, temos que O é equidistante de todos os
vértices de ABC D, logo existe um circulo de centro O e raio AO = OB = OC = OD que

circunscreve o quadrilateroo ABCD (figura 21).

Figura 21 — Mediatrizes relativas aos lados de um quadrilatero ciclico

Fonte: Autor

Reciprocamente, se ABC'D é inscritivel em um circulo de centro O, temos O é
equidistante de todos os vértices de ABCD. Pela de Proposicao 1.12, o ponto O deve

pertencer a todas as mediatrizes relativas aos lados de ABCD.

Lema 1.16. Seja P um ponto externo ao circulo I'. Ezxistem A e B pontos distintos de T,

tal que PA e PB sejam tangentes a esse circulo, e além disso PA = PB.

Demonstracao. Seja O o centro do circulo I'. Sejam A e B os pontos de intersec¢ao de I' com
o circulo de centro M (ponto médio de OP), e raio M P. Dai, temos ZOAP = ZOBP = 90°,
pois sao angulos cujos vértices pertencem a arcos capazes simétricos associados ao diametro
OP (figura 22).

Figura 22 — Segmentos tangentes a circunferéncia
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fonte: Autor

Os triangulos OAP e OBP sao congruentes pelo caso hipotenusa cateto. Dai, segue
o resultado que PA = PB n

Definicao 1.17. (Quadrildteros circunscritivel) Um quadrildtero convexo ¢é dito circuns-

critivel quando existe um circulo que tangencia todos os seus lados.

A proposicao a seguir tratar sobre as condigoes para que um quadrildtero convexo

seja circunscritivel.

Proposicao 1.18. Seja ABCD um quadrilatero convexo. As sequintes afirmagoes sao

equivalentes a cerca de ABCD:
(i) ABCD ¢ circunscritivel;
(i1) As bissetrizes de ABC'D sdo concorrentes no mesmo ponto;

(iii) A soma das medidas dos lados opostos de ABCD sao iguais;

Demonstragio. (i) < (i7)
Esse resultado segue imediatamente da Proposicao 1.13.
Sejam ABC'D um quadrilatero convexo, I" o circulo inscrito nesse quadrilatero e os

pontos E, F', G e H, respectivamente, as intersec¢oes de I' com o lados AB, BC', CD e
AD do quadrilatero (figura 23).

Figura 23 — Quadrilatero circunscritivel I11
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fonte: Autor

Pelo Lema 1.16, temos

AE = AH,
BE = BF,
CG = CF,
DG = DH.

Somando essa igualdades, membro a membro, obtermos
AF+BE+CG+ DG =AH+ BF+CF+ DH
AB+CD = BC+ AD.

Reciprocamente, seja ABC'D um quadrilatero convexo cuja soma das medidas dos

lados opostos é constante, isso é,
AB+CD = BC+ AD. (1.3)

Vamos supor nessa ultima igualdade, que AD > C'D (poderiamos fazer essa suposi¢ao
para quaisquer dois lados consecutivos e distintos de ABC'D). Sendo assim, temos que
AB > BC'. Sendo AD > CD, podemos escolher um ponto M em AD, tal que

CD = DM. (1.4)
De AB > BC|, podemos escolher um ponto N em AB (figura 24), tal que
BC = BN. (1.5)
Figura 24 — Quadrilatero circunscritivel IV

D
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fonte: Autor
Podemos reescrever a igualdade (1.3), como sendo
(AN + BN) + CD = BC + (AM + DM).
Aplicando a essa ultima igualdade os resultados de (1.4) e (1.5), temos

AN = AM.
Geramos trés tridngulos isésceles DMC, ANM e BCN (figura 25).

Figura 25 — Quadrilatero circunscritivel V

D

fonte: Autor

Sabemos que nos triangulos isésceles a bissetriz relativa ao lado ndo congruente, é
também mediana e altura relativa. Tracemos portanto, as bissetrizes dos tridgulos DM C),
ANM e BCN, relativas aos respectivos lados nao congruentes, CM, MN e C'N. Dessa
forma, temos que tais bissetrizes, respectivamente, sdo mediatrizes relativas aos lados C M,

MN e CN do triangulo CM D, e portanto sao concorrentes no ponto O (figura 26) .

Figura 26 — Quadrilatero circunscritivel VI

fonte: Autor
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Como o ponto O é comum a essas bissetrizes (mediatrizes), pela Proposi¢ao
1.13, temos que O é equidistante dos lados do quadrilatero ABC'D. Logo existe uma

circunferéncia inscrita em ABCD (figura 27).

Figura 27 — Quadrilatero circunscritivel VII

fonte: Autor

Observagao 1.19. A equivaléncia (i) < (7i7), da proposigao anterior corresponde ao teorema
de Pitot!.

As proposicoes a seguir nos mostram resultados sobre a reta de Euler para
triangulos nao equilateros e o circulo de nove pontos. Ambas as demonstragoes o leitor

interessado podera encontra-las em (5).

Proposicao 1.20. (Reta de Euler) O ortocentro, o baricentro e o circuncentro de um

triangulo, nao equildtero, sdo colineares. A reta determinada por esses pontos é chamada
de reta de Euler.

A figura a seguir mostra a reta de Euler em vermelho, que contém o ortocentro

(ponto H), o baricentro (ponto G) e o circuncentro (ponto O).

Figura 28 — Reta de Euler

1 Engenheiro francés, viveu entre 1695 e 1771. Além do teorema que leva seu nome, inventou um

instrumento para medir a velocidade dos fluidos e que é conhecido hoje pelo seu nome, o tubo de Pitot.
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Fonte: Autor

Proposicao 1.21. Os pés das trés alturas de um triangulo qualquer, os pontos médios de
seus trés lados e os pontos médios dos segmentos formados pelo ortocentro e os vértices,

pertencem ao mesmo circulo, denomminado circulo de 9 pontos.

Seja H o ortocentro de tridngulo ABC. Os pontos Hy, Hy e H3 sdo os pés das
alturas de ABC'. Os pontos My, M, e M3 sao os pontos médios dos lados de ABC. E,
por fim, Os pontos D, E e F sao os pontos médios dos segmentos AH, BH ¢ CH,

respectivamente. Todos esses pontos estdo contidos e determinam o circulo de 9 pontos

(figura 29).

Figura 29 — Circulo de 9 pontos

Fonte: Autor
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2 O triangulo 6rtico e suas proprie-
dades

Os triangulos desempenham um papel muito importante no desenvolvimento da
geometria. Essa forma geométrica possui propriedades muito ricas, tanto que influénciam,
até os dias atuais, a criacao de objetos que nos cercam. Seja no tripé de uma camera
fotografica, nas velas de um barco, um jarro ou um simples objeto de sinalizacao veicular,

vemos essa forma geométrica por toda parte.

Muitos matematicos dedicaram-se a estudar propriedades e curiosidades acerca da
forma geométrica do triangulo. Uma caracteristica interessante dessa forma geométrica é
a rigidez. Os objetos que tem formato triangular sao, muitas vezes, usados como suporte
ou apoio. Tal rigidez deve-se ao fato de que quando um triangulo é construido, torna-
se impossivel modificar os seus angulos. Dentre os matematicos que tiveram grandes
progressos com os estudo do poligono triangular, podemos destacar: Euclides, Pitagoras,
Tales de Mileto, etc.

Sabendo da importancia do estudo dos triangulos em geometria, podemos destacar

alguns pontos notaveis do triangulo: o baricentro, o incentro, o ortocentro e o circuncentro.

O Baricentro é o ponto de intersec¢do das medianas relativas aos lados de um
triangulo; O incentro é o ponto de interseccao das bissetrizes relativas aos angulos internos
de um tridngulo; O ortocentro é o ponto de intersecgao das alturas relativas aos vértices
dos triangulo e por fim o circuncentro que é o ponto de encontro das mediatrizes relativas

a cada lado do triangulo.

Nesse capitulo vamos ter um olhar mais atento aos tridngulos érticos (Defini¢ao
2.1). A abordagem desse assunto é motivada pela relagdo com o tema principal dessa

dissertagdo, os quadrilateros orticos, e estard baseada em (3) e (1).

2.1 Definicao de tridngulo 6rtico e propriedades

2.1.1 Definicao de triangulo ortico

Definicao 2.1. O triangulo értico de um triangulo ABC' é aquele cujos vértices sao os

pés dessas alturas relativas aos lados de ABC.

O tridngulo ortico é assim chamado porque sua construcao estd diretamente ligada

a contrucao utilizada para se obter o ortocentro de um triangulo. Uma observacao é que
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o ortocentro pode ser obtido em qualquer tridngulo, enquanto o tridngulo értico existe

apenas em tridngulos acutangulos e obtusangulos (figuras 30 e 31).

Figura 30 — Triangulo o6rtico de um triangulo acutangulo

Fonte: autor

Figura 31 — Triangulo o6rtico de um triangulo obtusangulo

C

Fonte: autor

Proposicao 2.2. Os vértices de um triangulo ABC' e seu ortocentro H, distinto desses
vértices, possuem a propriedade de que cada um desses pontos € ortocentro do triangulo

formado pelos outros trés pontos.

Demonstragio. Sem perca de generalidade, considemos ABC acutangulo (figura 30). Como
o ponto H ja é ortocentro de ABC', basta mostrar que qualquer vértice de ABC' é ortocentro

do triangulo formado pelos outros trés pontos.

No triangulo AH B, AH, e BHj3 sao alturas relativas aos lados BH e AH, respec-
tivamente. Porém as retas determinadas por AH; e BHj3 sdo concorrentes em C. Logo C'

é ortocentro de AH B. Para os demais tridngulos, o procedimento é analogo.



2.1. Definigao de triangulo drtico e propriedades 47

Observagao 2.3. Nessa proposicao, percebemos que qualquer triangulo formado por trés
desses quatro pontos (os vértices de ABC e seu ortocentro), possue o mesmo triangulo
6rtico (HyHyHs). Além disso, qualquer triangulo értico, é o tridngulo 6rtico de algum
triangulo acutangulo. Portanto, nas proposi¢oes seguintes, vamos considerar apenas os

triangulos 6rticos de tridngulo acutangulo.

2.1.2 Propriedades do triangulo 6rtico

Nessa se¢ao, vamos mostrar algumas propriedades dos tridngulos orticos. Algumas
dessas, nos permitira compreender resultados mais adiante, bem como estabelecer algumas

conexdes (paralelos) com os quadrilateros orticos (capitulo seguinte).

Lema 2.4. Seja DEF o triangulo ortico de um triangulo acutangulo ABC' e o ponto H,
ortocentro de ABC'. Os quadrilateros ADHF, BEHD e CFHE sdo, cada um, inscritiveis

em uma circunferéncia.

Demonstragio. Faremos a demonstragao apenas para o quadrilatero ADHF (figura 32).
Nesse quadrilatero, ZADH = ZHF A = 90°, pois sao pés das alturas C'D e BF', respecti-

Figura 32 — Quadrilateros inscritiveis no tridngulo

Fonte: Autor

vamente. Como o quadrilatero ADH F' tem um par de angulos opostos suplementares, pela
Proposicao 1.15, ele é ciclico. Para os demais quadrilateros BEHD e CFHE, o resultado

¢é analogo.

O

Proposicao 2.5. Dado um triangulo acutangulo e seu triangulo ortico, os lados do

triangulo dado sdo bissetrizes externa dos angulos externos do triangulo ortico.

Demonstragdo. Sejam DEF o triangulo értico de um triangulo acutangulo ABC e H

ortocentro de ABC'. Seja Fi (reflexdo de F' em relacdo a F) pertencente a semirreta F'E.
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Vamos mostrar que Z/BED = ZBFEF], ou seja, o lado BC' é uma bissetriz externa do
angulo ZDEF, (figura 33).

Figura 33 — Bissetrizes dos angulos externos do triangulo ortico

Fonte: Autor

Pelo Lema 2.4, o quadrilatero BDH E ¢ inscritivel. Dai, /BED = ZBH D, pois
sao angulos inscritos associados ao mesmo arco BD. Por sua vez, /BHD = /CHF
(opostos pelo vértice H). Pelo mesmo lema, o quadrildtero CF'HE também ¢é inscritivel.
Dai, ZCHF = ZCFEF, por serem angulos inscritos associados ao mesmo arco F'C'. Por
ultimo, temos ZCEF = ZEBF; (postos pelo vértice ). Por transitividade, conseguimos
chegar a conclusao de que

/BED = /BEF,.

Segue o resultado que o lado BC' do triangulo dado é uma bissetriz externa do angulo

/DFEF,. Para os demais angulos externos, a demonstracao é analoga.

O corolario a seguir é um resultado imediato da Proposicao 2.5.

Corolario 2.6. Dado um triangulo acutangulo e seu triangulo ortico, os vértices do

triangulo dado sao intersecgoes de duas bissetrizes externas do triangulo ortico.

Proposicao 2.7. Dado um triangulo acutangulo e seu triangulo ortico, as alturas do

triangulo dado sdao bissetrizes internas do triangulo ortico.

Demonstragio. Sejam DEF o triangulo 6rtico de um triangulo acutangulo ABC e H

ortocentro de ABC'. Vamos mostrar que a altura AF é bissetriz do angulo ZDEF'.
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Figura 34 — Bissetrizes internas do tridngulo értico

Fonte: Autor

Pela demonstragao da Proposicao 2.5, temos

/DEB = /FEC. (2.1)

Por sua vez, ZAEF =90°—ZFEC e ZAED = 90° — ZDFE B. Substituindo nessas tltimas
igualdades o resultado (2.1), concluimos que ZAEF = ZAED. As demosntragoes para as

outras bissetrizes internas de DEF sao analogas.

]

O corolario a seguir, segue imediatamente da Proposigao 2.7.

Corolario 2.8. Dado um triangulo acutangulo e seu triangulo ortico, o ortocentro desse

triangulo € o incentro do triangulo ortico.

Proposicao 2.9. Consideremos um triangulo ABC acutangulo e seu triangulo ortico
DEF. Os angulos formados pelo lado de ABC' com os lados do ortico que concorrem
nesse mesmo lado de ABC' sdo congruentes. Além disso, o angulo de ABC' oposto ao lado

adjacente a tais angulos, também é congruente a esses.

Demonstracio. Mostraremos que os angulos /BFFE, Z/CFD e Z/BAC sao congruentes
entre si (figura 35).

Figura 35 — Triangulo ortico de um tridngulo acutangulo I
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Fonte: autor
Pela demonstracao da Proposicao 2.5, concluimos que
/BFE = /ZCFD.

Basta mostrar agora que ZBFFE e ZC'FD também sao congruentes ao angulo ZBAC.

Pelo Lema 2.4, o quadrilatero FHEB ¢ inscritivel em uma circunferéncia de
didmetro BH (H é o ortocentro de ABC). Dai, temos ZEBH = ZEF H, pois sao angulos

inscritos associados ao mesmo arco FH (figura 36).

Figura 36 — Triangulo ortico de um triangulo acutangulo II

Fonte: autor

No triangulo retangulo AF' B, note que ZBF E é complementar de ZEF H , portanto
também é complementar de ZEBH. Por sua vez, no triangulo retangulo BDA, temos
/BAD = /BAC é o complementar de ZABD = /EBH = /FEFH. Logo /BFFE =
/BAC (figura 37).

Figura 37 — Triangulo ortico de um triangulo acutangulo III
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Fonte: autor

Para mostrar o resultado acima para os outros angulos relacionados aos outros

vértices de DEF', o procedimento é analogo.

2.2 Problemas de otimizacao em geometria

Em matematica, o termo otimizagao refere-se ao estudo de problemas em que se
busca minimizar ou maximizar uma grandeza. Devido a isso os problemas de otimizacao

sao muito importantes na geometria, assim como em outras areas da matematica.

Vejamos alguns problemas de otimizacao em geometria.

2.2.1 O problema de Heron

Heron de Alexandria! foi um matemaético grego que também desenvolveu estudos
na area da geometria. Ele utilizou o principio do caminho minimo para explicar a reflexao

em espelhos planos e curvos.

Em um de seus problemas Heron considerou dada uma reta r no plano, e os pontos
distintos A e B pertencentes a um mesmo semiplano determinado por r, de tal forma que
nao exista nenhuma reta perpendicular a r que contenha exatemente esses dois pontos.
Em seguida, determinou um ponto X pertencente a r tal que a soma AX + X B fosse a

menor possivel (figura 38).
Uma solugdo desse problema ¢é feita usando reflexdes em torno da reta 7.

Considere a reflexao do ponto B em torno de r determinando seu simétrico B’

(figura 39). Trace agora o segmento AB’. O ponto X é a interseccao de AB’ com a reta r.

1 Esse matematico viveu cerca de 65 anos. Nao se sabe ao certo o ano de nascimento e de morte do

geOmetra, mas acredita-se que ele viveu entre 126 A.C e 60 A.C.



52 Capitulo 2. O triangulo ortico e suas propriedades

Figura 38 — Reflexdo de Heron 1

Fonte: autor

Como a reta r é mediatriz do segmento BB’, o tridngulo BX B’ é iséceles e os lados BX e
B’X sao congruentes. Dai, temos que AX + XB = AX + X B’. Por ultimo, considere um
ponto Y, em r distinto de X. Note que AY +Y B = AY + Y B’. Mas, pela desigualdeda
triangular AY + YB' > AB' = AX + XB'= AX + XB. Logo AY +YB > AX + XB,

pois A, X e B sdo pontos alinhados (pertencem ao segmento AB’).

Figura 39 — Reflexao de Heron II

Fonte: autor

O problema de Heron apresenta outros desdobramentos, inclusive, foi usado por
outro matemaético chamado Lipdt Fejer? para resolver um outro problema de otimizacao

que apresentaremos a seguir.

2.2.2 O problema de Fagnano

Giulio Carlo Fagnano dei Toschi® foi responsével por provar que as alturas de um
tridngulo sao as bissetrizes de um tridngulo ortico (Proposicao 2.7). Mais tarde, um de seus
problemas que consiste em determinar qual o tridngulo de perimetro minimo que

pode ser inscrito em um tridngulo acutangulo, ficou conhecido como: "o problema

2
3

Matematico Hungaro nascido em fevereiro de 1880 e morreu em outubro de 1959
Importante matematico italiano que nasceu e janeiro de 1682 e morreu em 1766.
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de Fagnano'. Ele mostrou que tal problema tinha solugao, mas foi o seu filho Giovanni

Francesco Fagnano® que completou a demonstracao.

O triangulo értico, além das propriedades abordadas na se¢ao anterior, ganha mais

um destaque, pois ele é a solug¢ao ao problema de Fagnano.

Teorema 2.10. (O problema de Fagnano) O triangulo de menor perimetro que pode ser

inscrito em um triangulo acutangulo € o triangulo ortico.

Existem duas demonstracoes conhecidas para esse teorema. Uma feita por Schwarz®
e outra por Fejér. Aqui faremos apenas a demonstracao de Schwarz devido a riqueza de
detalhes, bem como os métodos empregados que serao usados para uma demonstragao

equivalente no capitulo dos quadrilateros orticos.

Demonstragio. (Demonstracao Schwarz)

Considere o triangulo acutangulo ABC' e seu respectivo triangulo értico DEF,

bem como um tridngulo UVW qualquer, também inscrito no tridngulo ABC' (figura 40).

Figura 40 — Reflexdes do triangulo ortico I

Fonte: autor

Pela proposi¢ao 2.9, temos os angulos ZAFD = /BFFE, /ZADF = /CDFE e
LCED = /ZBEF. Fazendo a reflexao do tridngulo ABC' e de seus respectivos triangulos
inscritos, em torno de BC', obtemos o triangulo A;BC' e seus respectivos tridngulos
inscritos D1 EF; e UyVW; (figura 41). Como os dngulos sao preservados nas reflexdes,
temos /BEF = ZCFED;. Dai, garantimos que os pontos F, E e D; estao alinhados.

Figura 41 — Reflexoes do triangulo ortico 11

Matematico Italiano nascido em 1715 e morreu em 1797.

5 O matemético alemao Hermann Amandus Schwarz nascido em 1843 e morreu em 1921.
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Fonte: autor

Agora, fagamos a reflexdo do triangulo A; BC' e de seus respctivos tridngulos
inscritos em torno de A;C'. Usando o argumento anterior, temos a congruéncia dos angulos
/CDE e ZA1DF,. Com isso, temos que os pontos E, D, e F5, estao alinhados. Em
seguida, facamos sucessivas reflexdes em torno de A; By, B1C; e A5C1, respectivamente
(figura 42), obtendo, ao todo, seis tridngulos congruentes juntamente com seus respectivos
triangulos inscritos. Por argumentos analogos, temos que os pontos F, E, Dy, Fy, Ey, Ds
e Fj estao alinhados. Note que, apos todas as reflexoes, temos os angulos alternos internos
/BFE = /ZAyF,Ds. Portanto, temos AB//A3Bs.

Figura 42 — Reflexdes do tridngulo értico II1

Fonte: autor

Como F' é levado em F} pelas reflexoes, assim como W é levado em Wy, e FIWW =
F,W, (pois as distancias sao preservadas nas reflexes), a proposi¢ao 1.4(iv), garante que
FWW,F, é um paralelogramo. Resulta desse fato que F'F); é paralelo e congruente a W,
(figura 43).

Note que FF;, = WW, é um segmento cuja medida é o dobro da medida do
perimetro do tridngulo 6rtico (pelo alinhamento dos pontos F, E, Dy, Fy, Es, D3 e
F,), enquanto a linha poligonal aberta (WV U W,yV,U3Wy) tem medida igual a dobro
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Figura 43 — Reflexdes do tridngulo ortico IV

Fonte: autor

do perimetro do tridngulo UVW. Sendo F'F; é uma linha reta, essa medida é menor
que comprimento da linha poligonal aberta (W VU W)V,oUsW,). Portanto, o tridngulo de

menor perimetro inscrito em ABC' é o triangulo ortico.

]






o7

3 Quadrilateros orticos e suas pro-

priedades

Apés o estudo dos tridngulos értico (Capitulo 2), vamos estender os conceitos e

ideias adquiridos para o estudo dos quadrilateros.

A geometria é uma area da matematica que teve os seus primeiros estudos a muitos
séculos. O seu desenvolvimento iniciou de forma descentralizada (em diferentes lugares do
mundo) por volta do século VI a.c., com matematicos como Tales de Mileto, Pitdgoras e
Euclides. Esse ultimo, desenvolveu estudos que sao suportes para a geometria basica até
os dias atuais. Em seu famoso livro "os elementos", mostrou seus postulados em geometria

que até hoje levam seu nome.

Apesar da geometria bésica ser resultado de estudo de muitos séculos, ainda hoje é
possivel desenvolver trabalhos nessa area. Nesse capitulo vamos mostrar alguns estudos
recentes sobre quadrilateros, e em particular, dos quadrilateros érticos. Endossando ainda
mais esse tema, podemos fazer uma comparacao cronologica entre os assuntos de triangulos
orticos apresentados no Capitulo 2 e os de quadrilateros orticos que sera explicitado
nesse capitulo. Alguns estudos sobre triangulos o6rticos foram desenvolvidos por volta do
séculos XIX d.c. por Fagnano e Schawarz, etc. Ja o estudo dos quadrilateros orticos, estao
documentados do ano de 2003, ou seja, das ultimas décadas. Isso mostra que a geometria

basica nao é limitada, e que ainda pode ser explorada, pois suas ramificagoes sao ilimitadas.

Estamos tomando como referéncia para esses estudos os artigo (4) e (6).

3.1 O V-paralelogramo

Definicao 3.1. Seja ABC'D um quadrilatero qualquer. Escolhendo sobre o lado AB um
ponto V; (distinto de A e B) e tragando a partir desse ponto uma reta paralela a diagonal
AC, determinamos sobre o lado BC' um ponto V5. A partir de V5, tragcamos uma nova
paralela a diagonal BD cuja interseccao com o lado C'D determina o ponto V3. Por fim, a
partir de V3 trace uma paralela a diagonal AC e determine sobre o lado AD um ponto Vj.

Com isso, obtermos quadrilatero V1 V5V3V) (figura 44).

Figura 44 — Quadrilatero V;V5V3V;
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Autor

A proposicao a seguir mostra o quadrilatero V;V5V3V, da Defini¢ao 3.1 sempre é

um paralelogramo, e o denotamos por V-parelelogramo de ABCD.

Proposicao 3.2. Dado um quadrilitero ABC'D qualquer, o quadrildtero ViVaV3Vy obtido

a partir de ABCD é sempre um paralelogramo.

Demonstrag¢ao. Considere um quadrilatero ABC' D qualquer (convexo, concavo ou cruzado),
e o quadrilatero ViV,5V5V, construido conforme a Definicao 3.1. Por construgao temos
os segmentos V;V,//V, V3, pois sdo segmentos paralelos a diagonal AC, e ainda assim
VoV3//BD. Basta concluir que V1V,//DB. De fato, como ViV, é paralelo a AC, pela

semelhanca dos tridngulos triangulos ABC' e V1 BV,, temos

ViB V3B
—_— == 3.1
VA~ V0 (3.1)
Analogamente, temos
VoB V3D
—_ = —— 3.2
e~ V0 (3.2)
VsD VD
- = 3.3
Ve~ VA (3.3)

Note que a igualdade (3.1) é equivalente a (3.2), e essa por sua vez, equivalente a (3.3).
Por transitividade, temos que a razao com que V; divide AB, é a mesma razao com que V}
divide AD. Além disso, o dngulo ZA é contante nos triangulos AV, V, e ABD. Dai, temos
ViVy//BD. Como esse quadrilatero tem dois pares de lados opostos paralelos, ele é um

paralelogramo.

]

As figuras a seguir mostram os V-paralelogramos para os casos onde o quadrilatero
ABCD é convexo, concavo e entrecruzado, respectivamente. Para o paralelogramo reverso,

também é possivel obter o V-paralelogramos conforme a Defini¢ao 3.1.
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(a) (b) ()

V-paralelogramo em V-paralelogramo em V-paralelogramo em
quadrilatero convexo quadrilatero concavo quadrilatero entrecruzado
AT‘
€ ’
V3 K ;“
D Q
[}
Vy
V.6
[ ] 1
Vs
L3 —— ‘7 ® 4
A Vv B [ 2
1 B

Fonte: Autor
Observagao 3.3. O V-paralelogramo foi construido a partir da escolha de V;. Se fizermos
o ponto Vj deslocar-se ao longo do segmento AB, iremos obter todos os possiveis V-
paralelogramos do quadrilatero ABC D, ou seja, existem infinitos V-paralelogramos em

um quadrildtero qualquer (figura 45).

Figura 45 — Variacoes do V-paralelogramo

fonte: Autor

3.2 O paralelogramo de Varignon ou M-paralelogramo

O que acontece quando um dos vértices desse V-paralelogramo é o ponto médio
do lado ao qual esta contido? A proposi¢ao a seguir nos mostra que, nesse caso, todos os

outros vértices também serao os pontos médios de seus respectivos lados.

Proposicao 3.4. Quando o vértice Vi é o ponto médio do lado AB os outros vértices do
V-Paralelogramo também serao o ponto médio dos seus respectivos lados, isto é, V; = M;

para i =1,2,3 ou 4.

Demonstracao. Esse resultado nao é dificil de ser visto. Para mostra-lo, vamos tomar

como base o quadrilatero da figura 46 e usar o teorema da base média (Teorema 1.7).
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No triangulo ABC, temos V; = M; o ponto médio de AB, e o segmento M; M, é, por
construgao, paralelo a AC. Sendo assim, pelo teorema da base média, é necessario que
My = V5, ponto médio de BC'. Fazemos o procedimento analogo, concluiremos que M; e

M, sao ponto médio dos lados C'D e AD, respectivamente.
O
Observagao 3.5. (Paralelogramo de Varignon) Quando o V-paralelogramo for obtido a

partir dos pontos médio de seus respectivos lados, tal paralelogramo é chamado de

paralelogramo de Varignon ou M-paralelogramo.

Sobre o paralelogramo de Varignon obtido a partir de um quadrilatero simples,

temos o seguinte teorema:

Teorema 3.6. Dado um quadrilditero ABCD simples, convexo ou concavo, sdo vdlidas as

sequintes afirmacoes:

(i) A drea do paralelogramo de Varignon de ABCD tem medida igual & metade da

area do quadrildtero.

(ii) O perimetro do paralelogramo de Varignon de ABC'D tem medida igual a soma

das medidas das diagonais do quadrilatero.

Demonstracio. Vamos dividir a demonstragdo em dois caso: quando ABC'D é convexo e

quando ABC'D é concavo. Faremos agora o caso convexo.

Inicialmente demonstraremos (i). Considere o quadrildtero ABC'D cujo paralelo-
gramo de Varignon, My M,MsM,, associado a ABC' D esta construido conforme na figura
46.

Figura 46 — M-paralelogramo

M,

fonte: Autor

Considerando o triangulo ABC'. A area desse tridngulo pode ser expressa por

[ABC] = ;-AB-BO-sinE.
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Pela definicao de ponto médio, temos

MB = ;AB (3.4)

1
BM, = 3 BC. (3.5)

Sabendo disso, podemos expressar a area do triangulo My BM, por

1 ~
[MlBMQ] = 5 . MlB . BMQ -sin B.

Aplicando as igualdades (3.4) e (3.5) nessa ultima igualdade, temos

1

1 _ 1 1 I
(MyBM) = 5 MyB - BMy -sin B = - <2AB> . (230) sin B =

g-(AB-BC-sinE’)

Com isso, concluimos que

[M\BM,] = {[ABO]

Analogamente, temos

(MoC M| = i[B(JD]
[MsDM,] = i[ACD]

[M,AM] = [ABD]

Perceba ainda que

(M, BM] + [M;DM,] = § ([ABC] + [ACD))
My BMs) + My DM, = i[ABCD] (3.6)

Analogamente, temos

1

[MyCMy] + [MiAM] = £ ([BOD] + [ABD))

1

[MoCMy] + [MiAM,] = ([ABCD. (3.7)

Por (3.6) e (3.7), conclui-se

[My BM,) + [MyCMs) + [Ms DMy) + [MyAM,] = L[ ABCD]
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Para provar a parte (ii), vamos usar o Teorema 1.7. J& sabendo que

1
M1M2 - §AC - M3M4

1
MyMs = §BD = My M,.

A expressao do perimetro do paralelogramo de Varignon, é

1
MMy + MyMs + My My + My My = 5 (2AC +2BD) = AB + AC

Faremos agora a demosntragao para o caso que ABCD é concavo (figura 47). Parte
(i)

Figura 47 — Quadrildtero Concavo

Fonte: Autor

Percebemos que a area do paralelogramo de Varignon pode ser expressa por:

(M MyMsM,] = [ADC] — [MyAM,] — [MyDM,] — [MyOMs] — [AM,M,C). (3.8)

Fazendo o uso do Teorema 1.7, percebemos que

(M, AM,] = [ABD]
[MyDM,] = [ADC]

[MyC M) = i[BCD]

[AM,M,C) = S[ABC]

Substituindo as igualdades acima, na igualdade (3.8), temos

1

(M, My M;M,) = [ADC] — i[ABD] - i[ADC’] — {[BCD] - i[ABC]
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(M My My M) — 2[,41)0] - i[ABD] - i[BCD] - i[ABO]
(MM, My M,] = § (3JADC] ~ [ABD] — [BCD] — 3|ABC))
(M My M M) = i (3(|ADC] — [ABC)) — ([ABD] + [BCD)))
(MM, MM = 7 (3([ABCD]) — ([ABCDY))

(MM, My M| = § (2[ABCD))

[M; My M;M,] = ~[ABCD]

1
2
Parte (ii)

Essa etapa é andloga a demonstragdo da parte (ii) para caso em que ABCD é

convexo.

]

3.3 V-alturas e alturas médias de um quadrilatero

simples

Considere um V-paralelogramo de um quadrilatero ABC'D convexo, conforme a

Defini¢ao 3.1. Chamemos de H;, ao ponto de interseccao entre a perpendicular baixada

de V; sobre o lado oposto ao que contém V; (figura 48). Cada segmento V;H;, onde

1=1,2,3 e 4, serd chamado de V-altura de ABCD. Se as alturas estiverem associadas

ao paralelogramo de Varignon, denotaremos por altura média de ABC'D ou M-altura.

Figura 48 — Alturas Relativas aos pontos V;
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fonte: Autor

A proposicao a seguir mostra como obter a area de um quadrilatero convexo em

funcao de sua altura média.

Proposicao 3.7. Dado um quadrildtero convexo qualquer, a drea dele é igual a metade

da soma do produto de dois lados opostos pela suas respectivas M-alturas.

Figura 49 — M-alturas e area

fonte: Autor

Demonstragcio. Sejam ABC'D um quadrilatero convexo, AB e C'D lados opostos de
ABCD, M e M’ os ponto médio desses lados, respectivamente. Considere também MH = h
a M-altura relativa ao lado AB, M'H' = h' a M-altura relativa ao lado CD, AB = a e
CD = d. Por fim, sejam CE = hy; e DF = hy as perpendiculares baixada dos respectivos
pontos C' e D sobre o lado AB (figura 49).

O resultado ao qual queremos concluir é

ah +a'h

[ABCD) = ==

A area do quadrilatero ABC'D pode ser expressa pela soma das areas dos tridngulos
ADM', DM'C e M'CB.

[ABCD] = [ADM'] + [DM'C] + [M'CB]|

la 1 la
ABCD| = == —ah + ==
[ C ] 22h2+2&h+22h1

1 (hy+h 1
[ABCD) = 2a ( ! ;r 2) +5a'lf (3.9)
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Entretanto, como DF' e C'E sao paralelos (pois sao perpendiculares a F'E), pelo teorema

de Tales segue:

DM FH

MC —HE
Sendo M o ponto médio de DC, temos FH = HE, ou seja, H é o ponto médio de F'E
(proposicao 1.9). Logo, no trapézio retangulo ECDF', temos que M H é sua base média,

ou ainda,
hy + hs

MH=h==2-". (3.10)

Substituindo a equagao 3.10 em 3.9, chegamos que a area de ABC'D é equivalente

1 1 ah + a'h’
ABCD] = —ah+ —dh' = ——
[ABCD] 2(1 +2a 5
Il

Nao é dificil perceber que a area de um trapézio é um caso particular do Proposicao
3.7. Basta tomar AB//CD e notar que h = h'.

Um outro caso ocorre se os lados opostos AB e C'D possuirem medidas congruentes,
isso é, a = d/, a 4rea desse quadrilatero convexo serd dada pelo produto da base pela média

da soma das M-alturas.

h+h
2

[ABCD] =a

3.4 Quadrilateros orticos

Definigao 3.8. Chamamos de quadrilatero ortico de um quadrilatero convexo ABCD,

ao quadrilatero formado pelos pés das V-alturas. O denotamos por Q),.

Definigao 3.9. (Quadrilatero értico principal) Chamamos de quadrilatero értico principal
de um quadrilatero convexo ABC' D, ao quadrilatero formado pelos pés das alturas médias.

O denotamos por )op.

Observacao 3.10. Como cada V-altura estd associada ao V-paralelogramo, e esses sao
infinitos, pois dependem da escolha de V}, as V-alturas também variam. Consequentemente,

existem infinitos quadrilateros orticos associados a ABCD.

As figuras a seguir, mostram que os quadrilateros érticos de ABC'D podem ser

convexo, concavo ou entrecruzado.



66 Capitulo 3. Quadrildteros orticos e suas propriedades

(a) (b) ()

Quadrilatero értico Quadrilatero értico Quadrilatero értico
convexo concavo entrecruzado
H2 ,,’ /.C /’, /}C /'l //I\C
ki v, B\ Hy [ T\ K Hi " \H,
/ - \ S \WHa / /\ 7\
I/ \'H 4 B 3 / — \\ \
’ 7\ ! ~ A \ X \
\\\3 \\ \\\ ' vV, o g \\\ \\\
. \\\ : \ & \
\ " A 4 \ .
\ \\\ \ AN Vo4 \\\ \\/2
NN e v
v. H B Hy oV, Hy Vi

Fonte: Autor
Observagdo 3.11. O quadrilatero ortico de um quadrilatero ABC'D convexo, nem sempre
serd inscritivel no quadrilatero ABC'D. Por exemplo, em nenhuma das figuras (a), (b) e
(c) acima, o quadrildtero értico de ABC'D é inscritivel em ABC'D. O contrario ocorre na

figura 50, onde o quadrildtero értico (em vermelho) de ABCD esté inscrito em ABCD.

Figura 50 — Quadrilatero értico Principal

fonte: Autor

Observagao 3.12. Nessa figura o quadrilatero ortico principal Qop, esta representado na

cor vermelha, enquanto o paralelogramo de Varignon esta representado na cor azul.

Os resultados a seguir sao validos apenas para quadrildteros convexos.

3.5 Pontos notaveis de um quadrilatero

Definicao 3.13. (Circuncentro) O circuncentro de um quadrilatero ciclico ABCD, é o

ponto de encontro das mediatrizes relativas a cada lado.

A Proposicao 1.15, garante que o circuncentro esta definido.
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Observagdo 3.14. H4 uma semelhanca entre o circuncentro de tridngulos e o de quadrilateros.
Ambos sao determinados pelo ponto comum das mediatrizes relativas aos lados do poligono,
e tal ponto é centro de uma circunferéncia circunscrita a esse poligono. Para garantir a
existéncia do circuncentro para os quadrilateros, é necessario que o mesmo seja ciclico. Ja

para tridngulos, o circuncentro sempre existe.

Denotaremos o circuncentro de um quadrilatero por O.

Definicao 3.15. (Centréide) O centrdide de um quadrilatero é o ponto de encontro das

diagonais do paralelogramo de Varignon.

Denotaremos o centréide de um quadrilatero por V.

Definigao 3.16. (Anticentro) Anticentro de um quadrilatero ciclico é o ponto de encontro

das alturas médias.

Observacao 3.17. Pela definicdo o anticentro esta definido para quadrilateros ciclicos. O

Teorema 3.22, garante a existéncia deste ponto.

Denotaremos o anticentro de um quadrilatero ciclico por T.

Defini¢ao 3.18. (Incentro) O incentro de um quadrilatero convexo ABC'D é o ponto

comum das bissetrizes internas dos angulo de ABC'D e é centro da circunferéncia inscrita
em ABCD.

Observagao 3.19. A Proposicao 1.18 garante a existéncia do incentro quando o quadrilatero

é circunscritivel.

Denotaremos o incentro de um quadrilatero pela letra I.

Defini¢ao 3.20. (Quadrilateros ortodiagonais) Um quadrilatero cujas diagonais sao

perpendiculares é chamado de ortodiagonal ou pseudolosango.

O teorema a seguir é atribuido ao matematico Brahmagupta'. Sua demonstracao
estd relacionada com um dos pontos notévais (o anticentro) e usa a hipétese do quadrilatero

ser ortodiagonal.

Teorema 3.21. (Teorema de Brahmagupta) Em qualquer quadrildtero ciclico e ortodiago-

nal, as alturas médias sao concorrentes no ponto de encontro das diagonais de quadrilatero.

Demonstragdo. Considere um quadrilatero ABC'D ciclico e ortodiagonal, tal que E seja o
ponto de encontro das diagonais, M o ponto médio de AB e H um ponto de C'D (lado
oposto a AB), de maneira que EH seja perpendicular a C'D (figura 51). Vamos mostrar

que os pontos M, E e H estao alinhados, isso é, M H é uma altura média do quadrilatero.
1

Matematico e astronomo indiano, nasceu no ano de 598 e faleceu no ano de 668. Desenvolveu trabalhos
em geometria, dlgebra e aritmética.
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Figura 51 — Quadrilaro Inscritivel

B

D

fonte: Autor

Pelo teorema 1 da mediana relativa a hipotenusa, temos no tridngulo retangulo
ABE que AM = ME = MBe /ZMFEA = ZEAM. Por sua vez ZBAC' é um angulo

inscrito relativo ao arco BC, assim como ZBDC!'. Isso nos leva a concluir que
/ZBDC = ZBAC.

E possivel perceber também que os tridngulos DEC ¢ DEH séo semelhantes pelo caso
AA, pois ZEDC = ZEDH (sdao comum) e ZDHE e ZDEC sao retos. Dai, decorre que

/EDH = /ZHEC.

Por fim, como ZAEM = ZHEC, chegamos a conclusao que os segmentos M E e EH

estao alinhados, e portanto M H é uma altura média.

Para mostrar o resultado para as outras alturas médias o procedimento é analogo.

O

E importante perguntar se as alturas médias sdo concorrentes nos casos em que o
quadrildtero convexo nao seja ciclico ou ndo seja ortodiagonal. Entretanto, Honsberger?
provou em (2) um resultado mais geral acerca da concorréncia das alturas médias, sem a
necessidade do quadrilatero ser ortodiagonal, bastando apenas ser ciclico. Veremos que
para o quadrilatero possuir as alturas médias concorrentes, ¢ uma condicao necessaria e
suficiente que esse seja ciclico. Além disso, provaremos que nos quadrilateros ciclicos o

circuncentro (O) é sempre simétrico do anticentro (T) em relagdo ao centrdide (V).

Teorema 3.22. As alturas médias de um quadrildtero convexo ABCD sdo concorrentes

se, e somente se o quadrildtero ABCD for ciclico.

Demonstracao. Vamos considerar as alturas médias M, H, e MyH,, respectivamente relati-

vas aos lados C'D e BC' do quadrilatero convexo ABCD (figura 52). Em seguida, tracemos

2

Matematico canadense, viveu entre os anos de 1929 e 2016. Escreveu varios livros sobre matematica
elementar e matemaética recreativa.
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as mediatrizes de BC' e C'D, e determinamos os seguintes segmentos My Ky e M3K3, tal

que os pontos Ky e K3 sao as interse¢oes dessas mediatrizes com o lado oposto.

Figura 52 — Anticentro, circuncentro e centroide

fonte: Autor

Chamemos de T ao ponto de encontro das referidas M-alturas e O ao ponto de

encontro das referidas mediatrizes.

Observando os segmentos paralelos My Hy e M3K3, o segmento MM, (transversal
a tais paralelas), determinam-se respectivamente os pontos de intersecgdo R; e Ry. Analo-
gamente, nos segmentos paralelos MyH, e MyKs, o segmento M;M; (transversal a tais

paralelas), determinam-se respectivamente os pontos de intersecgao S; e Ss.

O segmento M;M;5 e M;M,, diagonais do paralelogramo de Varignon, sao concor-
rentes no ponto V' (Centréide). Desse fato, pelas propriedades dos paralelogramos, temos
M1V = Mgv (S] M4V = MQV

Note que os tridngulos RiM;V e Ry M3V sdo congruentes pelo caso ALA (angulo-
lado-dngulo), pois ZR\ MV = ZRy M3V (alternos internos), M1V = M3V e LR\ VM, =
ZRyV M3 (opostos pelo vértice). Analogamente, podemos perceber que os tridngulos
MyS1V e MyS;V também sao congruentes pelo mesmo caso ALA, pois ZS{ M4V =
£S5 M,V (alternos internos), MoV = M4V e £S5V My = £S5V My (opostos pelo vértice).

Tendo observado isso, realizando uma rotacao 180° do plano, em torno do ponto V,
percebemos que M; serd transformado em Ms e Ry em Ry, assim como M, em My e Sy
em S,. Com isso, notamos que a reta M; R, serd transformada na reta MR, e vice-versa,
ou seja, a reta que contém a altura média M; H; sera transformada na mediatriz M3K3 e

vice-versa, bem como a reta MyS; serd transformada na reta MyS; e vice-versa, ou seja, a



70 Capitulo 3. Quadrildteros orticos e suas propriedades

reta M,H, sera transformada na mediatriz MK, e vice-versa.

Essa rotacao nos mostra que 7', que é o ponto de concorréncia das alturas médias
de ABCD, esta sendo transformado em O, que é o ponto de concorréncia das mediatrizes
de ABCD, e vice-versa. Assim mostramos que as alturas médias sdo concorrentes se, e

somente se as mediatrizes forem concorrentes, ou seja, ABC'D é ciclico.

Do teorema acima, chegamos a conclusao do seguinte:

Corolario 3.23. Em um quadrilitero ABCD convexo e ciclico, o circuncentro O ¢é

simétrico ao anticentro T, em relacao ao centréide V.

Vale destacar pelo corolario acima que os pontos O, V e T estao alinhados, e a

reta que contém esses trés pontos é chamada de reta de Fuler.

Observagio 3.24. (Reta de Euler)

Nos tridngulos, a reta de Euler é formada pelo baricentro (encontro das medianas),
circuncentro (encontro das mediatrizes) e ortocentro (encontro das alturas relativas) (Pro-
posigao 1.20). Para os quadrildteros convexos e ciclicos, hd uma semelhanga em relagao
aos triangulos, pois nesse caso, a reta de Euler é determinada pelo circuncentro do quadri-
latero(encontro das mediatrizes), o centréide (encontro das diagonais do paralelogramo de

Varignon) e o anticentro (encontro das alturas médias).

3.6 Quadrilateros ortodiagonais

Nesta secao direcionaremos os estudos aos quadrilateros ortodiagonais.

Lema 3.25. Seja ABC'D um quadrildtero ortodiagonal. Um par de V-alturas de ABC'D
relativas a lados consecutivos sao concorrentes em um ponto da diagonal que passa pelo

vértice comum a tais lados.

Demonstragio. Seja ABC'D uma quadrilatero ortodiagonal, AC' e BD suas diagonais e
ViVoV3Vy um V-paralelogramo de ABC'D, que é retangulo ja que seus lados sao paralelos

as diagonais e essas sdo perpendiculares (figura 53).

Figura 53 — Quadrilatero ortodiagonal I
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fonte: Autor

Considere também o tridngulo AV;V,. Como V1V, //BD (por definigao) e s6 existe
uma reta perpendicular a BD passando por A, a altura relativa ao vértice A do tridngulo
AV Vy, esta contido na diagonal AC, e K é o pé da perpendicular baixada de A sobre
V1V,. Tracando as outras alturas relativas V; Ky e V3K, de AV;1V,, obtemos o ponto Y que
é o ortocentro de AV;V} e pertence a diagonal AC' (figura 54).

Figura 54 — Quadrilatero ortodiagonal II

C

fonte: Autor

Tracemos agora a V-altura V3Hj3, e chamemos de X ao ponto de interseccao dessa
V-altura com a diagonal AC'. Queremos mostrar que X também pertence a V-altura V5 Ho,

ou ainda, V5, X e Hy sdo colineares (figura 55).

Vejamos que V353X estd contido em V3 Hs que é uma V-altura relativa ao lado AB.
Por sua vez, V,Y estd contido em V, K, que também é perpendicular ao lado AB. Dessa
maneira, V3X//V,Y. E por defini¢do, XY //V3Vy, j& que XY estd contido na diagonal AC.
Logo, pela Proposicao 1.4(7), V3XY 'V, é um paralelogramo.
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Figura 55 — Quadrilatero ortodiagonal III

fonte: Autor

Note que XY //V3V,//V1V5 pela defini¢ao de V-paralelogramo, e XY = V3V, = V114
decorrente do paralelogramo V3 XY V. Assim, pela Proposicao 1.4 (vi), V1Vo XY também é

um paralelogramo.

Considere agora a V-altura Vo Hs. Note que Vi K7 //VaHs, pois ambas sdo perpendi-
culares ao lado AD, e V1Y esta contido em Vi K. Como V15X é paralela a V; K4, temos

que Vo X esta contido em V5 Hs, ou seja, os pontos Vo, X e Hy estao alinhdos.

Para demonstrar para outras V-alturas relativas a lados consecutivos, o procedi-

mento é analogo.

Teorema 3.26. Sejam ABCD um quadrildtero ortodiagonal, V um V-paralelogramo de
ABCD e seja Qo 0 quadrildtero ortico de ABC'D associado a V. Os vértices de V e 0s

de Qg pertencem a um mesmo circulo T'.

Demonstracio. Sendo ABC' D um quadrilatero ortodiagonal, temos que V é um retangulo,
e por sua vez, existe um circulo I' que contém seus vértices, cujo diametro mede V; V3 = V4V

e possui centro no ponto O (figura 56).

Figura 56 — Quadrilatero értico e V-paralelogramo inscritos I
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\/
X0
A

fonte: Autor

Para mostrar que os pés das V-alturas Hy, Hy, H3 e H,, que determinam Q,
associado a V, também estao contidos no mesmo circulo I', note que os angulos ZV; H{ V3,
VoHVy, ZV3H3V e ZV,H,V, sao retos. Pela Proposicao 1.11, os pontos Hy, Hy, H3 e
H, pertencem aos arcos capazes de 90° associados aos diametros Vi V3 e VoV, de T' (figura
57).

Figura 57 — Quadrilatero 6rtico e V-paralelogramo inscritos 11

fonte: Autor

Logo podemos afirmar que V (em vermelho) e Q, (em Azul) estao inscritos em T’
(figura 58).

Figura 58 — Quadrilatero értico e V-paralelogramo inscritos 111
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fonte: Autor

Observagao 3.27. Se 'V for o paralelogramo de Varignon, o circulo I' é chamado de circulo de
oito pontos. Vale lembrar que para os tridngulos existe o circulo de nove pontos (proposigao
1.21) que é determinado pelos pontos médios dos lados do triangulo dado e pelos pés das
alturas desse triangulo. Para os quadrilateros convexo e ortodiagonal, temos o circulo de
oito pontos que também é determinado pelos pés das alturas médias e pelos pontos médios

dos lados do quadrilatero.

O proximo corolario é um resultado direto do Teorema 3.26.

Corolario 3.28. Se ABC'D ¢ um quadrilatero ortodiagonal, entdo todos os quadrildteros
orticos de ABC'D sdo inscritiveis numa circunferéncia, em particular o quadrildatero ortico
principal de ABCD.

Figura 59 — Quadrilatero értico e paralelogramo de Varignon inscritos
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fonte: Autor

3.7 Quadrilateros 6rticos de um quadrilatero ciclico

e ortodiagonal

Continuaremos estudando os quadrilateros ortodiagonais, porém além disso, anali-
saremos os que também sao ciclicos. Os resultados dessa secao sao muito importantes, do
ponto de vista dos quadrilateros érticos. Em varios momentos, faremos um paralelo entre

o estudo dos triangulo ortico e dos quadrilateros orticos.

Os quadrilateros orticos de um quadrilatero dado, nem sempre sdo inscritiveis
nesse quadrilatero. O teorema a seguir garante um condi¢ao necessaria e suficiente para o

quadrilatero ortico principal de um quadrilatero dado ser inscritivel.

Teorema 3.29. O quadrildtero ortico principal Qop de ABCD ¢€ inscritivel em ABC'D
se, e somente se nos triangulos, formado por dois vértices consecutivos de ABCD e o

ponto médio do lado oposto ao que contém esses vértices, os angulos internos adjacentes
aos lados de ABC'D sao agudos.

Demonstracdo. Sejam My MoMsMy o paralelogramo de Varignon e Hy HoH3H,4 seu ortico
principal inscritivel em ABCD. Mostraremos que no triangulo ABM3, onde M3 é ponto
médio de C'D, os dngulos adjacentes ao lado AB, ZM3AB e ZM3BA sao agudos (figura
60).

Figura 60 — Quadrilatero értico principal inscritivel I
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fonte: Autor

Como M3zH3 é uma altura média relativa ao lado AB, temos dois triangulos
retangulos M3AHs e M3BHj, ambos retos em Hj (figura 61). Nesses tridngulos, conclui-se
que L M3AH3 e ZM3BHj3 sao obrigatoriamente agudos. Esse resultado é andlogo para os
triangulos BM,C, CM1D e AMyD.

Figura 61 — Quadrilatero értico principal inscritivel 11

fonte: Autor

Reciprocamente, consideremos um triangulo ABM inscrito em um quadrilatero
ABCD, onde M é o ponto médio do lado oposto ao que contém os vértices A e B. Suponha
que os angulos ZMAB e ZM BA sejam agudos (figura 62).

Figura 62 — Quadrilatero értico principal inscritivel I11
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fonte: Autor

Mostraremos que o pé da altura média baixada de M sobre o lado AB é interno a
esse lado. Existem trés possibilidades para o ponto H (pé dessa altura média): pertencer
ao segmento AB, ser externo pertencendo a semirreta AB ou ser externo pertencendo
a semirreta BA. Suponha por absurdo que o ponto H pertenca a semirreta AB. Note
que ZABM é externo ao triangulo retangulo M BH (figura 63). Pelo teorema do angulo
externo, ZABM deve ser obtuso. Absurdo! Analogamente para o caso que H é externo a

AB e pertencente a semirreta BA. Portanto, Concluimos que o ponto H ¢ interno a AB

Figura 63 — Triangulo formado a partir da altura média

M
A

fonte: Autor

Os resultados para os triangulos relativos aos outros lados de ABC'D, sdao analogos.
O

Corolario 3.30. Se o quadrilitero ABCD ¢ ciclico e ortodiagonal, entdo seu ortico

principal Qop estd inscrito em ABCD.

Demonstracao. Considere M o ponto médio do lado C'D e E o ponto comum das diagonais

de ABCD. Mostraremos que no tridngulo AM B, os angulos internos adjacentes ao lado

AB sao agudos (figura 64).
Consideremos o angulo ZABM . A diagonal BD divide o éngulo ZABM em /ABD

e ZDBM. Note que
/ABD = ZACD
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Figura 64 — Ortico principal inscritivel em um quadrildtero ciclico I

fonte: Autor

por serem angulos inscritos associados ao mesmo arco AD (figura 65).

Figura 65 — Ortico principal inscritivel em um quadrildtero ciclico II

fonte: Autor

Por sua vez, do Teorema 1, temos no triangulo retangulo DEC
LACD = ZMEC.
Pelo teorema do angulo externo,

/DBM < /DEM (3.11)

Por sua vez,

/DEM = 90° — ZMEC (3.12)

Substituindo (3.12) em (3.11), obtermos

ZDBM + /MFEC = ZABM < 90°



3.7. Quadrildteros drticos de um quadrildtero ciclico e ortodiagonal 79

Esse resultado é analogo para Z/BAM, assim como para os outros triangulos
formados por dois vértices consecutivos de ABC'D e o ponto médio do lado oposto ao que

contém tais vértices. Logo pelo Teorema 3.29, o quadrilatero Qop € inscritivel em ABC'D.

O

O teorema a seguir é uma extensao da Proposicao 2.7, vista para tridngulo ortico.
Tal proposicao diz que as alturas relativas de um tridangulo acutangulo sao bissetrizes
internas do triangulo értico. Sabemos que dado um tridngulo, seu tridngulo értico associado,
¢é tnico. Ja para quadrilateros, existem infinitos quadrilateros orticos associados a um
quadrilatero dado. Mesmo existindo intinitas V-alturas, o teorema a seguir mostra que,
sob algumas condigoes, as V-alturas de um qudrilatero dado, sao bissetrizes internas do

quadrilatero ortico associado.

Teorema 3.31. Sejam ABCD um quadrildtero ciclico e ortodiagonal e Qo um quadrildtero
ortico de ABCD. Suponha Qg inscrito em ABCD. As V-alturas que determinam Qg sao

bissetrizes internas do mesmo.

Demonstracdo. Sejam Hy, Hy, H3 e Hy vértices do quadrilatero értico @, associado a um
V-paralelogramo V;V,V3V, de ABCD. Mostraremos que a V-altura V; H; é bissetriz do
angulo interno ZHyH 1 H, de Q, (figura 66).

Figura 66 — Quadrilatero ciclico e ortodiagonal I

fonte: Autor

Como ABC'D é ciclico, temos

/ADB = /ACB, (3.13)
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pois sdo inscritos associados ao mesmo arco AB. Chame de () o ponto de interseccao das
V-alturas Vy H; com Vo Hs, e P o ponto de intersec¢ao de das V-alturas Vi Hy e V,Hy. Pelo
Lema 3.25, () pertence a BD e P pertence a AC. Note que o quadrilatero QH1DH, é
ciclico, pois possuem um par de lados de angulos opostos suplementares (figura 67). Ainda
no quadrilatero Q H, D Hs, temos

ZHQDQ = ZHQHlQ,
pois sao angulos inscritos associados ao mesmo arco HyD.

Figura 67 — Quadrilatero ciclico e ortodiagonal II

fonte: Autor

Analogamente para o quadrilatero C Hy PH,4, temos
/PH H, = Z/PCHy,.

As demonstracgoes para os outros angulos internos de (), sdo andlogas.

]

O corolario a seguir possui um resultado semelhante a Proposicao 2.9 (aplicada a

tridngulos), porém para quadrilateros ciclicos e ortodiagonais. Vejamos.

Corolario 3.32. Seja ABCD um quadrildtero ciclico e ortodiagonal, e ainda HiHoH3Hy
um de seus quadrildteros ortico inscrito em ABCD. Os angulos formados entre o lado de
ABCD e os lados do quadrildtero ortico que concorrem nesse mesmo lado de ABC'D sdo

congruentes.

Demonstragio. Considere o quadrilatero representado na figura (figura 68).
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Figura 68 — Quadrilatero értico principal circunscrito I

fonte: Autor

Pelo Teorema 3.31, a V-altura V; H; é uma bissetriz interna do angulo ZHyH,H,
(figura 69). Dai temos

Figura 69 — Quadrilatero 6rtico principal circunscrito I1

fonte: Autor

Note que ZCH{H4 é o complementar de Z/ViH{H4, assim como ZDH{Hsy é o
complementar de /Vi Hy Hs. Pela igualdada 3.14, esses angulos complementares Z/C Hy H,

e ZDH,H, sao congruentes.

Para os angulos associados aos outros vértices de Hy, H3 e Hy, o procedimento é

analogo (figura 70).

Figura 70 — Quadrilatero értico principal circunscrito I11



82 Capitulo 3. Quadrildteros orticos e suas propriedades

fonte: Autor
O

Corolario 3.33. Se ABC'D ¢ um quadrildtero ciclico e ortodiagonal, entdo o seu quadri-
latero ortico principal € inscritivel e circunscritivel, e seu circuncentro e incentro sao o

centroide e o anticentro de ABCD, respectivamente.

Demonstracao. Pelo Teorema 3.21, as alturas médias sao concorrentes no anticentro de
ABCD (Definicao 3.16). Pelo Corolario 3.30, o quadrilatero értico principal de ABCD é
inscritivel em ABC'D. Dai, pelo Teorema 3.31, segue que as alturas médias sao bissetrizes
do quadrilatero értico principal Qop. Logo o anticentro de ABC'D ¢ incentro de Q,, (figura
71).

Figura 71 — Incentro e anticentro coincidentes

fonte: Autor

Vamos mostrar agora que o circuncentro de Qop ¢ 0 centréide ABC'D. Pelo Teorema

3.26, temos que o V-paralelogramo (que é um retangulo por ABCD ser ortodiagonal) e o
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quadrilatero ortico associado estdo inscritos no mesmo circulo. Em particular, esse teorema
também ¢ valido para o paralelogramo de Varignon e o quadrilatero 6rtico principal. O
centro desse circulo é o ponto de encontro das diagonais do paralelogramo de Varignon
(retdngulo), centréide de ABCD, e também ¢é o circuncentro do Qop que esta inscrito

nesse circulo.

Figura 72 — Circuncentro e centrdide coincidentes

fonte: Autor

]

Definicao 3.34. (Bimediana) Dizemos que um segmento ¢ bimediana de um quadrilatero

quando seus extremos sao pontos médios de lados opostos desse quadrilatero.

Teorema 3.35. Se ABCD ¢ ciclico e ortodiagonal, as bimedianas de ABC'D sdo media-

trizes das diagonais do quadrildatero ortico principal de ABCD.

Demonstracao. Seja HyHsH3H, o quadrilatero értico principal associado ao paralelogramo
de Varignon M; My M;3M, (retdngulo). Pela observagao 3.27 os vértices do paralelogramo
de Varignon e os vértices do quadrilatero 6rtico principal Qop de ABC'D determinam o
circulo de oito pontos (figura 73). Vamos mostrar que a bimeiana M; M; é uma mediatriz

da diagonal HyH, do quadrilatero értico principal de ABCD.

Figura 73 — Bimediana como mediatriz I
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fonte: Autor
Nesse circulo temos

ZHQMlMg = lHQHgMg, (315)

pois ambos sdo angulos inscritos associados ao arco HyMj3. Ja pelo Corolario 3.30 e pelo

Teorema 3.31, temos

ZH2H3M3 = 4M3H3H4, (316)

pois a altura M3Hj é bissetriz interna de ZHsH3H, (figura 74). Dos resultados das
igualdades (3.15) e (3.16), chegamos

ZHQMlMg = 4M3H3H4.

Figura 74 — Bimediana como mediatriz 11

fonte: Autor
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Por isso, temos que M3 é ponto médio do arco HyH,. Temos ainda, pelo mesmo

argumento de angulos inscritos
4M3H3H4 = ZM3M1H4.

Note que a bimediana M; M3 é uma diagonal do paralelogramo de Varignon. Como esse

esta inscrito no circulo de oito pontos, a bimediana M; M3 é também um diametro.

Os tridngulos My Hy M3 e My HyMjs (gerados pela bimediana M; M3), sdo congruen-

tes pelo caso LAA, (lado-angulo-dngulo oposto).

o MyM; é comum.
o LHyMMs = ZMsM;H,, conclusdoes anteriores.

o LM HyM3 = ZMiH, M3 = 90°, pois sao angulos de 90° inscritos no semicirculo

simétricos de diametro M;Ms.

Dai, concluimos que M1 Hy = M1Hy e M3sHy = M3H,, ou seja, My e M3 pertencem
a mediatriz de HyH, (figura 75).

Figura 75 — Bimediana como mediatriz 111

fonte: Autor

A demonstragao para a outra diagonal HyH3 do quadrilatero ortico principal de
ABCD é analoga.

O
O préximo teorema, sob algumas condigoes, é uma extensao do problema de

Fagnano para quadrilateros. Tal problema, foi apresentado no capitulo anterior, e consiste

em saber qual o tridngulo de menor perimetro pode ser inscrito em um triangulo acutangulo.
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Mostramos no Teorema 2.10 que o triangulo értico é a solugao para esse problema. Para
os quadrilateros ABC'D convexos, vimos que nem sempre os quadrilateros orticos sao
inscritiveis em ABCD (observacao 3.11). Provamos no corolério 3.30, que uma condicao
necessaria para o ortico principal de um quadrilatero ABC D, ser inscritiveis nesse, é que
o quadrilatero dado seja ciclico e ortodiagonal. Tal corolario, garante que pelo menos o
quadrilatero ortico principal é solugao. Mesmo com essa condicao nos deparamos com alguns
questionamentos: Dado um quadrilatero ciclico e ortodiagonal, serd que o quadrilatero
de menor perimetro inscrito nesse quadrilatero dado, é um de seus oérticos? se a resposta
for afirmativa, qual ou quais dos quadrildteros drticos (pois existem infinitos)? O teorema
a seguir nos garante que os quadrilateros érticos inscritiveis em ABC'D, sao as solugoes
para esses questionamentos, quando o quadrilatero ABC'D é ciclico e ortodiagonal. Além
disso, mostra que todos os quadrilateros orticos de um quadrilatero dado, inscritivel nele,

possuem perimetros iguais.

Teorema 3.36. Se ABCD ¢ ciclico e ortodiagonal, entdo os quadrildteros ortico de
ABCD, inscritiveis em ABCD, tem o mesmo perimetro. Além disso, tais quadrildteros

orticos sao 0s que possuem o perimetro minimo dentre os quadrildteros inscrito em ABCD.

Demonstragio. Considere um quadrilatero ortico qualquer EFGH de ABCD inscrito em
ABCD e um outro quadrilatero qualquer IJK L, também inscrito em ABC'D e distinto
de um o6rtico (figura 76).

Figura 76 — Reflex6es do quadrilatero ortico I

fonte: Autor

Pelo corolario 3.32, temos que os angulos ZAGF = /BGH, /BHG = Z/CHE,
/CFEH = /DEF e /DFE = ZAFG. Vamos fazer inicialmente a reflexdo do quadrilatero
ABCD, e de seus respectivos quadrilateros inscritos, em torno de BC. Obtemos assim
o quadrilatero A;BCD; e seus respectivos quadrilateros inscritos By F1G1H e I1J, K, L.
Como os angulos sdo preservados nas reflexoes, temos que /BHG = ZCHE; (opostos

pelo vértice). Dai, temos que os pontos G, H e Ej estao alinhados (figura 77).
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Figura 77 — Reflex6es do quadrilatero ortico 11

fonte: Autor

Em seguida, vamos fazer a reflexdo de Ay BC'D; e de seus respectivos quadrilateros
inscritos em torno de C'Dq, gerando o quadrilatero A, B1C' D, e seus respectivos quadrila-
teros inscritos F1FoGoHy e 11 Jo KoLy, Pelo mesmo motivo, concluimos que os pontos H,
E; e F estao alinhados (figura 78).

Figura 78 — Reflexoes do quadrilatero értico I11

fonte: Autor

Por ultimo, fagamos a reflexao de A, B1C' D, e seus respectivos quadrilateros inscritos
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em torno de A;D;. Dessa maneira, obtemos, o quadrilatero A, BoC7 D1 e seus respectivos
quadrilateros inscritos (figura 79). Os pontos E;, Fy e G3 estao alinhados, pelo mesmo

argumento das reflexdes anteriores.

Figura 79 — Reflexdes do quadrilatero 6rtico IV

fonte: Autor

Note que, apos todas as reflexoes, temos que os angulos alternos internos Z/BGH =
£ AyG3F;. Portanto, temos AB// Ay By (figura 80). Note que o ponto G é levado em G3 ap6s
as reflexoes, assim com K é levado em Kj3. Dessa forma, sendo GK = G3K3 e paralelos,
pela Proposicao 1.4, temos que GG3K3K é um paralelogramo. Desse resultado, temos
que GG3 (cuja medida é igual ao perimetro do quadrilatero értico EFGH) é paralelo e
congruente a K K3. Por sua vez, considerando a poligonal aberta K LI; J, K3, cuja medida é
igual ao perimetro do quadrilatero [JK L, tem medida maior que o segmento K K3 = GG
(lado do paralelogramo). Logo, o quadrilatero de menor perimetro que pode ser inscrito
em ABCD é um quadrilatero értico de ABCD.

Figura 80 — Reflexdes do quadrilatero értico V
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fonte: Autor

A demonstragao é valida para qualquer outro quadrilatero értico de ABC'D), pois
teriamos o segmento GG3 (perimetro do értico) paralelo e congruente a AA; (que nao
depende do értico em particular). Dai, temos que todos os quadrilateros érticos de ABC'D

possuem o mesmo perimetro.

O
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Conclusao

Nesse trabalho de dissertacao, queriamos mostrar um novo problema de otimizacao
em geometria euclidiana, baseado em estudos recentes sobre quadrilateros. Com a apre-
sentagao desse problema, pretendemos estimular professores de matematica e alunos da
educacao basica a criar um maior interesse em geometria. Para tal, falamos da importancia
dos problemas de otimizacdo na matematica, em particular na geometria. Desenvolvemos
propriedades que serviram como suporte para a compreensao ao problemas de Heron, e
posteriormente, ao de Fagnano. Introduzimos novos conceitos relacionados a quadrilatero
como: V-paralelogramo, paralegramo de Varignon, V-alturas, alturas médias, quadrilateros
orticos, ortico principal e pontos notaveis dos quadrilateros. Em seguida, apresentamos
propriedades de quadrilateros érticos para os casos em que esses sao ortodiagonais e ciclicos.
Por ultimo, trouxemos o novo problema de otimizacao, fazendo uso dos novos elementos
apresentados nas defini¢cdes e propriedades ao longo do terceiro capitulo. E tracamos, em
alguns momentos, paralelos entre os assuntos de triangulos érticos e quadrilateros orticos,

em especial aos problemas de otimizagao, onde um ¢ extensao do outro.

Como sugestoes de possiveis trabalhos temos:
o Buscar novos problemas de otimizacao, inclusive algum que possa ser extensao ao
problema apresentado para quadrilateros orticos.
o Aprofundar os estudos entre a reta de Euler para tridangulos e quadrilateros.

« Aprofundar os estudos sobre o circulo de oito pontos (para quadrildteros érticos) e

circulo de nove pontos.

o Criar uma sequéncia didatica relacionada aos problemas de otimizacao de Heron,

Fagnano e quadrilateros orticos para o ensino médio.

o Demonstrar a conjectura: Se ABC'D é um quadrilatero ciclico e ortodiagonal, entao
dentre todos os quadrilateros orticos de ABC' D, inscritiveis em ABC'D, o de area

maxima é o értico principal

o Para quais tipos de quadrilatero o problema de Fagnano seria bem posto?
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