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Resumo

O objetivo do trabalho é apresentar ao professor do Ensino Médio uma abordagem de reso-
lugdo de problemas de otimizacao utilizando conceitos basicos como matriz, determinante
e sistema linear. Para tal intuito, apresentamos também alguns tépicos de desigualdades
lineares e programacao linear necessarios para fundamentar a metodologia sugerida na
resolucao dos problemas. Fizemos a resolucao gréafica e algébrica de um problema para
servir de modelo na resolugao do conjunto de cinco problemas aqui propostos bem como

em algum outro das referéncias bibliograficas.

Palavras-chave: Matriz. Desigualdade. Programacao. Linear. Otimizacgao.






Abstract

The objective of this work is to present to the high school teacher an approach to solving
optimization problems using basic concepts such as matrix, determinant and linear system.
For this purpose, we also present some topics of linear inequalities and linear programming
necessary to support the methodology suggested in problem solving. We did the graphic
and algebraic resolution of a problem to serve as a model in solving the set of five problems

proposed here as well as in some other of the bibliographical references.

Keywords: Matrix. Inequality. Programming. Linear. Optimization.
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Introducao

No periodo de 1987 a 2008, lecionamos no Ensino Médio e Cursinho de varias
escolas da rede particular da cidade do Recife. E, em muitas delas, lecionamos a Geometria
Analitica no terceiro ano do Ensino Médio. Em 1990, assumimos o ensino de Geometria
Analitica, nas duas turmas de terceiro ano do Colégio Vera Cruz, a partir da programacao

feita por um colega.

Nessa programagao, no capitulo "Estudo da Reta', aparecia o topico "Estudo do
Sinal da Fungao f(x, y)" E, no livro texto da disciplina, Fundamentos da Matemdtica
FElementar (1), justifica-se o estudo desse topico para conhecer os subconjuntos de pontos
do plano cuja funcdo f (x, y) é nula, positiva e negativa, desprovido de algum significado

pratico.

Em 2009, assumimos parte da disciplina Pesquisa Operacional I no curso de
Engenharia de Produgao Civil do Instituto Federal de Pernambuco - IFPE. O contetido
inicial era Programacao Linear. E, verificamos que a resolugao grafica dos problemas de
Programacao Linear que envolvem duas variaveis sao boas aplicagdes dos conceitos bésicos
da Matemaética apresentada no Ensino Médio, tais como matriz, determinante, sistema

linear e estudo da reta.

Os Parametros Curriculares Nacionais (2) apontam na dire¢ao de que a Matematica
do Ensino Médio deve ser trabalhada na perspectiva de "intervencao no real”, observando os
seus aspectos formativos e a capacidade de ser usada como uma ferramenta indispensavel no
desenvolvimento de projetos interdisciplinares. Neste sentido, os problemas de Programacao

Linear contemplam tal perspectiva.

A Programacao Linear é um ramo da Matematica Aplicada que se ocupa dos
problemas de Otimizacao, ou seja, problemas que visam maximizar ou minimizar uma
funcao linear de duas ou mais varidveis reais que estd sujeita a algumas restrigoes. Em
particular, as restricoes envolvidas em um problema de programacao linear podem ser
expressas por inequagoes lineares. Por esse motivo é possivel obter métodos numéricos

simples, porém eficazes, para resolver esses problemas.

O desenvolvimento tedrico da Programacao Linear foi estabelecido entre 1947 e
1949, pelo matematico americano George Dantzig (1914 - 2005), com o objetivo de resolver
problemas ligados a area militar, desde a area de logistica até a de estratégica. Foi Dantzig
o primeiro a reconhecer que um programa de planejamento poderia ser expresso por um
sistema de desigualdades lineares, assim como foi o primeiro a apresentar, na forma de
uma expressao matemaéatica explicita, um critério para selecao do melhor programa de

planejamento, o que hoje é conhecida como fungao objetivo do problema de Programacao
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Linear.

Vale salientar que o mateméatico e economista russo Leonid Kantorovich (1912 -
1986), que em 1975 recebeu o prémio Nobel de Economia, é considerado um dos pioneiros
da Programacao Linear por ter formulado e desenvolvido, em 1939, um problema de

Programacao Linear para aplicacao no planejamento da producao.

Os problemas de Programacao Linear que envolvem duas varidveis reais podem ser
resolvidos tanto algebricamente quanto graficamente. Alguns problemas que envolvem trés
variaveis reais, também, podem ser resolvidos graficamente, porém em um grande nimero
de problemas de trés variaveis reais isso nao é uma tarefa facil. Os problemas em que

aparecem fungoes com mais de trés variaveis reais s6 podem ser resolvidos algebricamente.

Na abordagem de problemas de Programacao Linear com mais de duas variaveis é
inevitavel o uso do computador. Vale ressaltar que a utilizagao desta ferramenta poderosa
no ensino da Matemaética através de atividades desenvolvidas em laboratério de informaética,
é um processo inadiavel. O uso do computador pode tornar o ensino desta disciplina mais
interessante e menos trabalhoso, liberando o tempo que seria gasto em manipulagoes
algébricas, para que os alunos possam pensar criativamente, possibilitando uma melhor
compreensao dos conceitos, formulando a construcao de modelos, permitindo a troca de

experiéncias nas atividades desenvolvidas em grupo.

No primeiro capitulo deste Trabalho de Conclusao, que chamamos de Conceitos
Badasicos, apresentamos na primeira se¢ao o estudo de matrizes envolvendo a definigao,
operagoes, matriz inversa e submatriz. Na segunda secao, tratamos de determinate apre-
sentando a definicdo usando a linguagem de funcao, as defini¢oes de cofator e menor
complementar e utilizando o Teorema de Laplace para definir determinante. Na terceira
se¢ao, tratamos de sistemas de equagoes lineares, definindo equacgao linear, solugao de uma

equacao linear, sistema linear, classificacdo de sistemas e sistemas equivalentes.

No segundo capitulo, tratamos da Programacao Linear. Na primeira se¢ao, temos
uma discussao sobre desigualdades lineares no plano. Nela apresentamos a defini¢ao de
desigualdade linear e grafico e terminamos a se¢ao com a definicao de conjunto convexo
e algumas proposicoes a ele relacionadas. Na segunda se¢ao, tratamos dos conceitos
basicos de Programacao Linear, modelos dos problemas e as resolugoes grafica e algébrica.
Terminamos a se¢ao com uma pequena lista de exercicios, com sua solucdo completa ou

apenas a resposta, que podem ser utilizados em sala de aula.

Na Conclusao, estao as nossas justificativas para a inclusao e exclusao de determi-
nados tépicos relacionados com os assuntos aqui tratados e o que nos levou a apresentar

este trabalho.

H4 vinte e seis anos numa conversa com um grupo de professores defendemos um

ponto de vista onde fizemos uma analogia entre a televisao e a sala de aula: "o que o
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professor mostra na sala de aula € o que aparece para nos na tela da televisao porém, ele
tem que saber tudo o que ocorre atras das cameras”. Ou seja, devemos saber bem mais do

que é necessario para o exercicio diario em sala da aula.

Esta ideia foi o que tentamos passar com este Trabalho de Conclusao de Curso do
Mestrado Profissional em Matematica - PROFMAT.
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1 Conceitos Basicos

Neste capitulo apresentaremos conceitos matematicos que serao necessarios para
justificar os "passos" da resolucao dos problemas de Programacao Linear. Nosso objetivo é
o de apresentar defini¢oes, teoremas e proposicoes, cujas demonstragoes serao feitas no
decorrer do capitulo, de forma que os professores do Ensino Médio possam relembrar e

acompanhar as ideias aqui apresentadas.

Apresentaremos conceitos sobre o estudo de matrizes, determinantes e sistema de
equagoes lineares. Esses conceitos acrescidos de outros que serao apresentados no capitulo
seguinte, justificarao todas as passagens da resolucao de um problema de Programacao

Linear.

1.1 Matrizes

Trataremos nesta secao de matrizes cujos elementos sao ntmeros reais e suas

operacoes. Vejamos a definicao de matriz.
Definicao 1.1.1. Sejam m e n dois numeros inteiros maiores do que ou iguais a 1. Uma

matriz, de ordem m X n, é uma ordenagdo retangular de nimeros reais, distribuidos em

m linhas e n colunas.

Representamos uma matriz com m linhas e n colunas da seguinte forma:

aiq a2 aln

a9 1 a9 2 as p
A=

Am1 Am2 ... Amn

Podemos escrever uma matriz abreviadamente na forma A = (a; ;) onde a; ;

mxn’
representa um elemento qualquer da matriz, o indice ¢ indica a linha e o indice j indica a

coluna a qual o elemento pertence, respectivamente.

As linhas sdo ordenadas de cima para baixo e as colunas sao ordenadas da esquerda

para direita.

2 -1 3
Por exemplo, a matriz A = 0 1 4 ¢ uma matriz de ordem 2 x 3, ela tem

duas linhas e trés colunas.



26 Capitulo 1. Conceitos Bdsicos

A matriz B = ¢ uma matriz de ordem 3 x 3, pois tem trés linhas e

-~ O =

2
2
1

L ot W

trés colunas. Ou podemos dizer uma matriz de ordem 3 ja que o niimero de linhas é igual

ao numero de colunas.

Indicaremos por M,,,,, (R) o conjunto das matrizes de ordem m X n cujos elementos
sdo numeros reais. As matrizes em que o numero de linhas é igual ao niimero de colunas
serd indicado por M,,«,, (R), ou, como é mais usual, M,, (R). Acima temos a matriz A que
¢ um elemento do conjunto May3 (R) e a matriz B é um elemento do conjunto Msys (R)

ou M3 (R).

Definigao 1.1.2. Sejam A = (a;;)

que A e B sao matrizes iguais, e indicamos por A = B, se, e somente se, a;; = b, ;,

e B=(b;,) matrizes de mesma ordem. Diz-se

mXxn mxn

para todo i,j € Z, com1<i<mel<j<n.

T + 0
Por exemplo, as matrizes A = 4 ] e B

1300 . .
= sao iguais para
z T — 2y 1 4 s P

x =10,y =3 e z= 1. De fato,

A:

=B.

z =2 1 10-2x3

rT+y 0 ]

10+ 3 0 |1Bo
14

Vejamos agora as operacoes com matrizes. Comegaremos com a adi¢cdo de ma-
trizes e em seguida veremos a multiplicacdo de uma matriz por um nimero ¢ a

multiplicacdo de matrizes.

Definicao 1.1.3. Sejam A = (a; ), .., e B = (bij),,., matrizes de mesma ordem. A
soma das matrizes A e B, que indicamos por A+ B, é uma matriz C = (¢;j), .., tal
que ¢ j = a;j + b; ;.
-1 3 0 13 2 0
Exemplo: Dadas as matrizes A=| 2 1 -2 |eB= 1 4 1|, temos
0 4 —4 -1 -2 0
-1 3 0 13 0 —1+13 342 040
C=A+B= 2 1 =2 |+ 1 1| = 241 144 —2+1 | =
0 4 —4 -1 =2 0 0—1 4—2 —4+40
12 5 0
= 3 5 -1
-1 2 —4

A adigdo de matrizes possui as seguintes propriedades abaixo relacionadas:
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1. Associativa: (A+ B)+C =A+ (B+ (), VA, B,C € My, (R).
2. Comutativa: A+ B =B+ A, VA, B € My« (R).
3. Existéncia do Elemento Neutro: 30 € M., (R) ; A+O = A, VA € M,,5n (R).

4. Existéncia do Elemento Oposto: VA € M, (R),3 — A € Myxnn ((R) ; A+
(—A) = 0.

Definicao 1.1.4. Sejam A = (a; ;) uma matriz e o um numero real. O produto por

escalar da matriz A por o € uma matriz B = (b;;), .. . que indicamos por B = oA, tal

mxXn
que b;j = ava;j.

1 -2 3
temos que a matriz B = 3A é
4 1 0

B:?’A:?’X{l —2 3]:[3x1 3 x (—2) 3><3]:[3 —6 9]‘

Exemplo: Dada a matriz A =

4 1 0 3x4 3x1 3x0 123 0

A multiplicagdo de uma matriz por um nimero real possui as propriedades abaixo

relacionadas:

1. Associativa: a (fA) = (af) A, VA € M,,xn (R) e Vo, B € R.
2. Distributiva: (a + ) A = aA + A, VA € M,,»n (R) e Vo, 5 € R.
3. Distributiva: a (A + B) = aA + aB, VA, B € My (R) e Va € R.

4. Elemento Unidade: 14 = A, VA € M« (R).

O produto das

Definicao 1.1.5. Sejam as matrizes A = (a;;) e B = (by)

matrizes A e B, nessa ordem, indicado por AB, é uma nova matriz C = AB, de ordem

mxn nxp’

m X p, tal que cada elemento c;; € dado por

n
Cik = Zaijbjk = a;1big + aiobog + ...+ ainbpi
j=1

Pela definicao s6 podemos efetuar o produto AB se o niimero de colunas da matriz

A for igual ao nimero de linhas da matriz B. Além disso, a nova matriz tem o mesmo

ntmero de linhas da matriz A ¢ o mesmo ntimero de colunas da matriz B.

Assim, o produto da matriz A = (a;;),,, pela matriz B = (a;;),,, ¢ possivel de ser

2x4
realizado, pois o numero de colunas da matriz A é igual ao nimero de linhas da matriz B.
nao é

Observe que o produto da matriz B = (a;;),,, pela matriz A = (a;;),,,

possivel de ser efetuado. Pois, o nimero de colunas da matriz B nao ¢ igual ao nimero de

linhas da matriz A.
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Considere as matrizes A = (a;;),,, € B = (a;;),,5- Note que é possivel efetuar os

2x3°
produtos AB e BA. Mas, eles nao resultam na mesma matriz. De fato,

A3><2 : BQ><3 = C(3><3 € BQ><3 : A3><2 = D2><2 .

Como as matrizes C3x3 € Doyo nao sao de mesma ordem, nao podemos fazer a

comparacao. Entao, podemos afirmar que em geral o produto de matrizes nao é comutativo.

Existem casos em que os produtos AB e BA existem e, além disso, resultam na

mesma matriz. Nestes casos, dizemos que as matrizes A e B comutam ou sao comutdveis.

O elemento ¢;;, da matriz C' = AB é obtido, multiplicando os elementos da linha
¢ da matriz A pelos elementos correspondentes da coluna k& da matriz B, em seguida

somando esses produtos.

1 2 3

2 -1 3
Por exemplo, multiplicando a matriz A = 0 1 4 ] pelamatrizB= |0 2 5
4 1 3

obteremos uma matriz C' = (a; ) onde cada elemento ¢;; sera

2x3)

(1 =2x14(=1)x0+3x4=2+4+0+12=14,

C12=2%X24+(-1)x24+3x1=4+4(-2)+3=5,
c13=2%x34+(-1)x54+3x3=6+(-5)+9=10,
01 =0x14+1x044x4=0+0+16=16,
Coo=0X241%x244x1=0424+4=6,

c3=0X3+1x5+4x3=0+5+12=17.

Entao, o resultado do produto AB é matriz C' =

14 5 10
16 6 17 |

A multiplicacdo de matrizes possui as seguintes propriedades abaixo relacionadas:

1. Associativa: (AB)C = A(BC), sendo A = (ai;) s B = (0j1) 5 € C = (Chr) ey

2. Distributiva: A (B +C) = AB + AC, tomando A = (a;;),,..» B = (bjr),, €

C = (Cj k)nxp‘

3. Distributiva: (A + B) C' = AC + BC, considerando A = (a;;), ... B = (bi;), ., €
C= (Cj k)nXp'

4. Associativa: Sejam as matrizes A = (a;;),, .. = (bjk)nxp e a € R, entao

(0A) B = a(AB).
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Definigao 1.1.6. A matriz quadrada I = [x;;], tal que

1,i=j
Tij = .
T 0i#y

¢ chamada de matriz identidade ou matriz unidade de ordem n.

1000
010 0|, . .

Por exemplo, I, = 0010 ¢ a matriz identidade de 4* ordem.
0001

A matriz identidade é o elemento neutro na multiplicagdo de matrizes. Vejamos,

3 -1 10
multiplicando a matriz A = ] pela matriz I, = [ 01 ] obtemos
(3 -1 10
4 =2 01

[ 3x 14 (—=1)x0 3x0+(—1)x1
4x1+(=2)x0 4x0+(-2)x1

3 -1
4 =2

Dada uma matriz A entendemos por operagoes elementares com as linhas de

A as operagoes abaixo:

1. Permutar duas linhas de A;
2. Multiplicar uma linha de A por um nimero real nao nulo;

3. Somar a uma linha de A uma outra linha de A multiplicada por um real.

Se uma matriz B puder ser obtida de uma matriz A através de um ntmero finito

dessas operagoes, diz-se que B é equivalente a A e escreve-se B ~ A.

Defini¢ao 1.1.7. Seja A € M,, (R). A matriz A é inversivel se, e somente se, existe
uma matriz B € M,, (R) tal que AB = BA = I,,, onde I,, é a matriz identidade de ordem

n.

A matriz inversa de A é representada por A~!.

Uma matriz A é inversivel se, e somente se, I,, ~ A. Neste caso, a mesma sucessao
de operacoes elementares que transformam A em I,,, transformam I, em A™!, ver as

referéncias (3) ou (4).
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3210
) 1 3 01 .. . ,
Tomemos a matriz A = Loo ol A matriz inversa da matriz A é
0100
3210|1000 100 0/0010
130 1(01 0025210 100[000 132850
EaAs S
100 0/0 010 3210|1000
01 0 0[O0 001 130 1/0 100
100 0(0 0 0 100000 1 0
0100000123:2_2:;2301000001
021010 =30 00101 0 =3 =2
03 01{]01 -1 0 000 1{01 -1 -3
00 1 O
00 0 1
Portanto, a matriz inversa da matriz A ¢ A=! =
10 -3 =2
01 -1 -3

Uma definicdo que nao é citada nos livros de Ensino Médio é a de submatriz, que

pode ser uma matriz quadrada ou nao. Para mais detalhes sobre matrizes ver as referéncias

(5), (6) ou (7).

Definicao 1.1.8. A matriz cujos os elementos pertencem as linhas iy, i, -+ , i, € CO-

lunas ji, ja, - -+, js (ndo necessariamente consecutivas) de uma matriz A é chamada de

13 0
2 4 -2 |

Tomando 7; e io a 1* e a 2% linhas de A, respectivamente, e j; e j, a 1* e a 22

submatriz de ordem r por s.

Por exemplo, considere a matriz A =

coluna de A, respectivamente, obtemos a submatriz

o[

e tomando i1 e i3 a 1* e a 2* linhas de A, respectivamente, e j; a 3*coluna de A, obtemos

%

Uma submatriz quadrada ¢ importante neste trabalho porque ela é utilizada para

a submatriz

O:

definir uma matriz quadrada chamada de matriz base de um sistema linear. Ela aparece

na resolucao de um problema de Programacao Linear.
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Definicao 1.1.9. Dada qualquer matriz A de ordem m por n, uma submatriz quadrada
de ordem r pode ser obtida selecionando-se os elementos em quaisquer r linhas e r colunas

da matriz A.

4 2 -1 3
Por exemplo, dada amatrizA=| 0 5 —1 2 |,setomarmos as trés linhas de
12 -4 -1 5
A e fizermos ji, jo e j3 igual as trés primeiras colunas de A, obtemos a seguinte submatriz
quadrada
4 2 -1
D=0 5 -1
12 —4 -1

1.2 Determinantes

Abordaremos nesta se¢ao sobre determinantes. Nos limitaremos a poucos conceitos

que nos interessa para o desenvolvimento deste trabalho.

Seja M, (R) o conjunto das matrizes quadradas de ordem n cujos os elementos
sdo nimeros reais. A cada matriz A do conjunto M,, (R) associaremos um numero real
que serda chamado de determinante. O determinante de uma matriz quadrada A sera

representado por det (A) ou |A].

Definicao 1.2.1. Seja A € M,, (R). Considere A,; a matriz obtida da matriz A elimi-

nando a linha p e a coluna j. O determinante da matriz A € definido por:

a

—

1 , n=1

det (A) = (1) apjdet (4;) , n22, Vp,1<p<n

o8

1

J

Exemplos:

(1) Se a matriz é A = [—2], entdo det (A) = —2.

3

(2) Considere a matriz B = . Escolhendo a 2% linha como "pivd" temos:

det (B) = (=171 013+ (=1)""*-1-]1|
= (-1*0-3+(-1)"-1-1
= 0+4+1=1.

Na definicdo de determinante utilizamos a linha p, porém poderiamos ter escolhido
qualquer outra linha. Poderiamos, também utilizar, ao invés de uma linha, qualquer uma

das colunas da matriz.
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A escolha da fila (linha ou coluna) para aplicar a definigdo deve recair sobre a que
tiver o maior niimero de elementos iguais a zero, ja que para cada zero da fila escolhida

nao é necessario calcular a parcela (—1)"*7 a, ; det (A, ;).

O determinante de uma matriz quadrada pode ser qualquer ntimero real. Se o

determinante da matriz é diferente de zero, entao ela é chamada de matriz nao-singular.

Utilizando determinante podemos obter um critério para afirmar se uma matriz
quadrada é ou nao inversivel. Entao, uma matriz quadrada A é inversivel se, e
somente se, o seu determinante é nao nulo. Essa proposicao pode ser verificada

em uma das referéncias (3), (5), (6) ou (7).

1.3 Sistemas de Equacoes Lineares

Ao modelar certas situacoes, por exemplo na area de Economia, usamos conjuntos
que sao formados por equagoes lineares. Esses conjuntos sao chamados de sistema de

equacgoes lineares ou apenas sistema linear.

Mais adiante veremos que as restricoes de um problema de Programacao Linear
podem ser escritas como um sistema de desigualdades lineares. Um sistema de desigualdades
lineares pode ser escrito como um sistema de equacgoes lineares a partir da adicao de uma

constante em cada uma de suas equacoes.

No Ensino Fundamental estuda-se as equacoes do 1° grau. Sao equagoes em que
aparece uma variavel representada pela letra x. Conforme a natureza do problema que

queremos modelar, a equagao pode ter mais de uma variavel.

Quando temos equagoes em que na sua expressao aparece adi¢oes de termos que
sao constantes ou o produto de uma constante por uma variavel de primeiro grau, damos

o nome de equacao linear.

Definicao 1.3.1. Sejam a1, a2, ..., a1, eb nimeros reais. Chama-se de equacgao linear

toda equagao da forma

a11x1+a12x2+...+a1n9&n:b,

onde x1,%3,...,T, $SG0 as varidveis ou incognitas. Os numeros reais aii, 412, - - ., A1, SGO

os coeficientes e b € o termo independente.

Como o primeiro membro de uma equacao linear é a soma de produtos, podemos

representa-la usando o simbolo de somatorio, Y, da seguinte forma

n
ZCLM xTr; = b.
=1
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Por exemplo, as equagoes —3z+2y —z = 1 e 20— 3y = 0 sdo equacgoes lineares. Pois,
em cada parcela do primeiro membro da equagao temos um nimero real multiplicando

uma variavel de primeiro grau.

A equacao linear 2z —3y = 0 é chamada de homogénea porque o termo independente
é igual a zero. Entao, toda equacao linear da forma a1 1 + appxe + ... +ay, z, =0 é

chamada de equacdo linear homogénea.

As equacoes zy = 1 e 22 + 3y — z = 0 ndo sdo equacoes lineares porque na primeira

tem-se um produto de variaveis e na segunda a varidvel x encontra-se elevada ao quadrado.

Considere a equacao linear 2z — 3y = 5. Observe que o par ordenado (1, —1)
satisfaz a equagdo. De fato, 2 x 1 — 3 x (—1) = 5. J4 o par ordenado (—1, 1) nao satisfaz
a equagao porque 2 X (—1) =3 x 1= =5 #5.

Assim, o par ordenado (1, —1) é uma solugao da equacao linear 2z — 3y =5 e o
par ordenado (—1, 1) ndo é uma solugao da equagao. Vamos, entao, definir o que é uma

solugdo de uma equacao linear.

Definig¢ao 1.3.2. O conjunto de nimeros reais, também chamada de n-upla, (a1, ag, . .., ay)
¢ uma solugcdo da equacdo linear a; x1 + aj222 + ...+ ay, x, = b se, e somente se,

a11(11+a12042+...+a1n06n:b.

Observe que o par (1, —1) é uma solug¢ao da equagao linear 2x — 3y = 5 como vimos

acima. Mas, essa solucao nao ¢é unica. Note que todo par ordenado da forma (x, 2353_ 5),
com z € R é uma solucao da equacao. Assim, como R tem infinitos elementos, entao

teremos uma infinidade de pares ordenados que sao solugoes da equacao.

A n-upla (0,0,...,0) é sempre solucao da equagao linear homogénea a;; 7 +
(12 Lo + ...+ a1, x, = 0. Essa solugao é chamada de solugcdo nula ou solugdo trivial.
Se houverem outras solugoes, diferentes de (0,0,...,0), de uma equagao linear homogénea

estas serao chamadas de solugdes nao triviais.

Para modelar alguns problemas usamos conjuntos que sao formado por equagoes
lineares. Esses conjuntos recebem o nome de sistema de equacgodes lineares. Vamos

defini-lo formalmente.

Definicao 1.3.3. Um sistema de equacgdes lineares de m equagoes com n incognitas
¢ um conjunto de m equagoes lineares cada uwma com n incognitas. Todo sistema linear

tem a sequinte forma

1121+ ai9xa+ ...+ a1, T, = by

9121 + G222+ ...+ G2, Ty = bo

am1x1+am2x2+'-~+amnxn:bm
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onde os niumeros a;; e b;, comi,7 €ENel <i<mel<j<n, sio reais. O par de

indices (i, j) indica que a;; € o coeficiente da incognita x; na i-ésima equagdo do sistema.

-

O sistema linear S acima tem m equagdes e n incognitas. E comum nos referirmos

a S como um sistema linear m X n.

A i-ésima equagao linear do sistema pode ser escrita da seguinte forma:
n
> i =b;.
Jj=1
Para representar todas as equacoes do sistema temos que mostrar a variagao do i. Assim,

n
Zaijxj:bi, comi:1,2,...,m.
Jj=1

Sao exemplos de sistemas lineares,

20 —y =3
dr +5y =0

chamado de quadrado porque o niimero de equacoes ¢ igual a niimero de variaveis,

dr + 5y =1
—x+y—2=0
Sy e S3 : —x+3y =2
20 —y+32=0
3r—4y = —1

chamados de retangular porque o nimero de equagoes ¢ diferente do niimero de variaveis.

No sistema linear S5, todas as equacoes sao homogéneas, por esse motivo chamamos

de sistema linear homogéneo.

Um sistema linear pode ser escrito como uma equacgao envolvendo matrizes que
recebe o nome de equacao matricial. Esse modo de escrever um sistema sera utilizado no

proximo capitulo quando tratarmos dos problemas de Programagao Linear.
Entao, considere o sistema linear

a11x1+&12x2+...+a1nxn:b1

a211‘1+d22$2+...+d2nl‘n:b2

Um1 X1+ QpaTo+ .o+ Qi Ty = bm
Vamos, inicialmente, escrever os primeiros e os segundos membros das equagoes como

matrizes coluna. Em seguida, a matriz coluna da esquerda escrevemos como um produto

de matrizes. Assim,

a11x1+a12x2+...+a1nxn:bl a11:1:1+a12$2+...+a1nxn bl

A121 + G22%o + ...+ G2, Ty = bo Q211+ A22T2 + ...+ A2y Ty, by
< =

am1$1+am2x2+--'+amnxn:bm Um1T1+ Apm2 T2 + ...+ Qpp T bm
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a1 ai2 ... Qip T b1
a1 Ao292 ... Q2n i) bg
<~ X =
Am1 Qm2 - Gmn Tn, b,
a1 Ay ... QAin
. 921 a29 ... QA2pn , . N
A matriz A = . ' _ ¢ chamada matriz dos coeficientes, a
Am1 Am2 ... Amn
ial by
. Ty | : o . by |
matriz X = ) ¢ chamada de matriz das varidveis e a matriz B = ) é
Tn b

chamada de matriz dos termos independentes.

Assim, podemos escrever o sistema linear S pela equacao matricial A X = B, onde

A, X e B sao as matrizes descritas acima.

20 —y =3

. . . ) 15 _6
Vamos considerar o sistema linear S : et Sy—0 Observe que o par (1 1 7)
¢é solucao das duas equacoes do sistema. Pois, 2 (%) — (—g) = % + g = % =3Je
15 6) _ 30 _ 30 _
4(B)+s5(-y=2-2-0
E esta é a tinica solugao do sistema, porque da primeira equagao temos
2t —y=3&y=2x—3,
subtituindo na segunda equag¢ao temos
15
4x—|—5(2w—3):O<:>4$+10x—15:()<:>14x:15<:>sz.
(. _o(15 _ 15 _ 6
Oquenosday—Q(ﬁ> —3=2-3=—=.
) . —x+y—2z=0 , . .
Ja no sistema S : Y , que é homogéneo, apresenta a solugao

2 —y+32=0
trivial (0, 0, 0). Note que além da solugao trivial, temos os ternos da forma (—2z, —z, z),

com z € R. Entao, esse sistema apresenta uma infinidade de solugoes.

Assim, podemos definir o que é solugdo de um sistema linear bem como fazer
uma classificagdo dos sistemas lineares a partir do niimero de solugoes que o sistema

apresenta.

Definigao 1.3.4. Dizemos que o conjunto de nimeros reais (a1, g, . .., q,) € uma solu-

¢cdo do sistema linear S se, e somente se, esse conjunto for solugdo de cada equagao

de S.
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2v 4+ 3y =13
Observe que (5, 1) é solugao do sistema { . 2y 5 pois 2x5+3x1=13
xr—2y=
eb—2x1=3, ouseja, o par (5, 1) é solugao de todas as equagdes do sistema.
2 —2z=3
O terno (2, 3, 4) nao é solucao do sistema Try-2 , pois 2x243—-4 =3
—r+2y+2z=0

e —2+2x3+4=8=#0, ou seja, o terno (2, 3, 4) nao é solucao de todas as equagoes do

sistema.

A classificacao de um sistema linear é feita quanto ao nimero de solugoes.

Definicao 1.3.5. Um sistema de equacoes lineares ¢ dito compativel ou possivel se

possui solucao.

Os sistemas lineares compativeis sdo determinados se possui uma tinica solugao;

e sao indeterminados se possui uma infinidade de solugoes.

Como exemplo de sistema linear compativel e determinado temos o sistema linear
S1, e como exemplo de sistema linear compativel e indeterminado temos o sistema linear

Sy apesentados anteriormente.

Todo sistema linear homogéneo é sempre compativel, uma vez que admite pelo

menos a solu¢do nula ou trivial (0,0, ...,0).

Definicao 1.3.6. Um sistema de equagoes lineares € dito tncompativel ou impossivel

se nao possui solucao.

r+y=1
Por exemplo, o sistema linear Y 0 nao tem solugao, pois a solucao da
r+y=
equagao linear z + y = 0 é da forma (z, —x) e a solugao da equacdo = +y = 1 é da forma

(x, 1 — ). Entao, ndo existe uma solugdo comum as duas equagoes.
r+y=1 dr — 6y = —1
eSy:
br 4+ Ty =6
11

que o par (5, 5) é solucao do sistema S e também é solugao do sistema S,.

Considere os sistemas lineares Sy : { . Observe

z—y=20

Como os sistemas tem a mesma solucao dizemos que eles sdo equivalentes e

escrevemos S; ~ Sy. Formalizaremos essa definicao a seguir.

Definicao 1.3.7. Dois sistemas lineares sao ditos equivalentes quando eles tém as

mesmas solugoes. Neste caso, escrevemos Sy ~ Ss.
Sejam S7, Sy e S5 sistemas lineares verificamos que:

(1) todo sistema de equagoes lineares é equivalente a si mesmo, ou seja, Sy ~ Si;
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(2) sendo o sistema S; equivalente ao Sy isso acarreta que o sistema Sy é equivalente ao

sistema Sp, ou seja, S; ~ Sy = S5 ~ Si;

(3) sendo o sistema S; equivalente ao Sz, e a0 mesmo tempo o sistema S, é equivalente
ao S3, isso acarreta que o sistema S; é equivalente ao sistema Sz, ou seja, S; ~
SQGSQNS;g:SlNSg.

Se dois sistemas lineares S; e Sy sao equivalentes, entao toda solucao de S é
também solucao de Sy e vice-versa. Em particular, se S; é incompativel, entao Sy também

¢é incompativel.

Um dos métodos de resolucao de sistema lineares utiliza as chamadas operagdes
elementares. Sao operagoes que realizamos em um sistema sem alterar sua solu¢ao. Entéao,

transformamos um sistema linear em outro mais simples e que tem a mesma solucao.

As operagoes elementares sao:

(0O1) Permutar duas das equagoes (ou varidveis) do sistema;
(O2) Multiplicar uma das equagoes do sistema por um nimero real diferente de zero;

(O3) Adicionar a uma das equagoes do sistema uma outra equagao do sistema multiplicada

por um numero real.

Dado um sistema S, um sistema S5 obtido do primeiro, através de um niimero

finito de operagoes elementares, sera equivalente ao sistema Sj.

Utilizaremos as operagoes elementares para discutir e resolver um sistema linear.
Dizemos que um sistema linear esta escalonado se o nimero de coeficientes iniciais nulos

em cada equagao, a partir da segunda, ¢ maior do que na equacao precedente.

r—y+z=1
Por exemplo, vamos resolver o sistema ¢ 2x +y + 2z =0 . Assim,
r—y+z=1
r —y + z =1 Lot+Lo—2L1 r -y + z = 1
2 4+ y + 22 = 0 TR 3y = -2 Rh
3r — y + 2z =1 20 — 22 = =2
r + z -y = 1
~ -z + y = -1
Jy = -2
Neste caso, dizemos que o sistema esta escalonado.
Da tltima equagdo temos 3y = —2 < y = —%. Substituindo o valor de y na

segunda equacao obtemos o valor de z. Assim, —z + (—%) =l 2= 1—% =z = %
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Substituindo os valores de y e z na primeira equagao encontramos o valor de z. Entéao,
x+é—<—g> —1<:>a7+%—|—%:1<:>m+1:1<:)a::0. Portanto, a solugao do

3
. . , 2 1
sistema linear é (0, —% 5).
O sistem linear que acabamos de resolver acima é compativel e determinado, ou
seja, tem uma tUnica solugao, e sua tnica solugao é (0, —%, %)

Como vimos uma sistema linear pode ser escrito na forma de uma equacao linear.

1 -1 1
Entéao, no sistema acima temos AX = Bonde A= | 2 1 2 | éamatriz dos coeficientes
3 -1 1

cujo determinante é —6, X é a matriz coluna cujos elementos sao as variaveis do sistema e

B ¢é a matriz coluna forma pelos termos independentes do sistema.

Como o determinante da matriz A é nao nulo, entao A tem inversa. Tomando a

equacao AX = B temos
AX =B = A (AX) = A'B = (AA) X = A7'B
ILX=A'"B«— X=A"'B.

Encontrando a matriz inversa de A, temos

1 -1 1|1 0 0 B -1 1 1 00 Lot gLy
120 A Lyor—L L
2 1 2/01 0] =710 3 0|-210 e
3 —1 1]0 0 1 0 2 —-2|-3 01
1 -1 1,1 0 O -1 1,1 0 O
2 1 L3<>Ls+Lo 2 1 L1+ Li+Lo
0 1 0/-21 0 aih 1 0/-21 ¢ adh
3 1 5 1 1
0 -1 1|3 o -1 0 1|2 1 -1
11 1 1
tofg oy o] 00[-1o0 1
2 1 12L1~L3 2 1
01 0[-21 o |9y 1 0[-2 1 o0
501 1 51 1
001} § 5 —3 01§ 5 —2
1 1
-2 0 3
Entéo, a matriz inversa da matriz A ¢ A" = | —2 1 (0 |. Substituindo as
5 1 _1
6 3 2
matrizes A~! e B em X = A~ B, temos
1 1
X=A"B=X=|-21 0 |x|0|=
5001 _1 1
6 3 2
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(-4) x1+0x0+(}) x1 0
K| (Bxe(xornar | e xa |
(2) x1+(3) x 0+ (—3) x1 3

Observe que a solu¢ao obtida utilizando a equacao matricial e matriz inversa, no

procedimento acima, é a mesma que obtivemos utilizando escalonamento de sistema.
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2 Problemas de Otimizacao

Neste capitulo apresentaremos os conceitos de desigualdade linear, conjunto convexo

e alguns teoremas relacionados a esses topicos.

Veremos também os conceitos basicos de Programagao Linear (PL), tais como
funcao objetivo, regidao viavel, solu¢ao 6tima, tipos de problemas de PL, resolucao grafica
e um procedimento algébrico envolvendo matrizes, determinantes e sistemas lineares para

a resolucao de um problema de PL.

Terminaremos este capitulo propondo uma lista de exercicios, que podera servir de

base para o professor do Ensino Médio.

O professor interessado em aprofundar-se no assunto e encontrar mais exemplos

para aplicar em sala de aula podera consultar as seguintes referéncias (3), (8), (9), (10) e

(11).

2.1 Desigualdades Lineares no Plano

Uma equagcao da forma az+by = ¢, com a e b ndo simultaneamente nulos, representa

uma reta no plano. Os pontos P = (2, y') do R? tais que
ar’ + by =c

sao pontos que pertencem a reta r : ax + by = ¢, ou seja, os pontos do plano que estao

sobre a reta 7.

A reta r divide o plano em conjuntos de pontos que sao representados por uma

das inequagoes
ar+by<c, ar+by<c, ar+by>c e axr+by>c.
Essas inequagoes sao chamadas de destgualdades lineares no plano.
Por exemplo, seja a reta r de equacao 2z + y = 4, entao as seguintes inequacoes
2v+y<4, 204y<4, 224+y>4 e 20+4+y=>4

sao desigualdades lineares no plano.

O conjunto de todos os pontos P do R? cujas coordenadas satisfazem & uma equacao

nas variaveis r e y é chamado de grdfico da equacao. Assim, os pontos do conjunto

R:{(Jc, y)€R2;2x+y:4}
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formam o grafico da equacao 2z + y = 4, que representa uma reta no plano. Note que os
pontos P = (2, 0) e @ = (0, 4) sao elementos do conjunto R, pois 2x2+0=4+0=4¢
2x0+4=0+4=4.

103Q
3.0
2.0

1.0

r >
—4.0 -3.0 -2.0 -1.0 0 1.0 2 30 40 50 60 70 T

-1.0

-2.0

-3.0

—4.0

5.0 .

Figura 1 — Grafico da Reta 2x +y =4

O conjunto dos pontos P do R? cujas coordenadas satisfazem a uma desigualdade
linear também é chamado de grafico. Vejamos os graficos das desigualdades lineares
2r+y<4de2r+y >4

Considere o conjunto By = {(z, y) € R?; 2x + y < 4}. O ponto O = (0, 0) pertence

ao conjunto Ry, pois 2 X 0 + 0 < 4. Dizemos que o ponto O esta abaixo da reta r.

Vamos verificar que todos os pontos do plano que estao abaixo da reta r pertencem
ao conjunto R;. Para isso, tomemos um ponto qualquer A = (x4, y4) daretar: 2x+y = 4.
Assim, temos que 24 +y4 = 4. Consideremos A’ = (x4, y) um ponto do R? com a mesma

abscissa do ponto A e cuja ordenada y < y4. Segue que
Y<Ya =204 +y<2x40+ys = 2zx40+y<4.

Tomemos, agora, um ponto qualquer A = (x4, y4) da reta r : 2z + y = 4. Assim, temos
que 2z 4 + y4 = 4. Consideremos A’ = (x4, ) um ponto do R? com a mesma abscissa do

ponto A tal que 2x4 + y < 4, segue que

204+ Yy <4 =22, +y <2244+ ys =y < ya .
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6.0

4.0

3.0

20

1.0

—40 —-3.0 -20 -1.0
—1.0

—2.0

-3.0

—4.0

—5.0

Figura 2 — O ponto A’ pertence ao conjunto Ry = {(z, y) € R?; 2x +y < 4}

Portanto, todos os pontos do R? que encontram-se abaixo da reta r pertencem ao

conjunto R;, conforme mostrado na figura abaixo.

Note que a reta r esta tracejada para indicar que os pontos da reta nao pertencem

ao conjunto R;.

7 6.0

b

.

5%
Figura 3 — Grafico da inequacgao 2z +y < 4

3.0 40 50 60 7.0

N

A

Considere o conjunto Ry = {(z, y) € R?; 2z +y > 4}. O ponto P = (2, 4) pertence

ao conjunto Ry, pois 2 X 2 4+ 4 > 4. Dizemos que o ponto P estd acima da reta r.

De modo anélogo verificamos que todos os pontos do plano que estao acima da

reta r pertencem ao conjunto .
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1

—-40 =30 -20 -10
-10

-20

-30

—4.0

5.0

Figura 4 — Gréfico da inequacao 2z +y > 4

O grafico das desigualdades lineares da forma ax 4 by < ¢ ou ax + by > ¢ sdo

chamados semiplanos abertos.

Os gréficos das desigualdades lineares 2z + y < 4 e 2x + y > 4 sao os conjuntos
Ry = {(z,y) eR?; 2z +y <4} e Ry = {(z,y) € R?; 2z +y > 4}, respectivamente.
Podemos escrever Rs = RUR; e Ry = RU R,.

Os gréficos das desigualdades lineares da forma az + by < ¢ ou azx + by > ¢ sao

chamados de semiplanos fechados.
A reta r é chamada de fronteira do semiplano.

A discussao feita acima nos leva a uma generalizacao através do teorema a seguir.

Teorema 2.1.1. Seja r a reta de equagdo ax + by = c. Se b > 0, entdo axr +by > c é o

semiplano aberto acima de r e ax + by < c é o semiplano aberto abaizo de r.

Demonstragio. Sejam P = (z, y) um ponto qualquer do R?, que ndo pertence a reta r,

e Py = (x, yo) um ponto que pertence a reta r e que tem a mesma abscissa do ponto P.
Entao,

1. ax + by > ¢ <= ax + by > ax + byy < by > byy <= b(y — yo) > 0. Como por
hipdtese b > 0 e o produto é positivo, segue que y — yo > 0 <= y > yo. Portanto, o

ponto P esta acima da reta r.

2. ar + by < ¢c <= ax + by < ax + byy <= by < byy <= b(y — yo) < 0. Como por
hipétese b > 0 e o produto é negativo, segue que y — yo < 0 <= y < yo. Portanto, o
ponto P esta abaixo da reta r. O

Se no Teorema 2.1.1 tomarmos b < 0 usaremos os mesmos argumentos da demons-

tragao multiplicando inicialmente a equacao ax 4 by = ¢ por —1.
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De forma andloga ao que foi discutido acima podemos dizer que se r a reta de
equagdo axr + by = ¢, com b = 0 (r é uma reta vertical) e a > 0, entdao o grafico de
ax + by > ¢ é o semiplano aberto a direita de r e o grafico de ax + by < ¢ é o semiplano

aberto a esquerda de r.

2.1.1 Conjuntos Convexos

Definicao 2.1.1. Seja S C R2. Dizemos que S é um conjunto convezo se todo segmento

de reta ligando dois pontos quaisquer de S estd inteiramente contido em S.
Na Figura 5(a) o conjunto & é um conjunto convexo pois todo segmento de reta
determinado por dois pontos quaisquer de S estard sempre contido em S.

Ja na Figura 5(b) o conjunto S ndo é um conjunto convexo pois existe pelo menos
um segmento de reta determinado por dois pontos distintos de S que nao esta inteiramente

contido em S

Q)

(a) (v

Figura 5 — A figura (a) é um Conjunto Convexo e a figura (b) ndo é um Conjunto Convexo

O conjunto vazio e o conjunto unitario sao considerados conjuntos convexos.

Lema 2.1.1. Se P, = (z1,y1) € Py = (x2,y2) sdo dois pontos quaisquer do R?, entdo todo
ponto do segmento de reta Py Py tem coordenadas da forma ((1 — t)xy + txe, (1 — )y + tys),

onde t ¢ um numero real tal que 0 <t < 1.

Demonstracao. Note que a afirmacao é verdadeira para t = 0 e para t = 1 pois obtemos

os pontos P, e P, respectivamente, extremos do segmento de reta Py Ps.

Seja, agora, P = (z, y) um ponto qualquer do segmento de reta P; P». Representando

em um sistema de coordenadas o segmento P, P e os vetores OP;, OP, e OP, temos
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Figura 6 — Representagdo do Segmento de Reta PP

Usando as nocgoes de vetores escrevemos

OP = OP, + PP = OP| + t PiF, = OP, + t (OF, - OP,) =

’ —  ——

Escrevendo os vetores em termos de suas coordenadas segue que
(@, y) =1 —t)(z1, y1) +t (22, y2) = (L = t) 1, (1 =) ) + (tao, tya) =

=((1—t)ay +toy, 1=ty +tya) , t€]0,1] .

Portanto, qualquer ponto do segmento de reta P; P, tem coordenadas da forma
(1 =t)zy + g, (1 — t)y1 + ty2)

onde ¢t é um numero real tal que 0 <t < 1. O

Assim, sendo Py = (z1,y1) e Po» = (x9,y2) extremos do segmento de reta P, Ps,
entdo qualquer ponto P do segmento P; P, pode ser escrito da forma P = (1 —t) Py + tFs.

Esta forma de escrever o ponto P é chamada de combinagdo linear convexa.

Utilizaremos este Lema para mostrar que o grafico de uma inequacao linear é
um conjunto convexo. E em seguida, que a intersecdo de conjuntos convexos ainda é um

conjunto convexo. Vejamos.

Teorema 2.1.2. O grifico da desigualdade linear ax + by < ¢ é um conjunto convexo.

Demonstragio. Seja S o grafico da desigualdade linear az + by < ¢ e sejam Py, = (z1,41)

e P, = (x9,y2) dois pontos quaisquer de S. Segue que



2.1. Desigualdades Lineares no Plano 47

Considere P um ponto qualquer do segmento P, P,. Pelo lema anterior, as coorde-
nadas de P sao da forma ((1 — t)x; + tza, (1 — t)y1 + ty2), onde ¢ é um ntmero real, com
0<t< 1.

Como t é um nimero real e 0 < ¢t < 1, temos que t e 1 — t sdo niimeros nao

negativos. Entao, podemos escrever

a(l—t)x; + b(1—t)y; < (1—t)e
atTs + btys < te

Somando membro a membro as desigualdades do sistema, obtemos
a(l —t)zy + (1 — t)y1 + atxe + btys < (1 —t)c + tc =

a((l —t)x; + t:cg) + b((l —t)y, + tyQ) <c.

Isso mostra que as coordenadas do ponto P satisfazem a condicdo ax + by < ¢ e portanto
P e S. Como P ¢é um ponto qualquer do segmento P, P, concluimos que § ¢ um conjunto

CONnvexo. O

Observe que para as desigualdades lineares ax + by > ¢, ax + by < c e axr + by > ¢
vale 0 mesmo argumento anterior. Podemos, entao, afirmar que um semiplano (aberto ou

fechado) é um conjunto convexo.

Teorema 2.1.3. A intersecio de um nimero finito de conjuntos convexos € um conjunto

convexo.

Demonstragdo. Sejam Sy, Ss, ..., S, conjuntos convexos. Vamos considerar o conjunto
S=8nN8&nN...NS,. Se S =0 ou S é unitdrio, entao por definicio S é um conjunto

convexo.

Suponha agora S nao vazio e nem unitario. Sejam P; = (z1,y1) e P» = (x2,%2) dois
pontos quaisquer de §. Como S =85, NS, N ... NS, segue que P, e P, pertence a cada
um dos conjuntos Sy, Ss, ..., S,. Por hipdtese, S1, Ss, ..., S, sd@o conjuntos convexos,
entao, dado um ponto qualquer P do segmento PP, temos que P pertence a cada um

dos conjuntos Sy, Ss, ..., S,.

Como P pertence a cada um dos conjuntos 81, Ss, ..., S, e S =5 NS N...NS,,

segue que P pertence a §. Portanto, S é um conjunto convexo. n
Corolario 2.1.4. Seja S o conjunto solugcio do sistema de desigualdades lineares

ar + by < ¢

asr + by <

IA
o
3

anx + bpy

Entdo, S ¢ convexo.
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Demonstracao. O conjunto S é o grafico do sistema. Entao, por definicdo S é o grafico de

cada desigualdade linear do sistema. Pelos Teoremas 2.1.2 e 2.1.3 segue o resultado. [J

Vamos a partir de agora formalizar os conceitos de Programagao Linear. Comeca-
remos pelos conceitos basicos para nos apropriarmos da terminologia e terminaremos com

o método algébrico de resolucao de um problema de Programacao Linear.

Utilizaremos o que ja foi apresentado para justificar os passos tomados na resolugao

grafica e na resolugao algébrica de um problema de Programacao Linear.

2.2 Programacao Linear

Os problemas que a Programacao Linear trata envolvem a distribuicao de recursos,

que podem ser mao de obra, matéria prima, energia entre outros, visando a otimizacao.

Por otimizacao entende-se a maximizacao ou minimizagao de certas situacoes. Por
exemplo, numa industria a otimizag¢ao poderia ser vista como maximizacao de lucros da

venda ou minimizacao de custos de producao de produtos.

Vejamos alguns conceitos béasicos da Programagao Linear.

2.2.1 Conceitos Basicos

A matematizacdo de um problema de Programacao Linear envolve uma funcao
linear de duas ou mais variaveis e um conjunto de inequagoes ou equagodes lineares. Esses

entes matematicos tem nomes préprios na Programagao Linear.

Para ilustrar as defini¢oes a seguir vamos tomar o seguinte problema: Certa empresa
fabrica dois produtos Py e Py. O lucro unitario do produto Py é de 1000 unidades monetdrias
e o lucro unitario de Py € de 1800 unidades monetdrias. A empresa precisa de 20 horas
para fabricar uma unidade de Py e de 30 horas para fabricar uma unidade de Py. O tempo
anual de produgdo disponivel para isso é de 1200 horas. A demanda esperada para cada
produto € de 40 unidades anuais para Py e 30 unidades anuais para Py. Qual é o plano de

produgdo para que a empresa maximize seu lucro nesses itens? (Extraido de (10))

Definicao 2.2.1. As varidveis envolvidas no problema sdo chamadas de varidveis de

decisdo. Fssas varidveis sao ndo negativas.

No problema queremos determinar as quantidades que devem ser produzidas dos
produtos P; e P, para que se tenha o maior lucro possivel. Podemos dizer que as quantidades

de P, e P, sao, respectivamente, x e y. Essas sao as variaveis de decisao.

Definicao 2.2.2. A funcao, cujas varidveis sao as varidveis de decisdo, envolvida no

problema de Programacao Linear a qual queremos otimizar é chamada de fungdo objetivo.
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No problema os lucros unitarios dos produtos P; e P, sao, respectivamente, 1000 e
1800 unidades monetarias. Pelas caracteristicas de um problema de Programacao Linear
nao ha sobras das variaveis de decisao. Entao, o lucro da empresa é dado pela expressao
1000z + 1800y. Portanto, a fungao objetivo é f (x, y) = 10002 + 1800y.

Definicao 2.2.3. As condicoes impostas no problema para as varidveis de decisdo formam

um conjunto de inequagoes (ou equagioes) que é chamado de restrigées do problema.

No problema temos as horas gastas para a produc¢ao de cada produto bem como o
limite do total de horas que podem ser gastas. Além disso tem-se o limite de producao de

P, e P, em funcao da demanda. Assim, as restricoes do problema sao

20x 4+ 30y < 1200
r < 40 ,
y < 30

comzx>0ey > 0.
Definicao 2.2.4. O conjunto de pontos que satisfazem a todas as restrigoes de um problema

de Programacao Linear é chamado de regido vidvel ou conjunto de pontos vidveis.

Observagao: Como ja vimos anteriormente a solu¢ao de um sistema de desigualdades
lineares é um conjunto convexo. Entao, a regiao viavel de um problema de Programacao

Linear é um conjunto convexo.

Os valores das variaveis de decisao que otimizam um problema de Programacao
Linear sao chamados de solugdo otima. Esses valores representam as coordenadas de
uma ponto da regiao viavel. Assim, chamamos também de ponto 6timo. O valor que a

funcao objetivo assume no ponto 6timo ¢ chamado de walor 6timo do problema.

Vamos verificar que os pontos A = (15, 30) e B = (10, 15) pertencem a regiao
viavel do problema. Para isto basta verificar que esses pontos satisfazem ao conjunto das

restricoes. Assim,
20 x 15+ 30 x 30 = 300 + 900 < 1200, 15 <40 e 30 <30 e

20 x 104+ 30 x 15 =200 4+ 450 < 1200, 10 <40 e 15 < 30.
Portanto, os pontos A e B pertencem a regiao viavel do problema.

Substituindo na expressao da funcao x = 15 e y = 30 temos

f (15, 30) = 1000 x 15 + 1800 x 30 = 15000 + 54000 = 69000 .

E, substituindo na expressao da funcido x = 10 e y = 15 temos

f (10, 15) = 1000 x 10 + 1800 x 15 = 10000 + 27000 = 37000 .
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Como o valor de f (15, 30) é maior do que f (10, 15), mais adiante veremos como
resolver um problema de Programacao Linear e mostraremos que isso ocorrera para todos

os pontos da regiao vidvel, o ponto 6timo é (15, 30) e o valor 6timo é f (15, 30) = 69000.

Um modelo matematico é a representacao de um fendmeno ou problema real através

de relagoes onde procuramos interpretar os seus aspectos mais importantes.

Nos modelos de Programacao Linear utilizamos uma funcao linear com duas ou
mais varidveis reais, que é a funcao objetivo, e um sistema de inequagoes lineares, que sao

as restricoes do problema.

Vejamos alguns modelos de Programacao Linear.

2.2.2 Modelos de Programacao Linear

Na Programacao Linear temos modelos que podem ser adaptados a varias situagoes
do cotidiano. Os modelos mais conhecidos da Programagao Linear sdo chamados de:
problema da andlise das atividades, problema da dieta, problema do transporte e problema

da designacao.

Optamos neste trabalho de objetivar o uso dos conhecimentos a nivel de Ensino
Médio. Os problemas do transporte e da designacao utilizam um algoritmo para a sua
resolucao que extrapola o nosso objetivo e por este motivo deixaremos de fora desse
trabalho.

O problema da anélise das atividades e o problema da dieta sao de aspecto mais
amplo e, portanto, estao em mais sintonia com os assuntos ministrados no Ensino Médio.

Vejamos uma pequena descri¢cao deles.

1. Problema da anélise das atividades: consiste em achar as variaveis do problema que
maximize a funcao objetivo onde essas variaveis satisfazem as restri¢des impostas
pelo problema. Essas restricoes, em geral, sdo apresentadas por um sistema de

desigualdades lineares.

2. Problema da dieta: consiste em achar as varidveis do problema que minimizem a
func¢ao objetivo onde as variaveis cumprem as restrigoes impostas pelo problema.
Essas restrigoes sao também, em geral, apresentadas por um sistema de desigualdades

lineares.

Apesar dos nomes especificos, esses modelos podem ser aplicados em problemas que
envolvem maximizagdo ou minimizacao, ou seja, problemas de otimizacao. Por exemplo, no
cotidiano de uma empresa quer-se maximizar o lucro ou minimizar os custos da producao

de certo produto.
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2.2.3 Resolucao Grafica de um Problema de Programacao Li-

near

O nosso objetivo sdao problemas de Programacao Linear que envolvam duas variaveis
porque estao mais ao alcance dos alunos de Ensino Médio. E os problemas que apresentam

duas variaveis sao possiveis de serem resolvidos graficamente.

Vamos, entao, resolver graficamente um problema que envolve duas variaveis e que

se encaixa no primeiro modelo de problema de Programacao Linear.
O problema a seguir foi retirado e adaptado de (12).

Suponha que se tenha numa pequena marcenaria a producdo de dois artigos A e
B. A manufatura de cada unidade do produto A requer 3 homens/hora de mao de obra e
1 kw/h de energia e do produto B, 2 homens/hora de mdo de obra e 3kw/h de energia.
A marcenaria dispoe de matéria prima para produzir 600 unidades do produto A e 800
unidades do produto B, um total de 2450 homens/hora de mdo de obra e 2100 kw/h de
energia. Na comercializagdo dos produtos A e B o lucro por unidade é de R$30,00 do
produto A e de R$45,00 do produto B. Chamaremos o nimero de unidades produzidas
do produto A de x e do produto B de y. Qual deve ser os valores de x e de y para que a

marcenaria tenha o maior lucro possivel?
Vamos traduzir o problema para a linguagem matematica.

As variaveis de decisao sdo x e y, que representam as quantidades produzidas dos

produtos A e B, respectivamente.

Como os lucros por unidade dos produtos A e B sao, respectivamente, R$30,00 e
R$45,00, a fungéo objetivo é dada por f (x, y) = 30x + 45y.

Temos limitagoes na disponibilidade de homem /hora de mao de obra, no consumo

de energia e nas matérias primas dos artigos A e B. Essas limitagdes nos dao as restrigoes

3r+2y < 2450
r+3y < 2100
x < 600
y < 800

comz>0ey>0.

Pelo o que apresentado na Se¢ao 2.1 temos que os pontos das desigualdades lineares
3x + 2y < 2450 e x + 3y < 2100 estao abaixo das retas 3x + 2y = 2450 e x + 3y = 2100,

respectivamente.

Os pontos das desigualdades lineares x < 600 e y < 800 estao a esquerda e abaixo

das retas x = 600 e y = 800, respectivamente.

E como x > 0 e y > 0 temos os pontos acima do eixo das abscissas e a direita do
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eixo das ordenadas, respectivamente.

Como a regiao viavel é formada pela interseccao das desigualdades lineares, temos

que essa regiao é a apresentada na figura abaixo, o pentdgono ABGHF'.

x =600
‘ 3z + 2y = 2450
D \ C y = 800
F
H
E
NJF 3y = 2100
G
a! —
A B

Figura 7 — Regiao viavel do problema de Programacao Linear

Os pontos que satisfarao todas as restricbes do problema, que sdo dadas pelas

limitagoes de matéria prima, mao de obra e energia, estardo na regiao ABGHF'.

Queremos, agora, saber qual dos pontos do poligono ABG H F maximiza a funcao
objetivo f (z, y) = 30x + 45y.

A solugdo dtima do problema é um ponto P cujas coordenadas = e y maximiza a

funcao f (z, y) = 30x + 45y sujeito a

3+ 2y < 2450
r+3y < 2100
x < 600
y < 800

comz>0ey>0.

A fim de encontrar a solugao étima, tomamos a reta r : 30z + 45y = 0. Observe
que se P = (g, yo) é um ponto da reta r entao f(xg, yo) = 30z + 45yo. logo, a fungao

objetivo assumird o mesmo valor sobre qualquer reta paralela a reta r.

Dentre essas retas, assumird o maior valor a reta mais afastada da origem. De fato,

uma reta paralela a r serd da forma 30x + 45y = k, k € R. Como a distancia entre a reta
2 — k] : .

r e uma reta paralela s é d (r, s) = —z7=. Portanto, quanto maior o valor de |k | mais

afastada da reta r estard a reta s.
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=600
A 3z + 2y = 2450

ol F
N—Q— 3y = 2100

= (&
v“‘\
Y B-..
307 + 45y = 0

Figura 8 — Retas paralelas a r : 30x 4+ 45y = 0 para a solugao 6tima

Logo, é o ponto H que maximizard a funcao f (z, y) = 30x + 45y no conjunto
dos pontos compativeis com as restrigoes do problema. Podemos obter as coordenadas no

ponto H fazendo a intersecao das retas z + 3y = 2100 e 3z + 2y = 2450, assim,

243y = 2100 z+3y = 2100 z = 450
3z+2y = 2450 —Ty = —3850 = 550

Portanto, o lucro méximo possivel é f (450, 550) = 30 x 450 + 45 x 550 = 13500 +
24750 = 38250.

Neste exemplo que acabamos de resolver encontramos uma tinica solucao 6tima

para o problema. Mas, nem sempre isso ocorre.

Caso a fungao objetivo aumente valor indefinidamente nos pontos que pertencem a
regiao viavel, dizemos que o problema nao possui solu¢ao 6tima finita e o problema é dito

tlimitado.

Exemplo: "Maximizar a funcao f (z, y) = x + 2y sujeita as restrigoes

dr+y > 20
r+2y > 10 ,
r > 2

com x > 0 ey > 0."(Extraido de (13))
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Figura 9 — regiao viavel do problema ilimitado

Observe que qualquer reta paralela a reta x 4+ 2y = 0, mais afastada da origem,
faz com que o valor da func¢ao objetivo aumente indefinidamente. Logo, o problema nao

possui uma solugao 6tima finita.

Pode ocorrer que a intersecao dos semi-planos determinados pelas restricoes do
problema seja o conjunto vazio. Neste caso, diz-se que o problema nao possui solucao e ele

¢é dito tnwvigvel.

Exemplo: "Minimizar a funcdo f (x, y) = x + y sujeita as restrigdes

—2r+y > 2
r—2y > 2 '

com z > 0 ey > 0."(Extraido de (13))
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—r4+y=2

Figura 10 — regiao viavel do problema inviavel

Observe que a intersecao dos semi-planos —2xr+y > 2, x —2y>2, 2 >0ey >0

¢é o conjunto vazio. Logo, o problema ¢ inviavel.

Diz-se que um problema de Programagao Linear possui infinitas solugoes se:

1. os pontos de um segmento de reta otimizam o problema. Neste caso, sendo os pontos
P, e P, extremos do segmento que otimiza o problema, entao qualquer solugao 6tima

¢ uma combinacao linear convexa de P, e Ps.

2. os pontos de uma semi-reta otimizam o problema. Neste caso, qualquer ponto P da
forma P = P, + a (P, — P;), com « um ndimero real ndo-negativo, P; a origem da

semirreta e P, um ponto qualquer da semirreta, é uma solugao 6tima.

Voltemos, agora, ao problema apresentado na Se¢ao 2.2.1:

Certa empresa fabrica dois produtos Py e Py. O lucro unitdrio do produto P, é
de 1000 unidades monetdrias e o lucro unitdrio de P, € de 1800 unidades monetdrias. A
empresa precisa de 20 horas para fabricar uma unidade de Py e de 30 horas para fabricar
uma unidade de Py. O tempo anual de producao disponivel para isso € de 1200 horas. A
demanda esperada para cada produto € de 40 unidades anuais para Py e 30 unidades anuais
para Py. Qual € o plano de produgao para que a empresa mazimize seu lucro nesses itens?

(Extraido de (10))

A funcao objetivo é f (x, y) = 1000x 4+ 1800y e as restrigoes do problema sao

20x + 30y < 1200
rz < 40 , com x>0 e y>0.
y < 30
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Como foi apresentado na Secao 2.2.1 o ponto (15, 30) é o ponto 6timo e f (15, 30)

¢ o valor 6timo do problema. Vejamos agora a sua resolucao gréfica.

Pela discussao feita na resolucao grafica do problema da Secao 2.2.3 temos que os
pontos que satisfazem a restricao 20x + 30y < 1200 estao abaixo da reta 20x + 30y = 1200,
os pontos que satisfazem a x < 40 estao a esquerda da reta x = 40 e os pontos que

satisfazem a y < 30 abaixo da reta y = 30.

As retas 202+30y = 1200, x = 40 e y = 30 e a interse¢ao dos semiplano determinado

pelo conjunto das restrigdes estd apresentado na figura a seguir. Assim temos,

\ Ly =40

10 N
d y = 30

30 \

20z + 30y = 1200

1000z + 1800y =0

Figura 11 — Regiao viadvel

Encontrando a intersecao das retas 20x + 30y = 1200 e y = 30 determinamos o
ponto A = (15, 30). Note que das retas paralelas a reta 1000z + 1800y = 0 uma delas
passa pelo ponto A e ndo tem nenhum outro ponto em comum com a regiao viavel. Isso

garante que o ponto A é o ponto 6timo.

Podemos, entao, adotar o seguinte procedimento para a resolugao grafica de um

problema de Programacao Linear. Vejamos passo a passo:

(1) Determinar os semiplanos definidos por cada umas das inequagdes que formam as

restrigoes do problema;

(2) Encontrar a interse¢ao dos semiplanos (regido vidvel) definidos por cada umas das

inequacoes do conjunto das restrigoes;
(3) Tragar a reta f (x, y) =0, onde f (z, y) é a fungao objetivo;

(4) Se o problema for de maximiza¢ido tomar a reta paralela mais afastada da reta

f (z, y) = 0 que passe por um ponto da regiao viavel; se o problema for de minimi-
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zaG¢do tomar a reta paralela mais préxima da reta f (x, y) = 0 que passa por um

ponto da regiao viavel,

(5) o ponto (xg, yo) de intersegao da regido vidvel com a reta paralela mais afastada ou

mais proxima da reta f (x, y) = 0 é o ponto étimo e f (xq, yo) é o valor étimo.

Alguns problemas de Programacao Linear que envolvem trés variaveis ainda é
possivel de serem resolvidos graficamente. Outros nao. Os problemas com mais de trés

variaveis s6 podem ser resolvidos algebricamente.

O processo algébrico para resolver um problema de Programacdo Linear com

qualquer quantidade de varidveis ¢ chamado de Método Simplex.

Como estamos visando uma motivagao e aplicabilidade para os assuntos de Ensino
Médio, recorreremos a processos algébricos, um pouco mais trabalhosos, porém, mais
simples e que possam utilizar apenas conhecimentos sobre matriz, determinante e sistema

linear.

2.2.4 Método Algébrico Utilizando Solugoes Basicas Viaveis

Por suas caracteristicas um problema de Programacao Linear pode ser apresentado
de diversas formas. Em particular, para o nosso trabalho, apresentaremos aqui a forma

padrao e a forma candnica do problema.

A nocao de par ordenado esté presente no no 9° ano do Ensino Fundamental II e
durante todo o Ensino Médio. Entao, o par ordenado de niimeros reais x e y é representado

por (z, y). Dizemos que o par (z, y) é um elemento do R

Chama-se de terno ordenado de nimeros reais z, y e z a sequéncia (z, y, 2).

Um terno ordenado (x, y, z) é um elemento do R?.

Uma sequéncia ordenada de nimeros reais da forma (1, z3, -+ -, z,,) é chamada
de n-upla ordenada. As n-uplas ordenadas de niimeros reais pertencem ao conjunto

representado por R”.

%
Considere @ = (x1, T3y +-+ , xy) € b = (y1, Y2, -+, Yn) elementos do R™. O
%
produto interno de deb , que denotamos por (7, ), € o nimero real dado por
_>
(@, b)=a1y1+ T2y + -+ 0 Y .

Apresentaremos as formas padrao e canonica para um numero n de variaveis. A
funcao objetivo como um produto interno dos vetores @ = (c1,¢9,...,¢p), Cujas compo-
nentes sao os coeficientes da funcao objetivo, e 7 = (1, 22,...,x,), cujas componentes

sao as variaveis do problema, e as restri¢oes usando a notacao de somatério. Vejamos.

Um problema de Programagao Linear na forma padrao é apresentado assim:
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Maximizar (ou Minimizar) (¢, 7)
n
sujeito a Y- a;jx; < b, comi=1,2,...,m,
j=1
comz; >0,7=12,...,n.

Um problema de Programacao Linear na forma candénica é apresentado assim:

Maximizar (ou Minimizar) (¢, @)
n
sujeito a > a;;x; = b;, com ¢ =1,2,...,m,
Jj=1
comz; >0,7=1,2,...,n

Observe que uma diferenca entre as duas formas que salta aos olhos é em relacao
as restricoes. Numa forma temos um sistema de inequagoes lineares e na outra um sistema

de equagoes lineares.

Nesse sentido a utilizagdo da forma candnica é mais conveniente por apresentar
nas suas restrigoes equacoes lineares formando um sistema de equagoes lineares, cujos
métodos de resolucao sao conhecidos tanto no final do Ensino Fundamental quanto no

Ensino Médio.

Para transformar uma inequacao linear numa equacao linear acrescentamos uma
variavel. No nosso caso sera uma variavel ndo negativa que chamaremos de varidvel de

folga ou varidvel residual.

Vamos retomar o problema resolvido na Se¢ao 2.2.3. Assim, escrevendo o problema

na forma padrao temos:

3r+2y < 2450
.. r+3y < 2100
sujeito a
x < 600
y < 800

comz>0ey>0

Para escrever o problema na forma candnica acrescentaremos a cada inequacgao das

restrigoes as variaveis de folga nao-negativas z, t, w e u.

Com o acréscimo das variaveis de folga a funcao objetivo é dada pela expressao

f(z,y, z, t, w, u) = 30x + 45y + 0z + 0t + Ow + Ou .

Usando produto interno escreveremos a func¢ao objetivo da seguinte forma
[ (@, y, 2, t, w, u) =30z + 45y + 0z 4 0t + Ow + Ou =

= <(307 45, 0, 0, 0, 0)7 (iL’, Y, z, t, w, u)) = <C_1>7 'ﬁ> .
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Utilizando os vetores do produto interno acima, o problema seréd escrito na forma

canonica como:

Maximizar (¢i, 77)
- r + 3y + ¢ = 2100
sujeito a
T T w = 600
y 4+ u = 800

comz>0,y>0,2>20,t>0,w>0eu>0.

A fim de encontrar a solugdo 6tima de um problema de Programacgao Linear,
utilizaremos a noc¢ao de submatriz associada a matriz dos coeficientes de um sistema de

equagoes lineares.

Definicao 2.2.5. Considere um sistema linear m X n, com m < n. Seja A a matriz dos
coeficientes. Diz-se que uma submatriz M € M, xm € uma matriz base da matriz A se

M € uma matriz nao-singular.

A fim de exemplificar, tomemos o sistema linear 4 x 6 da forma candnica do nosso

problema.
3z + 2y + =z = 2450
x + 3y + t = 2100
x + w = 600
Y + u = 800

A matriz dos coeficientes do sistema linear é uma matriz 4 x 6 dada por

321000
130100
A —

100010

010001
3210

_ 130 1], . .
A matriz quadrada M, 4 x 4, onde M = Lo o é uma matriz base, pois

0100

além de ser uma matriz quadrada cuja ordem ¢é o niimero de equagoes do sistema temos

que M é uma matriz nao-singular. De fato, aplicando a definicdo de determinante temos

10
01

2
det (M) =1x (=1)**' x| 3
1

o O =

0
1| =1x(-1)*x1x(-1)*"x
0
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—1x(—1)'x1x(-1)'x(1x1-0x0)=1.

31 00
1 010

A matriz quadrada M’, 4 x 4 onde M’ = Lo o nao é uma matriz base.
00 0O

Com efeito, como a matriz M’ tem todos os elementos de uma linha (4* linha) iguais a

zero entao seu determinante é igual a zero. Portanto, M’ é uma matriz singular.
Vejamos agora os conceitos de varidveis bdsicas e varidveis nao-bdasicas.

Como vimos a matriz

3210
1 3 01
M —
1 0 00
01 00
é uma matriz base do sistema linear

3r + 2y + =z = 2450
x + 3y + t = 2100
T + w = 600
Y + w = 800

As variaveis do sistema linear correspondente a uma matriz base M sdo chamadas
de waridveis bdsicas de M. Neste caso as variaveis basicas de M sao x, y, z e t.

Representaremos por X, a matriz formada pelas variaveis basicas de M.

Entao, a nossa matriz das variaveis basicas é X, =

SR S SN ]

As colunas da matriz A que nao formam a matriz base M formarao uma matriz

Ny cuja ordem é m x (n —m). No nosso exemplo a matriz Ny é

Ny =

o = O O
_ o O O

As varidveis do sistema linear correspondentes a matriz N, sdo chamadas de
varidvets nao-bdsicas. Representaremos a matriz das variaveis nao-béasicas de M por

vl

Y. No nosso exemplo, temos Yy, =
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Voltemos ao sistema linear

d3x + 2y + =z = 2450
r + 3y + t = 2100 (%),
x + w = 600

Y + uw = 800

A matriz dos coeficientes, a matriz das variaveis e a matriz dos termos independentes

do sistema sao, respectivamente,

T
321000 y 2450
130100 2100
A= Cx=|°| e B=
1 00 010 t 600
01 0O0O0°1 w 800
U
3210 0 0
1 3 01 0 0
A matriz M = é uma matriz base e temos a matriz Ny, = )
1 0 00 1 0
01 00 0 1
Além dessas, temos as matrizes das varidveis basicas e das varidveis nao-basicas sao as
x
matrizes X, = 4 eYy = ] , respectivamente.
z
t

X
Observe que a matriz { M Ny } é uma particdo da matriz A e a matriz [ M ]
M

¢ uma particao da matriz X.

M
X podemos, por meio de uma permutacao das colunas da matriz A e, usando a mesma

X
Y

X
Caso as matrizes [ M Ny } e YM ] nao sejam parti¢coes das matrizes A e

permutagao, nas linhas de X, obter A = [ M Ny } e X =

Logo, a equagao matricial do sistema pode ser escrita da seguinte forma

Xum

AX =B | M NM}X[ = B <= MXy + NyYy = B.

M

A matriz M é uma matriz inversivel, pois ela é uma matriz nao-singular. Entao,

podemos multiplicar os dois membros da igualdade acima pela inversa da matriz M. Dessa
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maneira obtemos as varidveis basicas da seguinte forma:

MXy+NyYy=B <— M 'MXy,+M*'NyYy=M"'B
= [, Xy+M'NyYy=M"'B
— Xy+M'NyYyu=M"'B
— Xy=M"'B—-M'NyYy (2.1)

Para concluirmos o desenvolvimento apresentaremos duas outras defini¢oes neces-

sarias ao estudo. Sdo elas:

Definicao 2.2.6. Considere um sistema linear m x n, com m < n, de equagdo matricial
AX = B. Diz-se que a matriz X € M, tal que AX = B é uma solucdo bdsica se as

varidveis ndao-bdsicas forem todas nulas.

Tomando Yy =
u

0
w ] = [ 0 } em (2.1) obtemos a matriz das varidveis bésicas

0
Xy=M'B-M'NyYy << Xy=M'B-—M'Ny { 0 ]

|

— Xy=M1'B (2.2)

— Xy=M1'B-

Tomemos o sistema linear (x). As matrizes das varidveis, das varidveis bésicas e

das variaveis nao-basicas sao, respectivamente,

2 R o+ n e 8
SR S SN

Pela Definicao 2.2.6 se w = 0 e u = 0, entao a matriz

|
I
o O =+ n o« 8

¢ uma solugao basica do sistema linear.
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Definicao 2.2.7. Considere um sistema linear m x n, com m < n, de equagcdo matricial
AX = B. Dizse que uma solugio bdsica X ¢é uma solucdo bdsica vidvel se as varidveis

basicas sao nao negativas.

Para ajudar na compreensao vamos encontrar as solugoes basicas e dentre elas

identificar quais sdo as solugoes basicas viaveis no problema apresentado na Secao 2.2.3.

Tomemos, entao, o sistema linear que foi escrito na forma canoénica do problema

3r + 2y + =z = 2450
r + 3y + 1 = 2100
x + w 600

Y + u = 800

A matriz dos coeficientes do sistema linear é

321000
1

. 30100
100010
010001

A matriz A tem 4 linhas e 6 colunas teremos, entao, um total de

6\ 6 6
4)  41(6 —4) 4120

submatrizes quadradas de ordem 4. Essas matrizes serao as candidatas a matriz base do

15

sistema.

Essas 15 submatrizes sao:

3210 3210 3210
1301 1300 1300
Ml— M2: Mg:
1000 1001 1000
0100 0100 (010 1
(39 0 0] 320 0| (3 2 0 0
1310 1310 1300
M, = M = M, =
1001 1000 1010
0100 0101 0101
(310 0] 310 0] (3100
1010 1010 1000
M; = Mg = My =
1001 1000 1010
0000 0001 (000 1
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3 000 21 00 21 00
1 100 3 010 3 010
MlO - ) Mll - ) M12 - 9
1 010 00 01 00 00O
0 0 01 1 0 00 1 001
2100 2000 1 0 0 0
3 000 3 1 00 01 00
M13 - ) M14 - (& M15 =
0010 0010 0010
1 0 01 1 0 01 0001

Utilizando a Definicao 2.2.5 podemos identificar quais dessas 15 matrizes sao
matrizes bases. Faremos alguns casos para exemplificar. Além disso, dentre as matrizes

bases que possuem solugoes basicas vamos verificar quais sao as solugoes bésicas viaveis.

3210
1 3 01
100 0
0100

A primeira submatriz é M; =

O determinante desta matriz pela Defini¢cao 2.2.5 é igual a 1.

Como a matriz M; é uma matriz quadrada cuja ordem ¢ igual ao niimero de linhas

da matriz A e seu determinante é diferente de zero, temos que M; é uma matriz base.

Tomando as variaveis correspondentes a matriz M7, que serao as variaveis basicas,

temos a matriz

N

e, . ~ ;. ~ - w
As varidveis nao-bésicas serdo w e u, entao, Yy, = [ ] )

A matriz inversa da matriz M; é

32101000 1000/0010
13010100%;:2301000001&1‘:@_{;5;
10000010 32101000

0100[(000°1 13010100

1000/00 1 0 100000 1 0
0100000123:2_2:;2301000001
0210[10 =30 001010 —3 —2
0301[01 —10 000T1(01 -1 =3
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00 1 0
. ) , 21 00 0 1
Portanto, a matriz inversa da matriz M; é M, ~ =
1 0 -3 -2
01 -1 -3
Sendo B a matriz dos termos independentes e por (2.2) segue que
x 00 1 O 2450
00 0 1 2100
Xy, = M;' x B <= Y= X
z 10 -3 -2 600
t 01 -1 -3 800
x 0 x 2450 40 x 2100 4+ 1 x 600 + 0 x 800
vl 0 x 2450 4+ 0 x 2100 4 0 x 600 + 1 x 800
z 1 % 2450 + 0 x 2100 + (—3) x 600 + (—2) x 800
t 0 x 2450 + 1 x 2100 + (—1) x 600 4 (—3) x 800
x 600 600
800 800
Yl = — Xy, =
z —950 —950
t —900 —900

Nem todos os elementos da matriz X, sao nao negativos. Concluimos que a matriz

600
800
—-950
—=900

E<\
Il

nao é uma solugao basica viavel.

Verifiquemos, agora, as submatrizes M; = e My =

— =W

1
0
0

o O =

0
1
0

o O = O
o = O O
_ O W N
_— o O O

0 0 0 0

Como as matrizes possuem todos os elementos de uma de suas linhas iguais a zero,
entdo os seus determinantes sao iguais a zero. Portanto, pela Definicao 2.2.5 as matrizes

M7 e Mi; ndo sdo matrizes bases.

Nas matrizes acima vimos como devemos proceder para verificar se a matriz é base
ou nao como também se uma solucao basica é vidvel ou nao. Para nao ficar enfadonho,

vamos verificar as cinco matrizes que nos interessam para o problema.
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Considere a submatriz

M15 =

o o O =
o O = O
o = O O
_ o O O

Note que essa matriz é a matriz identidade de 4* ordem e seu determinante é igual

a 1. Portanto, a matriz M5 é uma matriz base.

A matriz inversa da matriz unidade de ordem n é a prépria matriz. Assim temos

1 0 0O

_ 01 00
]\4151 =

0010

0 0 01

A matriz das variaveis basicas é correspondente a matriz M5 é

2 8 < W

Sendo B a matriz dos termos independentes e pela Definicao 2.2.6 segue que

z 1000 2450
Xy = Ml x B = t _ 0100 2100
w 0010 600
u 0001 800

1 x 2450 + 0 x 2100 + 0 x 600 + 0 x 800
0 x 2450 + 1 x 2100 + 0 x 600 + 0 x 800
0 x 2450 + 0 x 2100 + 1 x 600 + 0 x 800
0 x 2450 + 0 x 2100 + 0 x 600 + 1 x 800

2 &

z 2450 2450

t 2100 2100
= = AMs =

w 600 600

U 800 800
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A matriz X, tem todos os seus elementos positivos e as variaveis nao bésicas sao

nulas, entao

o
0
_ 2450
Xz =
P | 2100
600
| 800 |
¢ uma solucao basica viavel.
3100]
. . 1010 ) .
Considere a submatriz Mg = L oo ol Aplicando o mesmo procedimento
00 01
utilizado para a matriz M5, concluimos que a matriz Mg é uma matriz base.
00 1 0
1 0 -30
A matriz inversa da matriz Mg é Mg ' =
01 -1 0
00 0 1

Tomando as variaveis correspondentes a matriz Mg, que serdo as variaveis basicas,

temos a matriz

z 600
P 650

Ms ¢ Ms 1500
U 800

Como a matriz X, tem seus elementos positivos e as varidveis nao-basicas nulas,

entao a matriz

600
0
~ | 650
1500
0
800

¢ uma solucao basica viavel.

Considere a submatriz M3 = . Aplicando o mesmo procedimento

_ O W N
o O =
S = O O
o o O

0 1
utilizado para a matriz M5, concluimos que a matriz M3 é uma matriz base.
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1
0 5 00
L . ;a1 1 -2 00
A matriz inversa da matriz M3 é M5 =
0O 0 10
1
0 —3 01

Tomando as variaveis correspondentes a matriz M3, que serao as variaveis basicas,

temos a matriz

” 700
p 1050
Kana = | = K=
u 100

Como a matriz X, tem seus elementos positivos e as varidveis nao-bésicas nulas,

entao a matriz

700
1050

600
100

¢ uma solucao basica viavel.

Considere a submatriz Mg = . Como o determinante é diferente de

O~ =W
_ o W N
o = O O
_ o O O

zero, temos que Mg é uma matriz base.

e
|
N

A matriz inversa da matriz Mg é Mg ' =

|
o 3|~
~N 3w
_ o O
_ o O O

—_

N1
~|w

Tomando as variaveis correspondentes a matriz Mg, que serao as variaveis basicas,

temos a matriz

T 450
y 550
Mo = Me 150
u 250

Como a matriz X,y tem seus elementos positivos e as varidveis nao-bésicas iguais
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a zero, entao a matriz
450
550

150
250

¢ uma solugao basica viavel.

Considere a submatriz My = . Como a matriz M5 tem determinante

O = = W
S W N
o = O
o O O

1 01
diferente de zero, temos que My é uma matriz base.

0
1
2

A matriz inversa da matriz M é M; ' =

O = O O

NIw NI~ l
nojee

_ o O O

N N

=

Tomando as variaveis correspondentes a matriz Ms, que serdo as variaveis basicas,

temos a matriz

x 600
y 395

Ms ¢ Mo | 595
U 475

Como a matriz X, tem seus elementos positivos e as variaveis nao-basicas iguais

a zero, entao a matriz

600
325
0
925
0
475

>
I

¢ uma solucao basica viavel.

As outras matrizes da lista das quinze ou nao sdo matrizes bases ou sao matrizes

bases mas a solugao nao é basica viavel.

Note que a regiao viavel do problema da Se¢do 2.2.3 era um pentagono, ver Figura 7
na pagina 50, e nos calculos acima encontramos exatamente cinco solucoes bésicas viaveis.
Portanto, podemos utilizar as solugoes bésicas viaveis para resolver algebricamente um

problema de Programacao Linear.



70 Capitulo 2. Problemas de Otimizagdo

Vamos resolver o problema de Programacao Linear apresentado na Secao 2.2.3
utilizando o conhecimento de solugoes basicas viaveis. Para tanto necessitamos da defini¢ao
de ponto extremo e de proposicoes que nos garanta (i) que uma solugao bésica vidvel
¢ um ponto extremo da regiao viavel e (ii) que a solugdo 6tima é um ponto extremo da

regiao viavel.

Definicao 2.2.8. Se denomina ponto extremo de um conjunto convero S qualquer
ponto P de S que ndo pode ser escrito como uma combinacao linear convezxa de dois pontos
distintos de S.

Um segmento de reta AB é um conjunto convexo, uma vez que qualquer um de
seus pontos pode ser escrito como uma combinacao linear convexa de A e B. Neste caso,

os pontos A e B sao pontos extremos do conjunto convexo.

No caso de um poligono no plano os pontos extremos nao serao outros senao os seus
vértices. Assim, no plano, os pontos extremos de um conjunto convexo S sao os vértices

do poligono que representa o conjunto.

A proposicao a seguir nos garante que uma solucao basica viavel é um ponto

extremo da regiao viavel do problema.

Proposicao 2.2.1. Toda solugdo bdsica vidvel de um sistema linear m X n, com m < n,

de equacao matricial AX = B é um ponto extremo da regido vidvel do problema.

Demonstracio. Chamemos a regiao viavel do problema de S. Consideremos um sistema

linear de equacao matricial AX = B.

Sem perda de generalidade tomemos uma solugao basica viavel

|
I

, com T; >0, paratodo i=1,...,n.

0

do sistema AX = B e M a matriz base associada a A, cuja a matriz das variaveis basicas
Ty
é Xy =

Tm

Suponha que X ndo seja um ponto extremo de S. Entdo, podemos escrever X

como uma combinagao linear convexa de dois pontos distintos P e () de S. Assim,

X=01-t)P+tQ, com 0<t<l1.
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Tomando os elementos Z; da matriz X temos
Como 0 <t < 1 temos que t e 1 — ¢t sao niimeros positivos, entao T; = 0 se, e somente se,
pi=0eq =0.

Segue que as tltimas (n —m) igualdades serdo satisfeitas se

Pm+i = qm+i = 0 para Z:1a277(n_m)

Logo, P e () sao solugoes basicas.

D1 1
Sejam P = S, e Q= © |, com Py # @), matrizes de variaveis
D A
basicas. Entao, podemos por 2.2 escrever M Py; = B e MQy; = B. Subtraindo membro a

membro temos

MPy —MQy=B—-—B<= M(Py—Qu)=0,
onde O é a matriz nula. Como Py — Qp # O, segue que det (M) = 0 e com isso M nao é
uma matriz base (contradigao).

Concluimos que nao existem P,Q € S distintos tais que X pode ser escrita como

uma combinacao linear convexa de P e Q. Entdo, X é um ponto extremo de S.

Portanto, toda solugao basica vidavel é um ponto extremo da regiao viavel do

problema. O

Por exemplo, a regiao viavel do problema da Secao 2.2.3 é um pentagono, ver figura
7 na pagina 50, cujos vértices sdo A = X5, B= X3, G = X5, H=Xge F = X3,

Vejamos um lema que nos ajudard na demonstracao da préoxima proposigao.

Lema 2.2.1. Sejam Py, P, ---, P, pontos extremos de um conjunto convero S. Entao,

qualquer ponto X de S pode ser escrito da forma

n n
X:ZaiPi,com ZaizleaiZO, Vi=1,2,---,n.
i=1 i=1
Demonstracao. Considere uma regiao convexa S de vértices Py, Py, -+, P,, pontos extre-
mos. Sejam X um ponto qualquer na regiao interna de S e P, com w =1, 2, --- , n, um

vértice de S.

A semirreta com origem em P,, e que passa por X intercepta o segmento Py Py,

w# k ew # k+ 1, na fornteira de S, no ponto X', ver Figura 12.
Entao, existem ay, ag, f1, B2 € [0, 1], com a3 + g =1 e 51 + 5 = 1, tais que

X' =a1Py+asPep1 e X =0X + P, .
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Pwil -
Pw/
P,
P P,
Figura 12 — Regiao Convexa S de vértices Py, Py, ---, P,
Segue que

X =B (1 Py + asPyyr) + Po Py <= X = f1an Py + BraaPiy1 + B2 Py,

— X=0P+ - +0Pc 1 +MPe+ P14+ - +0P, 1+ X3P, +---+0P,,
com A\ + A+ A3 =1.
Se X estiver na fronteira da regiao convexa S concluimos, de forma anéloga, o resultado. [
A proposigao abaixo garante que a soluc¢ao 6tima do problema é um ponto extremo.

Proposicao 2.2.2. Se o problema de Programacao Linear admitir uma solugdo otima,

entao pelo menos um ponto extremo da regiao vidvel é a solu¢ao otima.

Demonstracao. Suponha S a regiao viavel limitada. Sejam Py, P, - -+, P, pontos extremos
de S. Pelo Lema 2.2.1 temos,

X:ZO@H, com Zaizl,aizo’vz.zl’z’...’n’
=1 i=1

onde X ¢ qualquer ponto de S.

Tomando a funcao objetivo f como um produto interno, f = (?, ?), onde @ é o

vetor cujas componentes sao os coeficientes da func¢ao objetivo e 7 =X, segue que
(@ 7) = <% zaz.p,.> = 0(P P+ o @ P bt (@ P
i=1

Seja P, 1 < k < n, um ponto extremo tal que (?, Py > <?>, P), Vi=1,2,---, n.
Entao,
<F>7 ?> = 041<?7 P1> +052<?7 P2> + e +Oén<€>7 Pn> S
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< Oz1<?, Pk> +062<?, Pk> + - —i—an(?, Pk> = zn:ozi <?, Pk> .

Como f: a; =1 ,a; > 0 segue que <7, 7) < (7, Py), para todo X € S.
=1

De forma analoga, se supormos que (7, Py) < (7, Py, Vi=1,2,---, n, conclui-
riamos (¢, @) > (¢, P,), para todo X € S.

Portanto, P, ¢ a solucao 6tima, o que demonstra a proposicao. O

Voltemos ao nosso problema que foi resolvido graficamente na Secao 2.2.3, cuja

solugdo 6tima é o ponto (450, 550), e vamos utilizar solugdo bésica vidvel para resolvé-lo.

O nosso problema na forma padrao ¢é escrito da seguinte forma

3r+2y < 2450
. r+3y < 2100
sujeito a
x < 600
y < 800
comz>0ey >0

e na forma canonica temos

— —
Maximizar (?, x'), onde ? =(30,45,0,0,0,0) e 2’ = (z, 9, 2, t, w, u)

3r + 2y + =z = 2450
. r + 3y + 1 = 2100
sujeito a
z + w = 600
Y + u = 800

comz>0,y>0,2>20,t>20,w>0eu>0.
Efetuando o produto interno, a funcao objetivo na forma canonica é

[z, y, 2, t, w, u) = 302 + 45y + 0z + 0t + Ow + Ou .
Utilizando as solugoes basicas viaveis temos:

1. Tomemos a solugao basica viavel
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Substituindo os valores na fungao objetivo temos
£ (0, 0, 2450, 2100, 600, 800) = 30x0+45x0+0x2450+0x21004+0x6004+0x800 <=

£ (0, 0, 2450, 2100, 600, 800) =0 .

Note que Xy, corresponde ao vértice A da Figura 8.

. Seja a solugao basica viavel

600
0
— 650
1500
0
800

Substituindo os valores na fungao objetivo temos

£ (600, 0, 650, 1500, 0, 800) = 30x600+45x0+0x65040x 15004-0x 600-+0x 800 <>

f (600, 0, 650, 1500, 0, 800) = 18000 .

Note que Xy, corresponde ao vértice B da Figura 8.

. Considere a solucao basica viavel

0
700
— | 1050
0
600
100

Substituindo os valores na fungao objetivo temos
£ (0, 700, 1050, 0, 600, 100) = 30x0+45x70040x 1050+0x 0-+0x600+0x 100 <=

f (0, 700, 1050, 0, 600, 100) = 31500 .

Note que Xy, corresponde ao vértice F' da Figura 8.

4. Considere a solucao basica viavel

[ 450
550

150
| 250
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Substituindo os valores na fungdo objetivo temos
£ (450, 550, 0, 0, 150, 250) = 30 x 450445 x550+0x0+0x0+0x 15040 x 250 <=

(450, 550, 0, 0, 150, 250) = 38250 .

Note que Xy, corresponde ao vértice H da Figura 8. Este ponto é a solugdo 6tima

do problema.

5. Por fim, seja a solucado basica viavel

600
325
— 0
925

0
475

Substituindo os valores na fungdo objetivo temos

£(600, 325, 0, 525, 0, 475) = 30 x 600445 % 325+0x 0+0x525+0x 040 x 475 <
£ (450, 550, 0, 0, 150, 250) = 32625 .

Note que X s, corresponde ao vértice G da Figura 8.

Podemos, entao, adotar o seguinte procedimento para a resolucao algébrica de um

problema de Programacao Linear. Vejamos passo a passo:

(1) Escrever o problema na forma padrao e em seguida na forma candnica;

(2) Determinar quais sdo as matrizes bases da matriz dos coeficientes do sistema na forma

canodnica;
(3) Encontrar as matrizes inversas das matrizes bases;
(4) Encontrar as solugbes bésicas e verificar quais delas sdo solugoes bésicas vidveis;

(5) Encontrar as imagens, pela fungao objetivo, das solugbes bésicas vidveis. O maior ou

menor valor das imagens é o valor 6timo do problema.

2.2.5 Problemas Propostos de Programacao Linear

Nesta secao apresentaremos uma lista de cinco exercicios de problemas de Pro-
gramagcao Linear que pode ser utilizada pelo docente do Ensino Médio nas suas aulas de

Geometria Analitica. Esses problemas podem ser resolvidos sem o auxilio de computadores.
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Caso se tenha um laboratério de Ensino de Matemaética pode-se utilizar o Geogebra
para a verificagao das regides convexas de cada restricao e a regiao viavel de um problema

de Programacao Linear.

A fonte das questoes estara colocada logo apdés o enunciado e em algumas fizemos

pequenas adaptagoes. Vamos as questoes.

Questao 1. Uma pessoa em dieta necessita ingerir pelo menos 20 unidades de vitamina
'"A", 10 unidades de vitamina "B'e 2 unidades de vitamina "C". Ela deve conseguir essas
vitaminas a partir de dois tipos diferentes de alimentos: A; e As. A quantidade de vitaminas
que esses produtos contém por unidade e o prego unitario de cada um deles estao expressos

na seguinte tabela:

Alimento | Vitamina "A" | Vitamina "B" | Vitamina "C" | Preco Unitario
Ay 4 1 1 R$30,00
Ay 1 2 - R$20,00

Qual a programacao de compra dos alimentos A; e Ay que essa pessoa deve fazer para

cumprir sua dieta, a menor custo possivel?

(Extraido de (13))

Questao 2. Uma fabrica tem 3 tipos de maquinas M, My e M3, a serem utilizadas
na fabricacdo dos produtos P; e Py. O quadro abaixo descreve como a fabrica opera

diariamente:

Maquinas | Produto P; | Produto P, | Disponibilidade Didria
M, 3 2 20 horas
M, 4 0 12 horas
M 2 5 18 horas

Qual a producao diaria a fim de que o lucro seja o maximo possivel, sabendo que o produto
P da lucro de 200 unidades monetarias e P, 50 unidades?
(Extraido de (13))

Questao 3. Suponhamos que um agricultor queira adubar a sua plantacao e disponha de
dois tipos de adubo. O primeiro contém 3¢ de fésforo, 1g de nitrogénio e 8¢g de potassio,
e custa 10 u.m. (unidades monetarias) por quilograma. O segundo tipo contém 2g de
fosforo, 3g de nitrogénio e 2g de potassio, e custa 8 u.m. por quilograma. Sabemos que um
quilograma de adubo d4 para 10m? de terra, e que o solo em que estdo suas plantacoes

necessita de pelo menos 3¢g de fésforo, 1,5¢ de nitrogénio e 4g de potéssio a cada 10m?.
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Quanto o agricultor deve comprar de cada adubo, para cada 10m? de terra, de modo a

conseguir ter o minimo custo?

(Extraido de (3))

Questao 4. Uma fabrica produz dois tipos de geradores, tipo A e tipo B, e cada um
deles deve passar por duas maquinas, C' e D. Para fazer um gerador do tipo A, a maquina
C' deve trabalhar 2 horas e a maquina D deve trabalhar 4 horas. Para fazer uma unidade
do tipo B, as maquinas C' e D devem trabalhar respectivamente, 4 e 2 horas. As maquinas
podem trabalhar 24 horas por dia. Sabe-se que a fabrica tem um lucro de 3.000 u.m. por
gerador do tipo A e um lucro de 5.000 u.m. por um do tipo B. Além disso, ela vende toda
a sua producgao. Sendo assim, perguntamos: quantos geradores de cada tipo a fabrica deve
produzir, para que seu lucro seja maximo?

(Extraido de (3))

Questao 5. Certa empresa fabrica dois produtos: P, e P,. O lucro unitario do produto P,
é de 1000 unidades monetérias e o lucro unitario de P, é de 1800 unidades monetarias. A
empresa precisa de 20 horas para fabricar uma unidade de P; e de 30 horas para fabricar
uma unidade de P,. O tempo anual de producao disponivel para isso é de 1200 horas.
A demanda esperada para cada produto é de 40 unidades anuais para P; e 30 unidades
anuais para P». Qual é o plano de producao para que a empresa maximize seu lucro nesses
itens?

(Extraido de (10))
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Conclusao

Quando ingressamos no programa do Mestrado Profissional um dos arquivos
existentes no sitio do PROFMAT era as Normas Académicas. No item 2.5 Disciplina de

Trabalho de Conclusdo de Curso, um trecho de um paragrafo continha:

"Os Trabalhos de Conclusao de Curso devem versar sobre temas especificos
pertinentes ao curriculo de Matemdtica do Ensino Basico e que tenham impacto

na prdtica diddtica em sala de aula’.

Entao, o interesse do tema originou de uma experiéncia pessoal vivida no ano de
1990 no terceiro ano do Ensino Médio do Colégio Vera Cruz quando lecionamos Geometria
Analitica e depois no ano de 2008 quando lecionamos, no Curso de Engenharia de Producao

Civil do Instituto Federal de Pernambuco, a disciplina Pesquisa Operacional 1.

Portanto, o objetivo desse nosso trabalho é servir de base para que o professor
de Ensino Médio tenha subsidios para mostrar ao aluno aplicagoes do estudo de, dentre
outros assuntos, Matrizes, Determinantes, Sistemas Lineares e Geometria Analitica em

problemas concretos e interessantes.

Nao temos resultados para mostrar oriundos de atividades desenvolvidas em sala de
aula, pois nao aplicamos essa proposta em turmas de Ensino Médio. Porém, acreditamos,
com base nas trés décadas de experiéncia nos Ensinos Fundamental II, Médio e Superior,

que é uma proposta viavel para Ensino Médio.

Optamos por apresentar uma solugao algébrica de um problema de Programacao
Linear utilizando solugoes bésicas viaveis ao invés do Método Simplex, pois apesar de
mais trabalhoso, a utilizagdo das solugdes basicas vidveis estao mais presentes no cotidiano
escolar de um aluno do Ensino Médio ja que envolve calculo de determinante, calculo de
matriz inversa e multiplicacdo de matrizes que sao assuntos de Matematica do segundo

ano do Ensino Médio.
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