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Resumo

A constante 7 serd apresentada desde a sua origem, nos problemas de
medidas de comprimento, drea, em particular o problema da quadratura do
circulo, até as pesquisas mais recentes sobre os algoritmos usados para o cél-
culo, de sua expansao decimal. Usando o método da exaustao calculamos o
comprimento e a area de um circulo de raio r. Mostramos a irracionalidade
de m. Apresentamos uma generalizagao de m para curvas fechadas, simples
e convexas. Finalmente, sugerimos algumas atividades didaticas envolvendo
os conceitos estudados.

Palavras-chaves: A constante 7, método da exaustao, quadratura do cir-
culo, irracionalidade de 7, generalizagao de .
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Abstract

The constant 7 will be presented in this work since its origin, in length
and area problems — particularly the problem of squaring a circle -, to the
most recent researches on algorithms used for the calculus of its decimal ex-
pansion. Using the exhaustion method we calculate the length and area of a
circle of radius r. We demonstrate the irrationality of 7. We also generalize
the constant 7 for convex, simple and closed curves. At last we suggest some
educational activities related to the concepts in study.

Key words: The constant 7 , exhaustion method, squaring the circle,
irrationality of 7, generalization of .
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Introducao

Neste trabalho apresentaremos a constante w. Certamente ela nao é so-
mente a mais antiga constante matematica, como também a mais pesquisada.

Inicialmente faremos uma abordagem historica, sendo o problema da qua-
dratura do circulo o mais importante problema de construcao geométrica,
responsavel por muitos avancos da matematica, entre eles o método da exaus-
tao e o teorema de Euclides. Finalizaremos essa parte inicial apresentando a
constante m como um limite.

Prosseguimos nossa exposi¢ao sobre 7, apresentando a demonstracao das
formulas para o célculo da area e do perimetro de uma circunferéncia. Em
seguida demonstraremos a irracionalidade de 7 e encerramos essa parte com
a generalizagao de 7. Para finalizarmos mostraremos algumas aplicacoesde 7
no célculo de areas e comprimentos, bem como sugestoes de atividades para
sala de aula do calculo de m, na verdade do calculo das aproximacoes de .



Capitulo 1

A constante 7

Neste capitulo vamos falar um pouco da historia desse niimero e conhe-
cer os primeiros resultados obtidos para 7, com destaque para o Método de
Exaustao de Eudoxo e também para o Teorema de Euclides, ambos com
origem no Problema da Quadratura do Circulo. Finalizamos com uma apre-
sentacao formal do nimero 7 e um breve texto sobre sua expansao decimal.

O nimero m é a razao entre o comprimento e o diametro de uma cir-
cunferéncia, sendo esta a mais antiga constante matematica que se conhece.
Sua representacao, pela letra grega m, deve-se a palavra perimetro (em grego:
“mpeLueTpos”), e foi introduzida em 1706, provavelmente por William Jones,
e popularizada por Leonar Euler alguns anos depois. Sao varias as aplica-
coes matematicas que dependem de 7, entre elas destacamos o perimetro de
uma circunferéncia, a area de um circulo e o volume de uma esfera, as quais
sao as mais elementares e, portanto, apresentadas aos estudantes, ainda na
educacao basica. No entanto, a constante 7 também esta nas formulas gra-
vitacionais e do eletromagnetismo da fisica.

O que faz de 7 um numero tao especial é que além dos fatos citados
acima, temos ainda aplicagoes na computacao, onde através da construcao
de algoritmos buscam-se cada vez mais uma maior quantidade de algarismos
de sua expansao decimal, os quais permitem que os computadores sejam
testados e classificados. H& ainda questoes em aberto, relacionadas a essa
constante, por exemplo:

i. m ¢ um ntmero normal, isto é, qualquer sucessao de algarismos aparece na
expansao decimal de 77



ii. Quais algarismos aparecem um nimero infinito de vezes na expansao de-
cimal de 77

Por esta razao a constante 7, apesar de sua antiguidade, é ainda fonte de
pesquisas em diversas areas. E mais, é uma das poucas pesquisas matemati-
cas que ao se descobrirem novos resultados, sua divulgagao nao se restringem
apenas aos meios de comunicacao cientifica e sim de massa.

Podemos ainda citar outros usos para essa constante, O rolar das on-
das numa praia, o trajeto aparente didrio das estrelas no céu terrestre, o
espalhamento de uma colonia de cogumelos, o movimento das engrenagens e
rolamentos, a propagagao dos campos eletromagnéticos e um sem niimero de
fenomenos e objetos, do mundo natural e da Matemaética, estao associados
as ideias de simetria circular e esférica. Ora, o estudo e uso de circulos e
esferas, de um modo quase que inexoravel, acaba produzindo o m, razao pela
qual ele ¢ uma das constantes universais da Matematica.

E importante chamarmos a atencao para o fato que também sao frequen-
tes as ocorréncias do 7w em estudos onde aparentemente, principalmente para
uma pessoa de pouca formacao matematica, nao estariam envolvidas sime-
trias circulares, como por exemplo na normalizacao da distribuicao normal
de probabilidades, na distribuicao assintotica dos nimeros primos, na cons-
trugdo de nimeros primos proximos a inteiros dados (na chamada constante
de Ramanujan), e muitas outras situagoes.

Os babilonios, dois mil anos antes de Cristo (a.C.), atribuiam a 7 o valor
3%, isto ¢ 3,124, enquanto os egipcios admitiam 7 = 4(2)? = 3, 16. Por volta,
do ano 250a.C., Arquimedes estimou que 3;—(1’ << 31—8 o que da ™ = 3, 14.

70
Liu Hiu, na China, no ano 264 de nossa era, obteve m = 3,14159.

O Velho Testamento, que foi escrito cerca de 500 anos a.C., embora ba-
seado em tradigoes judaicas bem mais antigas, contém um trecho segundo o
qual ™ = 3.

“Fez mais o mar de fundicao, de dez covados de uma borda até a
outra borda, perfeitamente redondo, e de cinco covados de alto; e
um cordao de trinta covados o cingia em redor.”

Velho Testamento - I Reis, VII:23

Os arqueodlogos vém trabalhando na Mesopotamia sistematicamente desde
antes da metade do século XIX e ja desenterram mais de meio milhao de



tabulas de argila, das quais 400 foram identificadas como estritamente ma-
tematicas. Os museus de Paris, Berlim e Londres e algumas Universidades,
como Yale, Columbia e Pensilvania tém excelentes colecoes dessas tabulas,
que sao de tamanho variavel e com espessura de aproximadamente uma po-
legada e meia. Frequentemente sdao de formatos arredondados, com escritas
cuneiformes em apenas uma de suas faces, e as vezes em ambas. Devemos
nosso conhecimento da mateméatica babilonica antiga' ao trabalho de deci-
frar e interpretar muitas dessas tdbulas o que ocorre somente pouco antes
de 1800, quando viajantes europeus notaram as inscri¢oes encontradas num
grande rochedo calcireo perto da aldeia de Behistun, na regiao noroeste do
atual Ira.

Foi em 1936 que se desenterrou em Susa, a cerca de 200 milhas da Ba-
bilonia, um grupo de tabulas, entre as quais, uma delas compara as areas e
os quadrados dos lados dos poligonos regulares de 3, 4, 5, 6 e 7 lados. Nessa
mesma tabula nos diz que a razao entre o perimetro de um hexagono regular
e a circunferéncia do circulo circunscrito é 0; 57, 36, o que nos leva a 3% como
aproximacao de 7.

De fato, 0; 57, 36 no sistema sexagesimal, corresponde a aproximadamente
0,96 no sistema decimal, dai, seja ps 0 perimetro de um hexagono regular
de lado L e C' o comprimento de uma circunferéncia de raio r, teremos que
r = L e assim

pe = 6L

C =2rL

e como a razao entre o perimetro do hexagono regular e a circunferéncia do
circulo circunscrito ¢ 0, 96, segue

6L 3 3 25 .1

'Deve-se entender babilonios antigos, por conveniéncia, pois muitos povos além destes,
como 0s sumérios, os caldeus, os assirios e outros, habitaram a area, numa época ou outra,
também se incluem na designagao geral.



Curiosamente, em 1931 um americano de Cleveland, Ohio, publicou um
livro segundo o qual ™ = 28%6, ou seja 3,16 e essa é uma aproximacao de m
obtida pelo escriba egipcio Ahmes, autor do papiro de Rhind, escrito dois
mil anos antes de Cristo. Entre os 110 registros que se encontram neste pa-
piro e no papiro de Moscou, 26 sao geométricos. A maioria desses problemas
provém de formulas de mensuracao necessarias para calcular areas de terras
e volumes de celeiros. Um desses registro nos diz que a drea de um circulo
8

€ igual & de um quadrado cujo lado € 5 do didmetro. Assim os egipcios ad-

mitiram que ™ = 4(%)2. De fato, se tomarmos um circulo de raio r, teremos

Ter?= (% . 27’)2 =772 = (%)2 =7 = % =14 (%)2. Acredita-se que este

resultado tenha sido obtido empiricamente.

Como de fato, a razao entre o comprimento de uma circunferéncia e seu
diametro, independe da circunferéncia, essa razao é, portanto constante.

Mesmo ap6s quatro mil anos, a busca por novas aproximacoes para o valor
de m com um ntmero cada vez maior de algarismos decimais tem sobrevi-
vido, e mais ainda, com o advento dos supercomputadores e a descoberta
de algoritmos tebricos muito mais eficientes do que os métodos usados até
entao. Em 1989 foi publicado na revista “Science News” que David e Gregory
Chudnovski, da Universidade de Columbia, nos Estados Unidos, calcularam
um valor aproximado de m com 1 bilhao de algarismos decimais exatos.

1.1 Os trés problemas classicos de construcao

Uma das linhas de desenvolvimento da Matematica ¢ o da geometria
superior, ou geometria de curvas outras que nao a reta e a circunferéncia e
superficies outras que nio o plano e a esfera. E curioso que essa geometria
superior tenha se originado nas tentativas seguidas de resolver trés problemas
de construcao, a saber:

e Duplicacao do cubo

A duplicacao do cubo ou o Problema de Delos é um problema de cons-
trucao geométrica que consiste em obter um método para dada, a aresta
de um cubo, construir com régua e compasso, um cubo cujo volume ¢
o dobro do volume do cubo dado.

e Trisseccao do angulo



O problema da Trisseccao do angulo consiste em, dado um angulo qual-
quer, construir um outro com o treco de amplitude.

e (Quadratura do circulo

A Quadratura do Circulo é também um problema de construgao geo-
métrica, com uso de régua e compasso, no qual deve-se construir um
quadrado com area equivalente a de um circulo dado.

1.2 Quadratura do Poligono

E possivel que a geometria tenha origem as bordas do Rio Nilo, pois
segundo os escritos de Her6doto, em funcao das frequentes enchentes deste
rio eram necessarias a realizacao de medidas de areas para que as terras
fossem redistribuidas entre os que haviam sofrido prejuizos com a cheias,
como se pode ver em:

“IQuando das inundagoes do Nilo] o rei Sésostris enviava pes-
soas para inspecionar o terreno e a diminuicao dos mesmos para
atribuir ao homem uma reducao de impostos.”

Hero6doto, oeuvres complétes 11 109, p.183

Os impostos eram calculados proporcionalmente a area dos lotes e ao
volume de graos produzidos, assim, de fato fazia-se necessaria uma nova me-
dicao a cada enchente do Rio Nilo. Esse fato nos permite localizar na agri-
mensura pratica do antigo Egito os primordios da Geometria como ciéncia, e
os problemas de quadrar um poligono surgem naturalmente, visto que o cél-
culo das areas era realizado com base em um quadrado, usado como unidade.

A notacao que usaremos para a area de um poligono P é a?, onde a é um
segmento. Assim o poligono P é equivalente, isto é tem a mesma area de um
quadrado de lado a.

Vamos descrever um método que permita transformar um poligono qual-
quer em um quadrado de mesma &rea, e para isso, iniciaremos com a qua-
dratura de um triangulo.

Se um triangulo qualquer é dado, sejam b um lado qualquer e h a altura
relativa a esse lado. Se este triangulo é equivalente a um quadrado de lado
a, entao teremos:



s bxh N bxh
a” = a=
2 2
Mas, dessa forma podemos dizer que a é a média geométrica entre g e h,

cuja construcao é

/s a a

ro | o

Assim o lado do quadrado de éarea igual a area de um triangulo dado, é
numericamente, a média geométrica entre a metade da base e a altura rela-
tiva a essa base.

Para transformar um poligono qualquer em um quadrado equivalente, de-
vemos primeiro transformar esse poligono em um triangulo equivalente, antes
porém cabe lembrar que a area de um triangulo nao muda quando mantemos
sua base fixa e deslocamos o vértice oposto sobre uma paralela a essa base,
visto que os triangulo assim construidos tém mesma base e mesma altura,
que neste caso é a distancias entes as paralelas.

Considere entao o problema de transformar um quadrilatero em um tri-
angulo equivalente. A figura mostra um quadrilatero ABC'D qualquer. Tra-
camos entao por C' uma reta paralela & diagonal BD que encontra AB em
C'. Dessa forma, os triangulos BDC' e BDC" sao equivalentes e, portanto o
triangulo AC'D é equivalente ao quadrilatero ABCD.




No caso de quadrilatero nao convexo, a figura a seguir mostra que o
problema tem solucao simples, veja:

O quadrilatero ABCD é equivalente ao triangulo ADC’, visto que os tri-
angulos CC’B é equivalente ao triangulo CC’D. E para resolver o problema
geral, isto ¢, o de transformar um poligono qualquer em um quadrado equi-
valente, basta mostrar que um poligono de n lados pode ser transformado em
um poligono equivalente de n — 1 lados. A figura abaixo mostra um poligono
A1A3A3 ... A,. Tracando por A; uma paralela a A;A, obtemos um ponto
A} na reta A,_1 A, e é claro que o poligono AjA3A3... A,_1, de n — 1 lados
é equivalente ao poligono A;A>As ... A, de n lados. Note que os triangulos
AnAs Al e A Ay Al sa0 equivalentes.

Az

Portanto sempre é possivel construir um quadrado equivalente a um po-
ligono qualquer.

1.3 A Quadratura do Circulo

A quadratura do circulo é um problema de construcao geométrica muito
antigo, onde se pede para construir um quadrado de area equivalente a de
um circulo dado e sendo introduzida a restricao de que somente régua nao
graduada e compasso devem ser usados na construgao, nao havera solucao



possivel. Passaram-se mais de dois mil anos até que isto fosse provado.

Esse problema da quadratura do circulo encontra-se registrado no papiro
de Rhind, o qual ¢ datado como sendo do ano 1600 antes de Cristo, onde
ha varios problemas em que a area de um circulo é expressa como a area de
um quadrado cujo lado é oito nonos do diametro do circulo, logo o problema
aparece como sendo de area e nao de construcao, porém Aristofanes refere-se
ao problema da quadratura como construcao, em seu Os Pdssaros, escrito
por volta do ano 414 antes de Cristo.

Aristofanes faz com que Métron, um astronomo, traga consigo uma ré-
gua e um compasso e faca certas construcoes “a fim de que seu circulo possa
tornar-se um quadrado”. Essa ‘solucao’ ¢ um simples jogo de palavras, pois
Métron meramente inscreveu um quadrado num circulo.

O problema somente foi seriamente trabalhado por Anaxagoras, Hipdcra-
tes, Antifon, Hipias e Arquimesdes, entre os anos de 440 e 212 antes de Cristo.
Em funcao deste trabalho Hipocrates conseguiu a quadratura de certas lu-
nas e Antifon pensou que tivesse resolvido o problema inscrevendo poligonos
regulares num circulo. Hipias desenvolveu a “quadratriz’” para resolver o
problema e Arquimedes usou a “espiral de Arquimedes” para a solucao.

Figura 1.1: Espiral de Arquimedes Figura 1.2: Quadratriz de Hipias

1.4 Método da Exaustao

Sobre o problema da quadratura do circulo, uma das importantes con-
tribuicoes foi dada por Antifon, quando antecipou a ideia de inscrever um
poligono em um circulo, e dobrar o niimero de lados sucessivamente de modo



que a diferenca entre este poligono e o circulo seja cada vez menor até a di-
ferenca exaurir. Assim, como ja vimos que é possivel construir um quadrado
com area igual & de um poligono qualquer, seria entao possivel construir um
quadrado de area igual a de um circulo. Essa abordagem tornou-se a base
do Método da exaustao grego.

Pode-se também considerar que o método da exaustao foi uma resposta
da escola platonica aos paradoxos de Zenao e é creditado a Eudoxo.

O método da exaustao admite que uma grandeza possa ser subdividida
indefinidamente e a base estd na proposicao: Se de uma grandeza qualquer
subtrai-se uwma parte nao menor do que a sua metade, do restante subtrai-se
também uma parte nao menor do que sua metade, e assim por diante se che-
gard por fim a uma grandeza menor do que qualquer outra predeterminada
da mesma espécie.

Arquimedes de Siracusa (287-212a.C.) é considerado um dos maiores ma-
tematicos da antiguidade. Destacou-se entre os demais pela quantidade e
dificuldade dos problemas que tratou, pela originalidade de seus métodos e
pelo rigor de suas demonstragoes, e entre esses métodos, o da exaustao.

“Em seu trabalho, desenvolveu também o método de exaustao, cre-
ditado a Eudoxo, pelo qual se aproxima a quantidade desejada pe-
las somas parciais de uma série ou pelos termos de uma sequién-
cia. Obteve aproximacoes da drea de um circulo comparando-a
com as dreas de poligonos requlares inscritos e circunscritos.”

Boyer, 1995

Assim o método da exaustao, nome dado no século XVII por Gregorio de
S.Vicente, é também conhecido como Principio de Eudoxo-Arquimedes.

O método de exaustao é¢ o fundamento de um dos processos essenciais
do calculo infinitesimal, no entanto, no calculo considera-se a soma de um
numero infinito de parcelas, enquanto Arquimedes nunca considerou que as
somas tivessem uma infinidade de termos, visto que para poder definir uma
soma de uma série infinita seria necessario desenvolver o conceito de nimero
real que os gregos nao possufam.

Muitos falam do método de exaustao como um processo geométrico de

passagem para ao limite, alguns concordam outros nao. Os que nao concor-
dam argumentam que a nocao de limite pressupoe a consideracao do infinito

10



que esteve sempre excluida da matemética grega, mesmo em Arquimedes.
O trabalho dele foi, provavelmente, o mais forte incentivo para o desenvol-
vimento posterior da ideias do limite e de infinito, que somente ocorreu no
século XIX. De fato, os trabalhos de Arquimedes constituem a principal fonte
de inspiracao para a geometria do século XVII que desempenhou um papel
importante no desenvolvimento do célculo infinitesimal.

Para compreendermos melhor o método de exaustao vamos apresentar a
teoria das proporcoes formulada por Eudoxo e apresentada por Euclides no
Livro V dos seus Elementos.

A teoria das proporcoes que é aplicavel a grandezas mensuraveis e também
a grandezas incomensuréveis, indo portanto de encontro a teoria aritmética
dos pitagoéricos. Euclides, com a definicao 3 do Livro V, define razao dizendo
que uma razao € uma espécie de relacao a respeito do tamanho entre duas
grandezas do mesmo tipo. Em seguida, apresenta a definicdo 4: Diz-se que
tém uma razao as grandezas que sao capazes, quando multiplicadas, de se
exceder uma G outra. A primeira definicao, a 3, na verdade nada define; no
entanto, a segunda caracteriza duas grandezas de mesma espécie, isto é, do
mesmo tipo (dois comprimentos, duas areas ou dois volumes). Esta defini¢ao,
na linguagem atual, considerando a existéncia de nimeros reais como: dados
dois ntimeros reais positivos a e b com b # 0, existe um niimero natural n tal
que nb > a.

A definicao 5, do Livro V, é a base da teoria das proporcoes: Diz-se
que grandezas estao na mesma razao, o primeira para a sequnda e a terceira
para a quarta, quando, dados quaisquer equimiltiplos da primeira e da ter-
ceira e dados quaisquer equimiltiplos da sequnda e da quarta, os primeiros
equimailtiplos simultaneamente excedem, sao simultaneamente iguais ou fi-
cam simultaneamente aquém dos ultimos. A definicao 6, do mesmo livro diz:
Grandezas que tém a mesma razao dizem-se proporcionais, esta definicao ro-
bustece a anterior, de modo que usando a notacao, empregada hoje as duas
definicoes, por ser expressas da seguinte forma:

7 = < se, e somente se, dados os inteiros m e n sempre que
ma < nb, entao mc < nd, ou se ma = nb, entao mc = nd, ou

ainda se ma > nb, entao mc > nd.

Esta definicao, nos leva ao que hoje denominamos Propriedade Funda-
mental das Proporcoes: em toda propor¢ao, o produto dos meios € igual ao

11



produto dos extremos, algebricamente temos:

meios

~ =
a:b=c:d< bc=ad.
—_—
extremos
Consideremos, por fim, a definicao 7, do Livro V: Quando, dos equimul-
tiplos, o multiplo da primeira grandeza excede o multiplo da segunda, mas o
miltiplo da terceira nao excede o multiplo da quarta, diz-se que a primeira
tem uma razao maior para segunda do que a terceira para a quarta. Esta
definicao significa que se para quaisquer dois niimeros naturais m e n quando
for verdadeira a desigualdade ma > nb e for falsa a desigualdade mc > nd,
entao ¢ certo que § > <.

Uma aplicacao dessa teoria das proporcoes de Eudoxo, é a demonstracao,
do caso dos triangulos, da proposicao 1 do Livro VI dos Elementos de Eucli-
des: Tridngulos e paralelogramos sob a mesma altura estao entre si como as
suas bases. E também do Teorema de Tales (Elementos VI, 21).

Vejamos entao uma demonstracao para o Método da Exaustao.

Proposicao 1.4.1. Se de uma grandeza qualquer subtrai-se uma parte nao
menor do que a sua metade, do restante subtrai-se também uma parte nao
menor do que sua metade, e assim por diante se chegard por fim a uma
grandeza menor do que qualquer outra predeterminada da mesma espécie.

Demonstracao. Considere x e y duas grandezas de mesma espécie. Supo-
nha, sem perda de generalidade, que x > y.

Como foi definido que dados dois nimeros reais positivos a e b com a > b
existe um ndmero natural n tal que nb > a, assim temos que existe k, tal
que ky > x. Assim tomemos as grandezas a e ky.

L ]

L]

ky
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Se de x retirarmos mais da metade e de ky retirarmos k, restardao duas
grandezas, a saber 1z > 21 ¢ (k— 1)y > 2.

Se de x; retirarmos mais da metade e de (k — 1)y retirarmos k, restarao
outras duas grandezas, a saber %xl > x5 e (k—2)y > x5 E se assim
procedermos, no (k — 2)-ésimo passo, vamos obter a grandeza zj_» tal que
2y > xp_o. Se de xj_o retirarmos mais da metade e de 2y retirarmos vy,
restard a grandeza x;_q tal que y > xy_1.

Portanto ao final do (k — 1)-ésimo passo, obtemos uma grandeza xj_;
menor do que y, o que prova o método da exaustao.

1.5 Teorema de Euclides

A proposicao 2 do livro XII dos FElementos de Fuclides nos diz que Cir-
culos estao entre si como 0s quadrados sobre os didmetros. Em linguagem
matemaética atual esta proposicao é expressa da seguinte forma: a razao entre
as dreas de dois circulos € igual a razao entre os quadrados de seus didmetros.
Isto é:

A D?
i

onde A é a area do circulo de diagonal D e a ¢ a &rea do circulo de

diagonal d.

Demonstracao. Sejam dois circulos de areas A e a e diametros D e d,
respectivamente. Vamos admitir que a proposicao é falsa, assim sendo o
circulo de area A esta para uma certa area A’, com A’ # a, assim como D?

3 o 2 . .
esta para d2, isto é % = %. Como A’ # a, temos dois casos a considerar:
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Caso (i): A <a

Vamos aplicar o método da exaustao as quantidades a e a — A’ e para isso
vamos inscrever no circulo de drea a um quadrado de vértices FE, F', G e H.

Se pelos pontos F, F', G e H, tracamos tangentes ao circulo obtemos um
quadrado cuja area é o dobro da area do quadrado inicial, que por sua vez
tem area maior do que a metade da area do circulo.

E sejam os pontos K, N, M e L, pontos médios de cada um dos arcos
EF, FG, GH e HFE, respectivamente, e tracemos os segmentos de reta que
unem os pontos K, L, M e N com os extremos dos arcos de que eles sao
pontos médios.

14



Agora, tracando por K a tangente ao circulo que obtemos é possivel obter
o retangulo FE'F'F,

A

cuja area é o dobro da do triangulo FFK, que por sua vez ¢ maior do
que a metade da area do segmento de circulo EF K; este fato ocorre tambhém
com cada um dos triangulos FNG, GMH e HLE.

Dessa forma, repetindo por varias vezes este processo de inscrever poligo-
nos no circulo, vamos obter, com base no método da exaustao, um poligono
cuja area sera designada por p. Assim, subtraindo de a, A’, ou seja, fazendo
a— A', afirmamos que a — p < a — A’, o que implica p > A’.

Agora considere P a area de um poligono semelhante ao poligono de area

p, e inscrito no circulo de didmetro D. Como poligonos semelhantes inscritos
em circulos estao entre si como os quadrados sobre os diametros, concluimos
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P D?

2 2
que 5 = G- Como supomos que % = ld)—Q e que concluimos a pouco que
P _ D2 e P __ A . L,
5 = @ bor transitividade o= o E como P < A, visto que o poligono de

area P estd inscrito num circulo de area A, e isso implica que p < A’, o que
¢ contraditorio, logo a hipotese que A’ < a néo se verifica.

Caso (ii): A’ > a

A D?

, . ’ 2 .
Como 4; = gz ¢ equivalente a AZ = %, e assim analogamente ao caso

. . . . . ’, », /
anterior, podemos admitir que existird uma area A” tal que AZ = 7 € como

hipotese A’ > a, concluiremos que A” < A e portanto nao se verifica também
que A’ > a. Portanto isso mostra que A’ somente pode ser igual a a, conforme
queriamos.

1.6 O numero 7

O namero 7 é definido como a razao entre o comprimento de uma circun-
feréncia e o seu diametro.

Definicao 1.6.1. Sejam n > 3 um ndmero natural e Ay, A, ..., A, pontos
distintos do plano. Dizemos que Ay, As, ..., A,, € um poligono convexo se, para
1 <¢ < nareta A;A;1; ndo contém nenhum outro ponto A; , mas deixa todos
eles em um mesmo semiplano, dentre os que ela determina, devendo ainda
Ay = A, A = AL A = A, A = A Cada segmento A, A,
denomina-se lado do poligono e cada ponto A, denomina-se vértice.

Definicao 1.6.2. O perimetro de um poligono é a soma dos comprimentos
dos lados desse poligono.

Definicao 1.6.3. Um poligono é dito reqular quando todos os seus lados sao
congruentes, isto é, tém a mesma medida.

Seja uma circunferéncia de raio R e sejam poligonos regulares inscritos
com 2" lados.
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Inicialmente, calculemos o perimetro desses poligonos regulares inscritos
e, para isso considere p, , o poligono regular com 2" lados, [, o compri-
mento de cada um de seus lados e ainda ¢,, o perimetro desse poligono, assim
¢, = 2" %1, , para todo n inteiro maior do que ou igual a 2, isto é,2 < n € Z,
onde Z é o conjunto dos niimeros inteiros.

Vejamos que, a partir do poligono p,,, para construirmos o poligono p, 1
basta tomar como novos vértices os pontos médios de cada arco de circunfe-
réncia que une dois vértices consecutivos do poligono p,,, dessa forma obtemos
o poligono p,, 11 cujos lados sao [, 1, conforme a figura a seguir:

Assim podemos afirmar, com base na desigualdade triangular que, [,, <
lns1 + oy = 2144, € como ¢, = 2" X [, temos

Cn = 2", < 221 = 2" = ot

Temos ainda que, o perimetro do quadrado inscrito na circunferéncia de
raio R é maior do que o didmetro dessa circunferéncia, isto é cy = 22 x [y >
2l; > 2R e dessa forma teremos que 2R < co < 3 < -+ < ¢p < Cpyp < -+
que é uma sequéncia {c,} , positiva e estritamente crescente.

Ainda na mesma circunferéncia de raio R, tome poligonos regulares cir-
cunscritos P,, com 2" lados. Temos a seguir uma figura que ilustra os casos
emquen=2en=3.

Note que, a partir do poligono P,, para construirmos o poligono P,
basta tomar os segmentos que tangenciam os pontos médios de cada arco
de circulo que une dois vértices de P, dessa forma obtemos o poligono P,
cujos lados sao L,11, sendo L, o comprimento do lado do poligono F,.
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Seja C, e o perimetro de P,, temos C,, = 2" x L,, . Como por construcao
L, > 1, , consequentemente C,, > ¢,. Veja:

Temos ainda que Cy = 22 x 2R = 8R , pois L, = 2R, diametro da cir-
cunferéncia.

Com base na desigualdade triangular, é possivel verificar que C, 1 <
C,<---<C3<Cy=8R,mas, ¢, <, , segue que ¢, < C,, < Cy =8R
e assim 2R < ¢ < ¢c3 < -+ < ¢, < C--- < 8R, e este fato garante que

lim ¢, existe. Definindo o perimetro por [(C) = lim c¢,, teremos, para
n—+00 n——+o0

um circulo C; de raio R; que

180° 180°
e ¢, =2" x 2R sen

l, =2R .
1 S€en on on

Assim,

I(Cy) = lim ¢,

n—-+o0o

1 (o]
= lim <2” x 2R sen S0 )

n—+4oo on

180°
=2R; lim (2” X sen > )

n—+oo on
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E para um circulo Cs de raio Ry teremos que

I(Cy) = lim ¢,

n—-+o0o

= lim (2" X 2Rs sen180 )

n—-+o0o on

1 (6]
=2R; lim (2" X sen 80 ) )

n——400 A

Segue que

HC) = lim <2” X sen

180° 1(Cy)
2R1 n——+0o00

2n 2Ry
isto mostra que a razao entre o perimetro da circunferéncia e seu diAmetro
(o]
é constante e igual a lim [ 2" X sen—— |, a essa constante atribuimos a
n——+oo AL
letra grega .
Cabe agora um questionamento: Caso consideremos os poligonos circuns-
critos, o que ocorrera?

Vejamos, temos que C,, = 2" X L, e que 0 < Cpy1 < C, < --- < (O3 <
Cy = 8R, uma vez que o perimetro do poligono circunscrito é sempre maior do
que zero. Dessa forma podemos afirmar que a sequencia {C,, } é decrescente e

limitada, e portanto lim C), existe e vamos definir o perimetro da circunfe-
n—-+00

réncia por este limite e cuja notagdo serd D. Portanto D = [(C) = lim C,,.
n—-+0o

. (6] O
Vimos que ,, = 2R sen®™ ¢ vemos que L,, = 2R cos & e como

2 on

l, 2Rseni®

n on

= —— 25

L, 2Rcos 12%
O O
segue que [, = L, tg 132 , consequentemente ¢, = C), cos 13—2.

. . (¢] (o]
Com isso podemos dizer que C),—c,, = C,,—C,, cos 12% =C, (1 — oS 1;;91) .

180°
E como lim C, =De lim cos =1, temos que lim (C, —¢,)=0¢e¢
n—+o0 n—+o00 n n—+00
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portanto [(C) = D.
Assim o perimetro de uma circunferéncia (comprimento de uma circunfe-

réncia) pode ser definido como o limite do perimetro de poligonos regulares
de 2" lados, sejamos eles inscritos ou circunscristos.
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Capitulo 2

O comprimento e a area da
circunferéncia

Vamos nesse capitulo demonstrar a formula usada para calcular o com-
primento (perimetro) de uma circunferéncia e em seguida faremos uma de-
monstracao da féormula usada para o célculo da area de um circulo.

2.1 (C =27R, uma demonstracao

Hoje entendemos niimero real como resultado da comparacao de uma
grandeza com a unidade, que é também uma grandeza da mesma espécie,
fixada como padrao. Essas grandezas podem ser discretas ou continuas, se a
grandeza é discreta, essa comparacao chama-se uma contagem e o resultado
¢ um nimero inteiro; se a grandeza é continua, a comparacao chama-se uma
medicao e o resultado é um ntmero real. Dessa forma o comprimento é uma
grandeza continua. Vamos entao demonstrar que o comprimento C' de um
circulo de raio R é 27 R.

Vimos no item 1.6 do capitulo anterior que o perimetro [(C) de uma
© 180°

2n

circunferéncia é dado por I(C) = 2R lim 2" Sen—_—, e que lim 2" sen
n—00 n n—00

7, logo sendo C o perimetro de uma circunferéncia de raio R, temos que
180°
[(C) = 2R lim 2" sen = C, e portanto C' = 27 R.

n—00 on

2.2 A= rmR? uma demonstracao

Vimos no capitulo anterior que circulos estao entre si como 0s quadrados
sobre os diametros, isto €, a razao entre as dreas de dois circulos € igual a
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razao entre os quadrados de seus didmetros. Ocorre que esta razao é cons-
tante, conhecida como a constante universal dos circulos que convencionamos
chamar de 7. Vamos demonstrar este fato, usando desta vez o conceito de
area.

Dado um circulo C de raio R, construa um quadrado inscrito. Tomando
o ponto médio de cada arco ligando dois vértices consecutivos do quadrado
construimos um octégono inscrito.

Tomando ainda o ponto médio de cada arco ligando dois vértices conse-
cutivos do octogono, construimos um poligono regular inscrito com 16 lados,
continuando este processo construimos poligonos regulares inscritos com o
dobro de lados do anterior, assim podemos afirmar que construimos poligo-
nos regulares inscritos p, com 2" lados, n > 2. Dessa forma temos que py é
o quadrado inscrito, p3 ¢ 0 octogono, py é o poligono regular com 16 lados, e
assim sucessivamente.

Considerando que a area do poligono regular inscrito p, é expressa por
a, , temos que 0 < as < ag < ... < @y < Apt1 < ... , POr construcao.

Seja a(C') a area do circulo. Vamos definir essa area como sendo

lim a,,
n—4o00

se este limite existir, isto é, se este processo infinito nos fornecer um nimero.
Mas, a sequéncia {ay < az < ... < a, < apy1 < ...} € crescente, visto que
0<ay <ag<..<a, <ap <..e portanto somente devemos ter duas
opcoes, a saber:

1. ou é ilimitada.

ii. ou é limitada, isto é, ao aumentarmos n, chegamos cada vez mais proximo
de um ndamero.

Seja P, o quadrado circunscrito ao circulo C.
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A

Dessa forma a area A, do quadrado serd maior do que a area de qual-
quer poligono inscrito na circunferéncia C' e assim teremos 0 < as < az <
< ap < Qpyy < ... < 4R? (2R)*> = A, e portanto a sequéncia

, .

{az < az < ... < a, < apy1 < ...} ndo é ilimitada.

i

Vemos entdo que lim a, existe e a area do circulo a(C') é um nimero
n—~+00

bem definido, ao verificarmos que a(C) < 4R%.

Como o poligono regular inscrito p, tem 2" lados, podemos considera-lo
como a uniao de 2" triangulos isosceles congruentes de lado R. Chamemos
de [, a base desse triangulo e de h,, a altura relativa a essa base.

A

O angulo do vértice oposto ao lado do poligono p, tem por medida 3g20.

Entao, seja a o angulo de vértice no centro da circunferéncia e lados R e
. O . . < [N
h,. Assim o = 12—2 , pois neste caso a altura relativa a base do triangulo

isosceles coincide com a bissetriz do angulo oposto a essa base. Dai,

~

- L, 180°
sena:% = E:RX Sen( on );

donde concluimos que I, = 2Rsen (152), ¢

hy, 180°
cosoz:E = hn:Rcos< om )

Dessa forma, como a area de um triangulo é a metade do produto entre
sua base e altura relativa a essa base, temos:
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l, X hy,
X
2

180 180
:2nX2Rsen( n)QXRCOS( )

180° 180°
= 2”R28en( o >cos( o ) )

Dessa forma, denotando por a(C') a area do circulo C' temos que:

a(C) = lim a,

n—-+4o0o

0° 180°
= lim 2”R25en( 8 )cos( 8 )
n—-+00

)] <o ()
X lim cos )

n—-+oo on
por outro lado, como

. 180° ) 180°
lim cos =cos | lim =1,
n—-+o0 2n n—-+o0 2n

1 o
a(C) = lim 2"R? sen< 50 )

= | lim 2"R?
|: 11m SGH( 2

n—-+00

temos que

n—+oo on
180°
= R? lim 2"sen ( ) )
n—4o0o on

Vimos assim, que a area de um circulo a(C) é dada por

1 (o)
a(C) = R* lim 2" sen( 50 ) :

n——+oo on

Dessa forma para concluir a demonstracao de que “circulos estao entre
st como os quadrados sobre os didmetros”, isto é, a razao entre as dreas de
dows circulos é igual a razao entre 0s quadrados de seus didmetros, devemos
considerar dois circulos, sendo um deles C; de raio R; e o outro Cs de raio
R,. Segue que suas areas sao respectivamente:

180° 180°
a(Cy) = R} lim 2" sen< ig) e a(Cy) = R lim 2" sen( Sg >

n—-+00 n—-+0oo
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Donde concluimos que

a(Cy)  Rilim, .o 2"sen (1220)
Ry Ry

= lim 2" sen (180 >
n—-+oo on

R21im,, ;o 2" sen (1220)
= 2
_a(Cy)
R3

Portanto a razao entre as dreas de dois circulos € igual a razao entre os
quadrados de seus didmetros, isto é

a(C1) _ a(Cy)
R RS

= o) . . .
Afirmamos que a razao a](#) ¢ constante qualquer que seja o circulo e a
. . . . n 180°
essa constante foi denominada 7, assim temos lim 2" sen o
n—oo

Para demonstrar a formula da area de um circulo de raio R, vamos usar o
fato de que "circulos estao entre si como 0s quadrados sobre os didmetros”,
isto é, a razao entre as areas de dois circulos ¢é igual a razao entre os qua-

drados de seus diametros. Na demonstracao deste fato, usamos o conceito
(6]

de 4rea e na oportunidade obtemos a(C) = R? lim |2"sen , isto é

n—+oo on
o] o
o~ [ront e
tante, conhecida como constante universal dos circulos, convencionaremos
chamar de 7 essa constante. Dessa forma vimos que a area do circulo pode
ser expressa em fungao do raio como a(C) = T R?.

} . Uma vez que lim {2" sen } é uma cons-

n—-4o0o
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Capitulo 3

A 1rracionalidade de 7

Neste capitulo apresentaremos inicialmente a ideia de ntimeros irracionais
com base na incomesurabilidadde entre dois segmentos, em seguida apresen-
tamos a expansao decimal de 7. Seguimos entao demonstrando que 7 é
irracional e finalizamos com a generalizacao de .

3.1 A Diagonal do Quadrado

O que hoje denominamos fracao, ou mesmo, niimero racional, surgiu com
o significado de razao entre grandezas, em funcao da necessidade de medir
comprimentos e para tal comecemos fixando um segmento de reta u, que
chamaremos de segmento unitdrio, ou mesmo unidade de comprimento, dai
por definicao o comprimento de u serd igual a 1. Devemos admitir que to-
dos os segmentos de reta congruentes a u terao o comprimento 1, ainda por
definicao.

Tomando um segmento de reta AB, existindo um ponto C situado em AB
e entre A e B, tal que os segmentos AC' e C'B sejam congruentes a u, entao o
comprimento de AB sera 2, e escrevemos AB +CB = 2. E se tomarmos um
numero inteiro n, sendo possivel obter n—1 pontos A;, As, ..., A,,_1 entre AB e
pertencentes ao segmento AB, tais que os n segmentos AA;, A1 As, ..., A, 1B
sejam todos congruentes ao segmento unitario u, entao o comprimento de
AB sera n representado por AA; + A1 Ay + -+ A,_1B = n.

Podemos ainda dizer que AB = n porque AB se decompoe em n segmen-
tos de reta justapostos, todos de comprimento 1, e esses segmentos contém
n vezes o segmento unitario u. Geometricamente temos:
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No caso em que um segmento nao contenha um nimero inteiro de vezes
o segmento unitario u, a medida deste segmento nao pode ser um ntmero
inteiro. Neste caso, suponhamos que exista um segmento menor w, tal que
w esteja n vezes contido em u e m vezes contido em AB, n e m nimeros
inteiros, assim afirmamos que AB = 2, pois como w esta n vezes contido em
u, temos w = % e como AB = m x % =7 = AB = 2. Geometricamente
temos:

W woow W W W W W W

n vezes m vezes

Em casos assim, w chama-se um submultiplo comum de AB e u, e estes
dois segmentos se dizem comensuraveis.

Assim como os ntimeros inteiros 1,2, 3, ... sao abstragdes que sugiram na-
turalmente na histéria da humanidade, em processos de contagem de colecoes
finitas de objetos, os niimeros racionais também surgiram das necessidades
didrias de medicao de comprimento, peso e tempo, grandezas que em geral,
aparecem em quantidades fracionarias em nosso cotidiano, portanto para
satisfazer as nossas necessidades béasicas, no que se refere a medicoes, neces-
sitamos de fracoes.

Definimos ntimeros racionais como o quociente entre dois niimeros intei-
rOS p e ¢ e que representaremos na forma ’E’, q # 0.

A representacao geométrica dos niimeros racionais que vimos anterior-
mente, é simples e acreditamos ser a mesma interpretada pelos pitagoricos,
de modo que se considerarmos uma reta com origem no ponto O e associarmos
a este ponto o nimero 0 (zero), e ainda, fixada uma unidade de comprimento
u tal que, esta seja a medida do segmento OA, podemos associar ao ponto
A, o nimero 1. Dessa forma podem ser representados por um conjunto de
pontos da reta, os nimeros inteiros, 1,2, 3, .. e de maneira aniloga tomando
o seguimento w, de comprimento menor do que u, mas que esteja contido
n vezes em u, podemos também representar por um conjunto de pontos da
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reta, os nimeros racionais.

Entretanto, os pitagéricos descobriram que ha outros pontos na reta que
nao correspondem a nenhum ntimero racional, e essa descoberta, certamente
foi uma das grandes realizagoes da escola pitagorica.

Em particular, eles provaram que nao h& nenhum ntmero racional ao qual
corresponda ao ponto P da reta em que OP ¢ a diagonal quadrado cujos lados
medem uma unidade. A partir dai, foram entdo inventados novos nimeros
para serem associados a esses novos pontos, os quais nao sao racionais, esses
nimeros nao racionais foram denominados irracionais.

Portanto os pitagoricos acreditavam que dois segmentos quaisquer sao
sempre comensuraveis, isto é, dados dois seguimentos AB e u, sempre havera
um seguimento w submiltiplo comum de AB e u, o que ocorreu porque
na pratica, como nossos olhos tem um limite de percepc¢ao, assim como os
instrumentos de afericao de medidas também tem o seu limite de precisao,
sendo incapazes de distinguir dois pontos que, embora distintos, achem-se
situados a uma distancia inferior a esse limite, tudo se passa como se, de fato,
dois segmentos fossem sempre comensuraveis. Quando entao perceberam que
o lado de um quadrado unitario e sua diagonal sao incomensuraveis, ou seja,
esses segmentos nao possuem um submultiplo comum, o que causou enorme
impacto no desenvolvimento da matematica grega.

Proposicao 3.1.1. O lado e a diagonal de um quadrado sao incomensuréveis.

Demonstracao. Seja d a medida da diagonal de um quadrado e 1 a medida
do lado desse quadrado.

Se o lado e a diagonal fossem comensuraveis, tomando o lado como uni-
dade, obteriamos para comprimento da diagonal um niimero racional g.

Considere um dos dois triangulos retangulos formados pela diagonal do

quadrado, assim aplicando o Teorema de Pitagoras, e sem perda de genera-
lidade tome [ = 1, para isso basta considerar o comprimento do segmento [
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como a unidade de medida de comprimento a ser usada para relacionar os
seguimentos d e [, e assim teremos:

p2

d2:12+12:2:>?:2, com p e ¢ inteiros.

Segue entdo que p? = 2¢>. A igualdade p* = 2¢? é um absurdo. De fato o
inteiro p? contém cada um de seus fatores primos um nimero par de vezes,
visto que estao elevados ao quadrado, o mesmo ocorre com ¢?. Consequente-
mente 2¢* contém um ntimero impar de fatores iguais a 2 e assim nao pode

ser igual a p*.

Portanto o lado e a diagonal de um quadrado sao incomensuraveis.

3.2 Os indivisiveis

A certeza de que dois segmentos sao sempre comensuraveis que os pitago-
ricos tinham, foi questionada com o problema da incomensurabilidade entre
o lado e a diagonal de um quadrado.

Para os pitagoricos o espago é nliimero ou razao entre niimeros, mas com
problema da diagonal do quadrado, eles se viram diante de um comprimento,
possivel de se desenhar com régua e compasso, existente e que nao estavam
em proporcao com as outras linhas da figura, no caso os lados do quadrado.
Mesmo assim escola pitagorica sobreviveu por possuir a elastica adaptabili-
dade de todos os sistemas ideologicos verdadeiramente grandes. Somente por
volta do ano 500 a.C. é que houve a dissolugao da escola pitagorica.

Para eles, o nimero de pontos de um segmento de reta devia sempre ser
inteiro, j4 que o ponto é indivisivel. Certamente eles nao pretendiam avaliar
o numero de pontos de um segmento, mas entre duas retas de comprimentos
A e B, representando uma soma de pontos, logo necessariamente inteiros,

A

sempre devia existir a relagao % , o que significa que um segmento de reta
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nao pode ser infinitamente divisivel, ele somente pode ser dividido até se
chegar a sua menor parte, o indivisivel: o ponto.

Na tentativa de quadrar um circulo, Antifon pensou no que mais tarde
seria o0 Método da Exaustao, isto é, toma-se um circulo e inscreve-se nele um
quadrado, sobre cada lado do quadrado constroi-se um triangulo isbésceles
cujos vértices estao sobre o circulo, obtendo-se um octégono, em seguida,
sobre cada lado do octogono constréi-se novos tridngulos isosceles e cujos
vértices também estao sobre o circulo, e assim sucessivamente, constem-se
novos triangulos sobre os lados desse novo poligono. Com esse processo hé
que se considerar dois casos:

i. Se um segmento de reta tem um nimero finito de pontos, como se pensava
a época, entao um circulo terd um nimero finito de pontos, o qual
serd 0 ntimero de lados do maior poligono possivel de se inscrever em

um circulo. E mais, assim sendo, como é possivel quadrar qualquer
poligono, serd também possivel quadra o circulo.

ii. Considerar que um arco de circulo coincide com um segmento de reta, caso
contrario dever-se-ia assumir a infinita divisibilidade de um segmento
de reta, de modo que, sempre serd possivel tomar o ponto médio do
arco de circulo e tracar um poligono com um ntimero maior de lados.

Com base neste problema, Zenao afirmava nao existir movimento. Cria-se
entao o paradoxo de Zenao, com intuito de provar esta afirmacao.

Paradoxo (Zenao). Se existem infinitos pontos médios, entao nunca chega-
remos ao fim do segmento.

Ora para irmos de um ponto a outro, devemos antes passar pelo seu ponto
médio, logo nunca chegaremos ao outro ponto se considerar a infinita divisi-
bilidade da reta.

3.3 Expansao decimal do 7

Representamos os nimeros reais por uma sequéncia de algarismos (ele-
mentos do conjunto {0,1,2,3,4,5,6,7,8,9} separados por uma virgula, dessa
forma seja

Apy Qp—1y-..,00,0_1,0_9,...

algarismos, o numero a,a,_1---agp,a_1a_sa_s---, onde a, > 0 é a forma
de um numero real positivo. Note que, nessa forma temos a esquerda da
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virgula um ntmero finito de elementos e que costumamos denominar parte
inteira do numero real, e a direita da virgula podemos ter uma infinidade
de algarismos e que denominamos expansao decimal do nimero real. Sao
exemplos de nlimeros reais os nimeros:

34,5468; 0,2353535...; 3,101001000100001 ...

Os trés exemplos sao, um decimal exato, uma dizima periddica e uma
dizima nao-periddica, e para os dois primeiros casos ha uma representacao
racional, a saber:

86367 233
4,5468 = —— 2 =2
34,5468 = — - e 02353535 590

Para o terceiro caso nao ha como representa-lo na forma racional pois nao
hé repeticao indefinidamente de um grupo de algarismo, isto é a expansao
decimal nao possui periodo e neste caso o nimero ¢ irracional.

Alguns nimeros irracionais, por exemplo 3,101001000100001 ... nao pos-
sui periodo, mas sua expansao decimal tem um padrao, neste caso é possivel
perceber que apo6s a virgula temos uma sequencias de algarismos 1 e 0, tal
que entre dois algarismos 1, temos um zero, dois zeros, trés zeros, quatro ze-
ros e assim sucessivamente. Em outros niimeros irracionais, esse padrao nao
existe, por exemplo 0, 12343567912034 ... e neste caso nunca conheceremos
integralmente sua expansao decimal.

O ntmero 7 também é também um exemplo de niimero irracional' cuja
expansao decimal jamais sera conhecida integralmente e isso despertou o in-
teresse de muitos matematicos desde a antiguidade até os dias atuais, uma
vez que o seu uso responde a perguntas simples como a quantidade de mate-
rial necessaria para a confeccao de uma forma circular, cilindrica ou esférica,
e outras nao tao simples como as encontradas no estudo dos fenémenos: 6r-
bita dos satélites, movimento de engrenagens, crescimento de uma colonia de
bactérias, que envolvem simetria circular ou esférica. Em busca de respostas
para essas perguntas, fazem-se uso do 7 e, portanto, torna-se necessario co-
nhecer um valor estimado para essa constante.

Neste capitulo, vimos que os antigos babilonicos atribuiam a m, o valor
3%, isto ¢ 3,125 , enquanto os egipcios admitiam m = 4 (3)2 = 3,16. Arqui-
medes estimou que 3% << 3% , 0 que d& m = 3,14, Liu Hiu, na China,

no ano 264 de nossa era, obteve m = 3,14159. O Velho Testamento, que foi

'No capitulo 5 demonstraremos a irracionalidade de 7.
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escrito cerca de 500 anos a.C., embora baseado em tradi¢oes judaicas bem
mais antigas, contém contém um trecho segundo o qual m = 3. No Papiro de
Rhind, encontra-se uma féormula que da o valor de m como 3,1605.

Ao longo dos séculos foram desenvolvidas muitas técnicas e ideias para
calcular mais e mais casas decimais de 7, e embora na pratica usam-se até 20
casas decimais apos a virgula, nas aplicagoes dessa constante, os pesquisa-
dores continuam ampliando essa quantidade de casas decimais. Ja em 2002
Kanada e seus colaboradores, calcularam 1.241.100.000.000 casas decimais do
ntimero m. A pergunta natural é: porque continuamos a calcular, cada vez
mais quantidades de casas decimais do valor de 77 E a resposta mais natural
é: porque podemos, afinal com o uso de computadores isso sempre poderé ser
feito e mais, essas descobertas trazem consigo possiveis novas descobertas,
por exemplo, os algoritmos criados para esse fim sao cada vez mais rapidos
e eficientes, e isso tem permitido avancos para a computacao, uma vez que
tais algoritmos passam a ser usados para testar e comparar o desempenho de
novos softwares e computadores.

3.4 w é irracional: Uma demonstracao
A demonstracao que faremos estd fundamentada na feita por I. Nirem,

publicada em um artigo no 53° Boletim da Sociedade Americana de Mate-
mdtica, em 1947, p. 509.

Para demonstrar a irracionalidade de 7 , vamos analisar os seguintes fatos:

Fato 1
Sejam as fungées f(x) = ﬂ(“n;,b‘r)n e
d?f d@® f do f . @ f
F) = 1) - 2 @+ T+ e v )
é possivel obter [ f(z)senzdz = F(0) 4+ F(r). Ora, derivando duas
vezes o polinémi;)f;’(x) , obtemos f(z) = 6575 , pois o grau do polinémio
d n

f(z) é 2n, dai dIQ—Hﬁ(x) é identicamente nulo. Segue entao que
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d (dF dPF F
7 \ g sene — F(z)cosx | = T SenT + — C0ST

— —o-cosT + F(x)senx

d®F
= ( 7r2 +F(m)) senx

= f(x)senx.

Mas, pelo Teorema Fundamental do Célculo, temos:

s

/7T f(z)senzdr = (Z—F senz — F(x) cos :v)
0

x
dF

0

dF
= d—(ﬂ') sent — F(m) cosm — d—(O) sen0 + F'(0) cos 0
T

i

= F(0) + F(n),

e portanto

/O7r f(z)senxzdx = F(0) + F(m).

Fato 2 F(0)+F(m) é um ntmero inteiro. E verdade, pois fazendo a expansao
do binoémio (a — bx)™ , obtemos ¢y + c17 + cox* + - - - + ¢,2", onde cada
coeficiente ¢, k = 1,2, ...,n, ¢ um nimero inteiro, visto que a e b sao

nimeros inteiros, dai

n! n! n!
: (k) *)
temos assim que ddxkf(O) =0,sek<ne ddxkf(O) = B, sen <k < 2n,
. *) ) , L
vemos assim que ddwkf (0) é um namero inteiro.

Por outro lado, temos

a_ " Ta=b(2=2)]"
)= g8 -y = EZD L VG2 gy
derivando obtemos
d® f a® f
—1)kw(7f—$) = (z),



assim d;i)kf (m) = ‘Zi—'),f(O) ¢ também um ntmero inteiro. Sendo F(0) e

F(m) inteiros, concluimos que F'(0) + F(7) é um namero inteiro.

7 -, .. ~ . n
Fato 3 Se ¢ ¢ um namero real positivo, entao lim, . %5 = 0. Dado o
numero ¢ > 0, existe um ntmero inteiro positivo ng tal que ¢ < ng , o
. L.
que implica e < 1. Tome n > ngy, segue que

nfatores
—N—
c" cCXCcX- -+ XcC
nl 1x2x---(ng—1)xmnygx(ng+1)x---xn
c c c c c c
==X =X X X — X X e X —,
1 2 n—1 ng nog+1 n
Para K = £ x £ x -+ x —“ teremos & = K X = X —S= x -+ X £
no—1 n! no no+1 n’

massej>n0,i>§.dai

no

e como = < 1 temos que
no

n—+oo 1!

' o ' c n—ng
lim —‘Shmn—>+oo K(—) =0,

n

portanto lim, ., & = 0.

n!

Fundamentado nestes quatro fatos, vamos mostrar que 7 é irracional.

Demonstragao. Suponha que 7 ¢ racional, ou seja, m# = 3 , com a e b intei-

ros positivos, b # 0.
Para 0 <z <7 = ¢, temos que 0 < senz < 1, e 0 < z(a — br) < 7a, dai

(ma)"

n!

/7T f(z)senxdr < m
0

. n .
Mas como lim,, ;oo 2% = 0, tomando n suficientemente grande teremos
n:

que W% < 1,logo 0 < F(0)+ F(r) < 1,0 que é absurdo, uma vez que
F(0) + F(m) ¢ um namero inteiro. Portanto 7 ¢ irracional.
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Capitulo 4

A generalizacao de 7

Neste capitulo vamos ampliar o conceito da constante entre o compri-
mento de uma circunferéncia e seu diametro, o que nos leva a uma generaliza-
¢ao de .

4.1 Poligonos de Reuleaux

Desde os tempos antigos o transporte de pesados blocos de pedras é feito
apoiando-se o bloco sobre troncos de arvores, cuja forma aproxima-se de
um cilindro. Os egipcios, usaram esse mecanismo durante a construgao das
piramides, uma vez que o mecanismo em questao permite o deslocamento de
monolitos de maneira relativamente estavel, uma vez que o cilindro rola de
maneira que o monolito arrastado fique sempre a mesma distancia do chao,
durante o transporte. A figura a seguir ilustra a situacao acima descrita.

- z
http:/lacienciarecreativa blogspot. com br/2013/08/ruedas
-ne-circulares. html

A escolha do cilindro para o transporte de objetos com peso elevado se

da por ele ser uma forma circular, a qual possui a propriedade de manter
constante a distancia entre o solo e objeto transportado. Porém cabe aqui
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uma pergunta: Existe uma outra figura geométrica que tenha a propriedade
do circulo ou do cilindro, ou seja, quando rola sobre uma reta, o bloco arras-
tado fique sempre & mesma distancia do chao durante o transporte?

Antes de responder a essa pergunta vamos definir alguns conceitos

Definigao 4.1.1. Chamaremos de curva (ou curva parametrizada) a uma
aplicagao continua

a:l —R? tel~at)=(xz(t),yt))
onde / é um intervalo da reta R.

e A imagem de o, a(l) = {«a(t) : t € I} é o trago da curva a.

A questao da continuidade de « é equivalente & continuidade das funcdes
coordenadas de «, x e y. Isto é:

o: I — R?écontinua < z,y: I — R sdo continuas.

Definigao 4.1.2. Uma curva plana fechada é uma curva parametrizada
a: [a,b] — R? tal que a(a) = a(b).

Diz-se que « é uma curva simples se « nao possui outras auto intersecoes;
isto é,
t1, to € [CZ, b), t1 7é ty = Oé(tl) 7é Oé(tg)

Por vezes, faremos mencao a uma curva fechada simples C, e estaremos
nos referindo ao traco da curva.

Admitiremos que uma curva simples fechada C' no plano delimita uma
regiao limitada deste plano que é chamada o interior de C.

Definicao 4.1.3. Um subconjunto do plano ¢ convexo se o segmento ligando
quaisquer dois de seus pontos estd completamente contido nele.

Diremos que uma curva simples fechada é convexa quando a regiao limitada
da curva é convexa.
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A generalizacao de 7, apresentada a seguir, é para curvas simples fechadas
e convexas do plano, diferenciaveis (C'*) por partes.

Iniciamos esta apresentacao, definindo a largura de uma curva C, em
relacao a uma direcdo unitaria ¥. Em seguida, usamos esse conceito para
definir o diametro de uma curva

Definicao 4.1.4. Seja C' uma curva simples fechada e convexa no plano.
Dado um vetor unitario v do plano, considere duas retas r e s paralelas e
perpendiculares ao vetor ¢, de modo que a curva C' esteja entre tais retas.
Translade as retas na direcao do vetor ¢ e no sentido da curva C. Sejam [4
e [, as translagoes das retas r e s respectivamente que tocam pela primeira
vez a curva C, como indica a figura abaixo,

v Lr T
. I
Q '\
T 1 retas de contato
unitario /
i'}
ly
v Ls s

Definimos a largura da curva C, na dire¢ao do vetor ¢, como

(z(C) =sup{d(P,Q): P€ly, Q€ ly}

Dizemos que a curva C' tem largura constante, quando ¢z C) = c¢ para
todo vetor unitario ¢ do plano.

Finalmente, o diametro da curva C ¢, por definicao,
diam(C) = sup {(z(C) : ||v]| = 1}

Agora estamos em condigoes de responder nosso questionamento dado no
inicio desta secdo. A resposta é sim! Existem outras figuras planas que tem a
propriedade do circulo: As curvas de largura constante. Um exemplo simples
é o triangulo de Reuleaux. O nome desse triangulo foi dado em homenagem
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ao engenheiro alemao Franz Reuleaux que, no século 19, projetou mecanismos

envolvendo essa forma geométrica
1

Embora nao se trate de um triangulo, a figura recebe este nome por ter
origem em um triangulo equilatero, por exemplo, o tridangulo ABC da figura.

A partir desse triangulo equilatero fazem-se trés arcos de circunferéncia de
raio L = AB = BC = CA, centrados em A, Be C.

A seguir apresentamos trés curvas fechadas convexas, destacando o seu
diametro.

Note que no caso da elipse o diametro é o seu eixo maior, enquanto no
triangulo retangulo o didmetro é a hipotenusa.

Embora existam infinitas curvas de largura constante, nos limitaremos a
apresentar os poligonos de Reuleaux que sao construidos a partir de poligonos
regulares com uma quantidade impar de lados, formando arcos circulares, de
mesmo raio, centrados nos vértice opostos aos lados do poligono, assim como
foi feito no triangulo acima.

A titulo de ilustracao, a figura a seguir tem largura constante, e foi obtida
a partir de um triangulo retangulo e consequentemente nao é um poligono
de Reuleaux.

L Aos leitores interessados em uma definigao precisa de curvas de largura (diametro)
constante recomendamos o artigo VOLOCH, J. F. Curvas de largura constante. Matema-
tica Universitaria, no. 5, junho de 1987, IMPA, RJ. http://matematicauniversitaria.
ime.usp.br/Conteudo/n05/n05_Artigo05.pdf
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Figura 4.1: = soma dos dois maiores lados do triangulo ABC. No caso
acima, x = a + b.

Encontramos curvas de largura constante e, em particular, poligonos de
Reuleaux em varios contextos, por exemplo, nas moedas britanicas de 20 e de
50 pence, que sao aproximadamente heptagonos de Reuleaux. No caso dessas
moedas, consegue-se uma estética diferente do padrao circular mantendo-se
o diametro bem determinado, permitindo assim o seu uso em maquinas de
refrigerantes ou de jogos.

A mais curiosa aplicacao do triangulo de Reuleaux se deve ao engenheiro
inglés Harry James Watt, que, em 1914, aproveitando as propriedades da
curva, concebeu uma broca de furadeira com eixo flexivel para fazer furos com
a forma aproximada de um quadrado, algo certamente curioso ainda nos dias
atuais, uma vez que nao ¢ comum ouvir um sim como resposta a pergunta:
“E possivel construir um furo com a forma aproximada de um quadrado?”

A forma aproximada do tridangulo de Reuleaux também é usada na fabri-
cagao alguns tipos de lapis e lapiseiras, possivelmente por ser tratar de uma
forma mais ergondmica para o manuseio.

No link http://www.youtube.com/watch?v=Xq4fNhtKjus o leitor pode
constatar que é possivel construir uma bicicleta cujas rodas tenham a forma
de triangulos de Reuleaux, entretanto a principal dificuldade dessa constru-
¢ao ¢é que, diferentemente de um circulo, o triangulo de Reuleaux nao tem
um centro fixo, considerando o solo plano.

Alguns dos poligonos de Reuleaux encontrados em varios contextos, sao:
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Palheta em forma
aproximada de um
tridngulo de Reuleaux

Moeda inglesa de 50 pence
(heptatogo de Reuleaux)

Motor Wankel que, até 2012, equipava os
veiculos da Mazda. E um motor de
combustdo interna que utiliza rotor com a

Broca com forma de tridngulo de
Reuleaux para fazer furos "quadrados”
forma de tridngulo de Reuleaux no lugar (o eixo é flexivel devido ao fato de que
dos tradicionais pistSes do motor Diesel. nédo ha um centro em posigdo fixa)

Sugerimos ainda o link https://www.youtube.com/watch?v=fK_v-hyMrUo&
1ist=PLByv3zmEDi4_Lea_0S5JR895h0n49k2QE o qual traz um bom resumo
do que apresentamos até aqui.

4.2 A Generalizacao de 7

Vimos que 7 = %‘?flmetm da circunferéncla ooy com a ampliacio dos concei-
; iametro da circunferéncia ’ :
tos de comprimento e didmetro de curva, consequentemente vamos definir
por pi de uma curva, a razao entre seu comprimento e seu diametro. Dessa
forma, veremos que o valor de pi dependera apenas da forma da curva e nao

do seu tamanho. Veja alguns exemplos:

perimetro da curva

Primeiramente, defina pi(curva) = , entao:

didmetro da curva

a) pi(circulo) = %m = 7, neste caso, nao ha o que demonstrar.

b) pi(triangulo equilatero) = 3, uma vez que dado um tridngulo equilatero
de lado com medida igual a [, teremos como perimetro 3/ e como dia-
metro [, dessa forma obtemos o valor de pi de um tridngulo equilatero,
I=3
= 3.
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c) pi(triangulo retangulo isoceles) = 1 + /2, pois sendo o triangulo retan-
gulo, o seu diametro d é o maior de seus lados, isto é a hipotenusa e
seja [ a medida de seus catetos, assim teremos:

20+d
pi(triangulo retangulo isoceles) = T+’

mas aplicando o Teorema de Pitagoras obtemos d? = 12 + [? = 22, ou
seja,d = [v/2, dai

20+d 20+1V2 V2

N R
20vV2+20 21(vV24+1)
T2 2
=2+ 1.

d) pi(quadrado) = 2v/2, pois temos que

4] 4 \/52@22\@

W2 V2 VR 2

Muitos sao os problemas sobre curvas de diAmetro constante, e da razao
entre o perimetro e seu diametro. No capitulo 5, item 5.5, apresentaremos
alguns desses problemas, que entendemos poderem ser aplicados em aulas
para alunos do Ensino Médio.
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Capitulo 5

Problemas de 7

“As aplicacoes sao empregos das nogoes e teoria da Matematica
para obter resultados, conclusoes e previsoes em situacoes que vao
desde problemas triviais do dia-a-dia a questdes mais sutis que
surgem noutras areas, quer cientificas, quer tecnologicas, quer
mesmo sociais. As aplicagoes constituem a principal razao pela
qual o ensino da Matematica é tao difundido e necessario, desde
os primoérdios da civilizacao até os dias de hoje e certamente cada
vez mais no futuro. Como as entendemos, as aplicacoes do co-
nhecimento matemaético incluem a resolucao de problemas, essa
arte intrigante que, por meio de desafios, desenvolve a criativi-
dade, nutre a autoestima, estimula a imaginagao e recompensa o
esforco de aprender.”

LIMA, Elon L. RPM nr 41, p.2

Uma das primeiras aplicacoes de 7, esta relacionada ao calculo de areas
e volumes, além do perimetro. Hoje sao muitas essas aplicacoes, entretanto
vamos nos limitar as aplicacoes elementares e que possam despertar no aluno
da escola basica, o interesse pelo seu estudo. Vamos entao iniciar as apli-
cagoes com problemas sobre dreas, e em seguida faremos aplicagoes sobre
comprimentos, e também problemas sobre areas e perimetros.

5.1 Areas

Problema 1 (Questdo 27 de acesso ao PROFMAT 2011). Se espremermos
um circulo de raio 10cm entre duas retas paralelas que distam entre si 10cm,
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obteremos uma figura de area menor, mas de mesmo perimetro que o circulo

original.

Se as partes curvas desta figura obtida sao semicircunferéncias, a razao
da area da figura espremida pela area do circulo inicial é:

olee WIN G wle B Iw

o
p
INE

Solucao. Inicialmente calculemos o comprimento da circunferéncia de raio
10cm, uma vez que esse comprimento coincide com o comprimento da figura
de area menor, assim teremos:

C=27R =27 x 10 = 20m.

Como as paralelas distam entre si 10cm e as partes curvas sao semicircun-
feréncia, afirmamos que o raio destas semicircunferéncias tem 5cm, e assim
o comprimento C', apenas das partes curvas sera:

Cy =27R =27 x5 =107.

Ora, desta forma o comprimento dos lados da figura contidos nas paralelas
¢é portanto 107, uma vez que a medidas desses lados é a diferenca 207 — 107,
conforme a figura a seguir:

*
h

Nessa figura temos, por construgao, um retangulo de lados 57 e 10, e duas
semicircunferéncias de raio 5, segue que a area dessa figura é

A =51 x 10 + 752 = 75,
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E portanto a razao entre as areas da area da figura espremida A = 757 e
do circulo A(c) = 7 x 10% é

A w3

Ale) 100 4

o que corresponde a alternativa a).

Problema 2 (Questao 3, discursiva do Exame de acesso ao PROFMAT 2011).
Considere um triangulo retangulo isésceles ABC com hipotenusa BC'. To-
mando o ponto A como centro e AB como raio, consideramos o arco de
circunferéncia delimitado pela corda BC. Consideremos ainda a semicircun-
feréncia de diametro BC, conforme a figura ao lado. Designamos por 7" a
area da regiao triangular ABC' e por S e L as &reas das outras duas regioes.
Prove que L =1T.

Solug¢do. Tome AB = AC = [ assim a area T do triangulo serda T = X! = %

2
e area S seré
1 [? wl? 2 wl? — 2[?
—— 2y - = _> -2 =
S=qrxB) =5 =73 1

Como BC é hipotenusa do triangulo retangulo ABC teremos

(BC? =1+ 1> =21>= BC =12

Com isso teremos por r = %ﬁ a medida o raio da semicircunferéncia de

diametro BC' e dai a area da regiao L é

m(12)?
L=—22 _35
2 b
isto é,

PG L S <
2 4 ) 4
_7Tl2 w2 — 22 B 212
4 4 4

l2
—— = T’
2
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portanto esti provado que L =T

Problema 3 (Questao 8 do Exame de acesso 2012). Se a medida do didmetro
de um circulo aumenta em 100%, entao a medida de sua drea aumenta em:

a) 300%
b) 100%
c) 200%
d) 400%
e) 314%

Solucao. Seja D a medida do didametro do circulo, seu raio serd r = % e assim,

’ e ’ 2 A
a area desse circulo ¢ A = WDT = 2. Aumentando em 100% este didmetro

obtemos uma nova circunferéncia de diametro 2D, logo de raio R = D , o

qual tera area a = 7D? = 7R2. Dessa forma a area aumentou em 300%, uma

, 2 . . ~ 2 P 2
vez que a nova area ¢é 4 vezes maior, pois a razao entre as areas ¢ % = “32 =4
D2

4

Problema 4 (Questao 27 do Exame de acesso a0 PROFMAT 2012). Observe
o desenho abaixo com as quatro circunferéncias de raio 1 dentro da circun-
feréncia de raio 2.

A area sombreada é igual a:

a) 2m —2
b)%
c) 2r —4
d) 3

e) m— /7w
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Solugao. Considere o quadrado de lado 1, de vértices (0,0), (1,0), (1,1) e (0,1).
Temos nesse quadrado duas figuras equivalente, sendo cada uma delas um
quarto da circunferéncia de raio 1. E possivel verificar que a regido som-
breada da figura é composta por quatro figuras tais que, cada uma destas ¢é
obtida pela intersecao dos dois quartos de circunferéncia citados. Veja:

Assim a area a da figura formada pelos dois arcos de circunferéncia é dada

por
T T a=1=a=2_1
11 2

e como temos 4 dessas figura, concluimos que a area sombreada é

4(%—1):2w—4

Problema 5 (Questao 29 do Exame de acesso ao PROFMAT 2012). Na fi-
gura ao abaixo, os hexdgonos regulares ABCDEF e A'B'C'D'E'F’ estao,
respectivamente, inscrito e circunscrito a uma circunferéncia de centro O.

drea(A'B'C'D'E'F')

wrea(ABCDEF) . vale:

A razao

Wik Nl

b)
c) 2v2
d) v3
e) 2
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Solucao. Vimos na Proposicao 2 do livro XII dos Flementos de Fuclides que,
Clirculos estao entre si como 0s quadrados sobre os didmetros. Isso nos per-
mite afirmar que a razao entre as areas de dois hexagonos regulares serd o
quadrado da razao de semelhanca, que neste caso é %—é{.

Note que OA’ é o apotema do hexagono circunscrito, para isso basta
girar o hexagono inscrito até que o vértice A coincida com o ponto médio de
A'F'. Note ainda que, dessa forma obtemos o triangulo retangulo OAA’ cuja

hipotenusa serd OA'.

Dai temos AA" = %A’F’ = -OA’, aplicando o Teorema de Pitagoras

1
2
2

obtemos (OA")? = (OA)? + (AA")?, segue

(OA') = (OAP+(AA)? = (0A) = (OA)*~ (054 ,

) =(oap-qop

ou seja,
3
= (0A)? = Z(OA’)Q,
logo
OA)? 4
4OA2:3OA’2:>( =_.
(0A) =304 = 5o = 5
Portanto a razao arZ?ggng;cC’ggf;?/) vale %.

Problema 6 (Questao 32 do Exame de acesso ao PROFMAT 2012). Pedro
recorta em uma folha de papel um setor circular OAB de raio 12cm e angulo
de 120°. Juntando e colando os raios OA e OB ele faz um cone como mostra

a figura abaixo.
)

o 12 4 A=B

A altura desse cone é aproximadamente:
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a) 9,6cm
b) 10,4cm
c) 10,8cm
d) 11,3cm
e) 11,7cm

Solugao. A altura (H) do cone é ortogonal a sua base, portanto perpendicu-
lar ao didmetro (D) dessa base, e ainda intersecta o didmetro em seu ponto
médio, isto é no centro da circunferéncia, que denominaremos O’. Dessa
forma é possivel verificar que os pontos AOQO’ sao vértices de um triangulo
retangulo, com AO = 12, A0’ = % =reQO0 =H.

O comprimento do arco AB, um terco da circunferéncia de raio AO, uma

vez que 120° = %, é igual ao comprimento da circunferéncia da base do
cone, assim:
1 s /
AB:§><(27T><12):87T, dai 2mr =8nr = r =4=A0"

Aplicando o Teorema de Pitagoras, temos:
(AO)? = (A0’ + (00')* = H* =12 —4* =144 — 16 = 128 = H ~ 11, 3.

Problema 7 (Questao 12 do Exame de acesso ao PROFMAT 2013). A figura
abaixo é composta por 4 semicircunferéncias. As duas menores possuem o
mesmo raio, medindo 1,5cm. A semicircunferéncia intermediaria tem dia-
metro igual ao raio da circunferéncia maior.

A area da regiao sombreada, em cm? é:
a) 18w
b) 22,57

c) 25,57
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d) 367
e) 457

Solug¢ao. Como o raio das duas menores tem 1, 5¢m entao vemos pela figura
que o raio da maior tem 6¢m. Vemos ainda que a regiao da semicircunferéncia
menor completa a semicircunferéncia maior e assim a area (A) da regiao
sombreada equivale a somas das areas das circunferéncias de raios 6cm e
3cm, dai:

A =76% + 3% = 36w + 97 = 457,

portanto alternativa e).
Problema 8 (Questao 20 do Exame de acesso ao PROFMAT 2014 (adap-

tada)). Determine a area da regiao cinza, sabendo que a medida do segmento
PO ¢ igual a 1/4 da medida do diametro.

Solugao. Como a medida do segmento PO ¢é igual a 1/4 da medida (D) do

diametro, temos que
1 1 R
PO=-D=-2R=—
0 4 4R 2
e que
AP:R—PO:R—§:>AP:§.

A 4rea (A) da regido cinza ¢ a diferenca entre a area do setor circular

de angulo central BAC e a 4rea do triangulo iso6sceles BAC, cuja altura é
h = AP, assim:

~ AP &1 ~
BAP =" =2 =~ = BAP = 60°
COS R R 2 s

logo o angulo BAC = 120°, segue que

sen60° = % . PB— ?R.
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A area (A) sera

A mR? B R\/gg B TR? B R%\/3
3 2 3 4
_ 4wR?—3R*/3  R*(4m —3V/3)
B 12 B 12 '

Problema 9 (Questao 25 do Exame de acesso ao PROFMAT 2014). A figura
mostra duas circunferéncias concéntricas e quatro arcos semicirculares, cujos
extremos sao os vértices de um quadrado inscrito na circunferéncia interna. A
circunferéncia externa tangencia os arcos semicirculares. Se a area do circulo
interno é 1, qual é a area do circulo externo?

a) 4
b) ¥
c) 2
d) 2r
e) 3

Solucao. Para determinarmos a area do circulo externo precisamos da medida
do seu raio (R), que é igual ao lado do quadrado inscrito na circunferéncia
interna, uma vez que as circunferéncias tém mesmo centro, que coincide com
o centro do quadrado e o raio (r) dos arcos de circunferéncia é metade do
lado desse quadrado.

Assim, seja (1) o lado do quadrado, temos:

2r /2
27":l\/§:>l:—r£:>l:r\/§,

V22
dai, R=rv2=1.
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N

A area (A) do circulo maior sera
A=7R?=n(rv2)? = 2112,
mas 7r? = 1, area do circulo interno e portanto a area do circulo externo

A=2mr?=2.

O que nos chama a atencao é que a area do circulo maior é portanto o
dobro da area do circulo interno, algo improvavel de se prever ao analisarmos
a figura.

Problema 10 (Questao 25 do Exame de acesso ao PROFMAT 2015). Os
vértices do quadrado PQRS sao os centros de quatro circunferéncias de raio
2, cada uma tangente a outras duas conforme a figura abaixo. Qual é a area
da regiao interna ao quadrado e externa as quatro circunferéncias?

a)d4—m
b) 4-7%
c) 16 -7
d) 16—
e) 16 —4x
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Solucao. Temos QS lado do quadrado, assim QS = 4, pois o raio da circun-
feréncia de centro ) é 2 e o mesmo ocorre com a circunferéncia de centro S,
tangentes.

Vemos que a area (A) da regido interna ao quadrado e externa as quatro
circunferéncias é a diferenca entre as areas do quadrado e de uma das quatro
circunferéncias, uma vez que as 4 regioes comuns entre as circunferéncias e
o quadrado sao congruentes a um quarto de uma delas. Assim:

A=4% — 47 = 16 — 4.

Problema 11 (Questao 37 do Exame de acesso ao PROFMAT 2015). Na
figura, o triangulo ABC' é retangulo em A, os triangulos ABD, ACE e BCF
sao equilateros e os segmentos AB, AC' e BC sao os diametros dos arcos de
circunferéncia.

Sendo Sp, Sy e S3 as areas das regioes destacadas, a area S; é dada por
a) So+S;
b) VS, + /S5
c) V53 +55
d) /53 - 55
e) Sy — 53

Solucao. Temos que as areas de Sp, Ss e Sz, sao semelhantes, uma vez que sao
limitadas por tridngulos equilateros de lados BC, AB e AC, e semicirculos
cujos didmetros sao congruentes a esses lados, respectivamente. Assim essas
areas Sp, Sy e S3 sao proporcionais aos quadrados dos lados BC, AB e AC,
respectivamente, dai

S1 Sy S3
2 = 2 = 2:k7

BC AB AC
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onde k é a constante de proporcionalidade, segue que
Sy = kBC®, S, = kAB® e Sy =kAC".

Mas como o triangulo ABC é retangulo, pelo Teorema de Pitagoras,
temos

BC” = AC" + AB® = kBC" = k(AC" + AB"),
logo

kBC® = kAC” + kAB"

isto é, S} = Sy + 53, 0 que corresponde a alternativa a).

5.2 Comprimento

Problema 12. Suponha que é possivel circundar a Terra com uma corda sobre
a linha do equador. Ao fazer isso, retiramos a corda e a aumentamos seu
comprimento em 1m, apenas. Ao repor essa corda sobre a linha do equador,
formando uma circunferéncia concéntrica com a linha do equador, prevemos
a existéncia de um vao, diferenca entre os raios das duas circunferéncias
circuncéntricas em questao. Determine a medida desse vao.

Intuitivamente, somos levados a imaginar que esse vao ¢ tao pequeno que
devemos despreza-lo, mas serd isto, de fato, o que vai ocorrer? Ora somente
saberemos efetuando os devidos calculos, assim...

Seja C; o comprimento da linha do equador e r; o raio da Terra, dessa
forma teremos C; = 27ry. Portanto 27r; é o comprimento da corda que cir-
cunda a Terra, ajustando-se perfeitamente sobre a linha do equador.

E seja Cy o comprimento da corda aumentada em 1m, segue que Cy =
27r; + 1. Se o raio dessa nova circunferéncia concéntrica com a circunferén-
cia da linha o equador é 7y, teremos Cy = 2715 e portanto vamos calcular a
diferenca ry — r1, denominada vao.

Temos que r; = % ery= %, dai

C, C; Cy,—04
Fo—T] = — — — =~~~
2 YWor  on or

mas como C] = 27wr; e Cy = 2nry + 1, podemos escrever
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2mr1 +1 — 27y 1

e
para ™ = 3, 14, vamos obter
1 1
ro — 1T = =0, 16.

2% 3,14 6,28
Vemos portanto que o vao tem aproximadamente 16c¢m, o que nao é tao
desprezivel, quanto se possa pensar.

Voltando aos célculos acima, é possivel verificar que o vao entre circun-
feréncias circuncéntricas de raios r; e ry, independe desses raios. Logo, se
aumentarmos o comprimento de uma circunferéncia em 1m, ao construirmos
estas circunferéncias de modo concéntricas, haveremos de obter um vao de

0, 16m.

Problema 13 (Questao 23 do Exame de acesso ao PROFMAT 2015). Seja [,
a medida do lado de um poligono regular de n lados, inscrito em um circulo
de raio R. Qual das afirmacoes abaixo esta correta para todo valor de n?

a) sen90° — % = 57%
b) seni®™ = Lo
c) senE =Lk
d) cos90° — % = %‘
e) sen® =

Solugao. A figura a seguir representa a situacao, isto é, temos um poligono
de n lados, inscrito em um circulo de raio R.
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Dai vemos que o triangulo ABO é isosceles pois, O € o centro do circulo
e assim sendo AO = OB = R e o angulo central BOA tem por medida @,
uma vez que o poligono é regular de n lados, logo divide o circulo em n partes

iguais.

Sendo o triangulo ABO isbsceles temos que sua altura OM é também
bissetriz, dai o angulo

BOA & qg0e

MOA = MOB =
2 n

Dessa forma os triangulos M BO e AMO sao congruentes, pelo caso L.A.L
(lado, angulo, lado) o que nos permite afirmar que MB = AM = %" Isto
posto, teremos

180° MB 2 1,
sen =— == ,
n R R 2R
o que corresponde a alternativa b).
Problema 14 (Questao 34 do Exame de acesso ao PROFMAT). O semicirculo
da figura esta inscrito no triangulo retangulo ABC de catetos AB = 7 e

BC = 24.

O raio do semicirculo é igual a:

Solugao. Seja O o centro da semicircunferéncia e D o ponto de tangéncia
dessa semicircunferéncia com o lado AC' do triangulo retangulo, e ainda R o
raio da semicircunferéncia. Assim OD = OB = R.

Afirmamos que AB = AD, uma vez que, pelo caso de congruéncia de
triangulos L.L.A (Lado, lado e angulo oposto), em relagdo aos tridngulos
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retangulos OBA e ODA, e com isso teremos AC' =7+ DC.

Aplicando o teorema de Pitagoras, temos:
(AC)? = (AB)® + (BC)* = 7* + 24* = 625,
logo AC = /625 = 25, segue de AC =7+ CD que DC = 18.
Como os triangulos retangulos C'DO e C'BA sao semelhantes, uma vez

que seus trés angulos sao respectivamente congruentes, temos que

DO DC R 18 3 21

AB BC 7 a1 e

portanto alternativa d).

Problema 15 (Questao 9 do Exame de acesso ao PROFMAT 2014). De um
retangulo de lados medindo X e Y, X <Y sao retirados dois semicirculos
de raio X/2 formando a figura ilustrada abaixo, em cinza.

Y

Entre todas as figuras assim construidas, com perimetro medindo 10m,
determine aquela de area maxima e assinale, entre as alternativas abaixo, a
que melhor se aproxima esta drea maxima.

a) 12,5m?
b) 2,5m?
c) 6,8m?
d) 2m?

e) 2,65m
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Solugao. Se da area do retangulo subtrairmos a area das duas semicircun-
feréncias, entao a area restante é a area da figura cinza. E como as duas
semicircunferéncias sao congruentes, uma vez que tém mesmo raio, a area
(A) da figura cinza sera:

As figuras assim construidas tem perimetro (P) medindo 10m, daf temos:

P:y+27r<g>+y:x7r+2y,

assim
2y + xzm = 10.

Dessa forma a area da figura cinza, em funcao de x é dada por

2 10 — 2
A(a:)zxy—xﬂ:< 0 J}T()x_QJTl‘

4 2 4’

A(x) _ 10x — 227 B x?

7r_20:z:—2:z:27r—x27r_5 9
2 1 1 R

logo a &rea em funcao de x é expressa por uma funcao quadratica ou funcao
polinomial do 2° grau, pois essa funcao é definida por um polinémio do 2°
grau, assim temos:

3
Ax) = —Zﬂx2 + 5.

Dessa forma a drea maxima corresponde ordenada do vértice da parabola,
grafico dessa funcgao e cuja concavidade é para baixo, porque —% < 0. Assim:
-a  —(3*—-4(-%r)0) -25 25

da 4 (—%7‘(‘) —3r  3n’

y:

o que corresponde a aproximadamente 2,65. Portanto a area maxima é
2,65m?2.

Problema 16. Um ciclista saiu para treinar levando consigo uma terceira roda
de reposicao. Durante o percurso de 60km foi alternando as rodas de maneira
que cada uma rodasse uma distancia igual a das outras. Quantos quilémetros
rodou cada roda? E quantas voltas cada uma deu, se a bicicleta usada é uma
com roda aro 26”7
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Solucao. Se o percurso é de 60km e se fossem usadas apenas as duas rodas,
entao cada uma rodaria 60km, logo as duas juntas rodam 120km mas, como
sao 3 rodas a serem usadas, cada uma rodara 40km, pois % = 40.

Como o pneu tem aro de 267, temos um diametro de 26 x 2, 54 = 66, 04cm,
assim o raio tem 33,02cm. Dessa forma cada volta percorre 2,07m, pois
C =2mr =22 x3.14 x 33,02 = 207,3656cm. E como foram 40km teremos:

40000

2,07
Problema 17 (Questao 50 do vestibular da Universidade Estadual da Saide de
Alagoas 2014). A figura desenhada sem escala, mostra uma piscina quadrada
de lado igual a 20 metros, em torno da qual foi construida uma pista circular,
com MA = NB = PC = QD = 2 metros. Adote 7 = 3, v/2 = 1,41 e nao
leve em conta a largura da pista.

= 19324 voltas, aproximadamente.

Uma volta completa na pista equivale a um percurso aproximado de

a) 42 metros
b) 48 metros
c) 80 metros
d) 85 metros

e) 97 metros

Solug¢ao. Com base na figura, vemos que o raio (R) da circunferéncia cor-
responde & metade da medida do didmetro (D) do quadrado acrescido de 2
metros, assim como D = [v/2 = 20 x 1,41 = 28,2 metros, assim o raio tem
R = 14,1 e portanto o comprimento (C') de um volta equivale um percurso

de 85 metros, pois
C=2rr=2x3x14,1=85.
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Capitulo 6

Sugestoes de atividades para o
calculo de 7w

Os métodos usados para encontrar o valor de 7 tornaram-se cada vez
mais rapidos e eficientes, uma vez que o mais rudimentar deles usa a pro-
pria defini¢do de 7 isto é, como razao entre o comprimento e o didmetro da
circunferéncia. Com o avancgo da ciéncia esses métodos foram aperfeicoados
geometricamente e em seguida algebricamente, e, hoje com o uso de ferra-
mentas computacionais o trabalho tornou-se mais sofisticado.

Por exemplo o algoritmo usado no célculo de 100265 casas decimais de
m, fez uso de 105000 operacoes aritméticas, enquanto o algoritmo usado em
1984 pelos irmaos Borwein, obteve os mesmos 100265 algarismos com apenas
112 operacgoes.

O desenvolvimento de novos e mais elaborados algoritmos contribui para
o desenvolvimento da Matematica e Computacao, entre as contribuicoes ci-
tamos a conjectura sobre a distribuicao aleatéria dos digitos na expansao
decimal de 7, a qual diz que um digito tem a mesma probabilidade de apa-
recer na expansao decimal do que qualquer outro.

Essa conjectura tomou mais forca, quando em 1999, examinando 200 bi-
lhoes de casas decimais do m, Kanada e Takahashi obtiveram um niimero
muito proximo de 20 milhoes de ocorréncias, para cada digito de 0 a 9.

Acreditamos que os métodos criados para encontrar o valor de 7 serao

cada vez mais aperfeicoados, otimizados, estudados e até criados novos, com
o passar dos anos. Segue, entao alguns desses métodos:
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6.1 Usando a definicao de «

Com base na propria definicao de 7, para calcularmos o seu valor, tome
um circulo e meca o seu comprimento, o seu diametro e determine a razao
entre essas medidas.

Para medir um circulo, por exemplo uma tampa de uma lata de leite,
podemos usar uma fita métrica de costura, por ser flexivel, enquanto para
medir o didametro sugerimos o uso de uma régua ou mesmo um escalimetro.

Certamente, algumas dificuldades serao encontradas, nessa pratica, entre
elas como ter certeza se realmente medimos o diametro? O instrumento de
medida sugerido nao é preciso, de modo que quanto maior o nimero de medi-
¢oes feitas com cada vez mais cuidados e atengao, mais proximos chegaremos
de um resultado preciso.

Outro fato importante é ter certeza de que a corda medida é de fato
o diametro, para isso podemos desenhar o circulo em uma folha de papel
(ndo pautada), tragar uma corda e em seguida sua mediatriz. Afirmamos
que o ponto médio da mediatriz de extremidades na circunferéncia do circulo
é o centro do circulo, isto é, tome uma circunferéncia A, trace uma corda
AB qualquer, trace a mediatriz da corda AB, marcando os pontos D e E
(intersecdo da mediatriz com a circunferéncia A) e o ponto C (intersecao
da mediatriz com a corda AB), e finalmente determine o ponto médio do

segmento DE que serd o centro O da circunferéncia .

D

E

Podemos ainda estimar o valor de m usando o conceito de area do circulo,
por exemplo medindo a quantidade de tinta usada para pinta-los, ou ainda
pesando circulos construidos com um mesmo material de densidade conhe-
cida. Ainda assim os problemas continuarao sendo os mesmos, em relacao a
precisao.
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Vejamos a seguir uma maneira de estimar o valor de 7, usando o método
da exaustao.

6.2 Meétodo da exaustao aplicado a poligonos
inscritos

Vimos que esse método foi usado por Arquimedes por volta do ano 250
a.C. e consiste em inscrever poligonos em um circulo, iniciando-se por exem-
plo com o quadrado, seguido de um octogono, e assim dobrando-se o nimero
de lados, de modo a aproximar-se cada vez mais da circunferéncia.

Hoje, usando os conceitos da algebra podemos expressar o perimetro de
um poligono de n lados, inscrito em um circulo de raio r, em particular tome
r = 1, veremos assim um modo de estimar o valor de m, a partir dessa
generalizacao.

Seja M o ponto médio do arco AB, teremos [y, o lado do poligono cuja
quantidade de lados é o dobro do ntimero de lados do poligono anterior, cujo
lado é [,,.

Aplicando o Teorema de Pitagoras temos I3, = x? + (%”)2 e que 1 =

1—2)%2+ ()*, dai obtemos a igualdade:
2
BL,—2*=1-(1-2)*=103 =2*+1—-(1-22+2%) = 2 +1-1+22—2* = 2z,

2
logo 12, = 2z, ou seja, z = l%" Mas, 132, = 2 + (%")2, dai 12, = (%") +

(%)2 = Z%T" + % — 12 =0, multiplicando a tltima igualdade por 4, obtemos:

dai
= (I3, — 43 +4) -4+ =0= (5, —2)* =42
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Afirmamos que 4 — [2 > 0, uma vez que r = 1, [,, < 2, para todo n, note
que [,, (lado do poligono inscrito) é uma corda, e portanto deve ser sempre
menor do que o didmetro do circulo que circunscreve esse poligono.

Isto posto podemos concluir que
(5, =27 =4—-12 =15, —2=+/4— 2.

Tomando o quadrado como o poligono inscrito na circunferéncia de raio
r =1, temos que Iy = v/2, pois (I4)> = 2.

Ora, para n > 4, teremos [, < lg = 1 porque se o raio da circunferéncia
é 1, entao o lado do hexdgono inscrito nessa circunferéncia também é 1 e o
lado do octégono inscrito na mesma circunferéncia de raio 1, ¢ menor do que
o lado do hexagono. Desta forma afirmamos que /3, —2 < 0, segue entao que

Iy —2=—\4-12 =15, =2—/4-12,
lan = £\/2 — /4 — 2

e como [y, ¢ a medida do comprimento do lado de um poligono temos que
l>, > 2 e portanto

dai

low = \/2 — /A — 12

e assim o perimetro p do poligono com 2n lados, inscrito numa circunfe-
réncia de raio 1, concluimos que

Pon = 2n\/2 — /4 — 2.

Usando o método da exaustao, e a formula que acabamos de obter, po-
deremos entao realizar a experiéncia de obter o valor de m, que neste caso é
dado por 2%, pois estamos com uma circunferéncia de raio 1, veja a tabela
abaixo:
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’ 2n lon Dan \ Valor de 7 ‘
6 1 6 3
12 ] 0,51764 | 6,2116571 | 3,1058285
24 ] 0,26105 | 6,2652572 | 3,1326286
48 | 0,13081 | 6,2787004 | 3,1393502
96 | 0,06544 | 6,2820639 | 3,141032
192 | 0,03272 | 6,2829049 | 3,1414525
384 | 0,01636 | 6,2831152 | 3,1415576
768 | 0,00818 | 6,2831678 | 3,1415839
1536 | 0,00409 | 6,2831809 | 3,1415905
3072 | 0,00205 | 6,2831842 | 3,1415921
6144 | 0,00102 | 6,283185 | 3,1415925
12288 | 0,00051 | 6,2831852 | 3,1415926
24576 | 0,00026 | 6,2831853 | 3,1415926
49152 | 0,00013 | 6,2831853 | 3,1415926

6.3 O Método da exaustao e a trigonometria

No capitulo 1, item 1.6, vimos que

Fazendo x9» = 2" sen (

Caso n = 1: Temos que

Caso n = 2: Temos que
To2 = 22 sen

Caso n = 3: Temos que

m =

180°
271

To9 = 2sen

[¢]

22

T3 = 2% sen

180°
lim 2"sen (

n—-+o0o

o

0 2
— 4send5® = 4§ =22 = 2, = 2V2.

180°
93

= 8sen

> )

), vamos calcular xo», quando n=1,2,3,4,5.

= 2sen90° = 2.

180°
8 Y

mas de sen2a = 2sena cos a e de cos2a = cos? o — sen’a obtemos as

expressoes

V2

— = sen

2

4

180°
= sen?2

180°
8
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180°
8

COS

180°
8




V2 180° 180° , 180° , 180°
— = cos = c0s 2 = cos” —— —

2 4 8 g Mg
donde obtemos

180°  V2—+2

sen 3 5 ,

uma vez que,

180° 180° 5 180° 5180°
oS = cos” —— — sen ,
8 3 3 8

usando a relacao fundamental sen’a + cos? o = 1, obtemos

2 sen

80 1 — sen? 180 =1 — sen2% — sen? 1880

(o}

2 sen

=1 — 2sen?

Elevando os dois membros ao quadrado, teremos

4 sen? 180 (1 — sen? 1880 ) =1 — 4sen? 120 + 4sen? 180

8 8
180° 180° 180° 180°
4 sen? — 4sen? =1 — 4sen? + 4sen?
8 8 8
180° 180°
8sen? — 8sen? 3 +1=0.
Fazendo seHQ% = 7, teremos que 822 — 8z + 1 = 0, dai

—(—8) (—8)2—32 8++32 8+4V2
16 16 16

e assim

4 Y

Tr = sen 3 = 1 = sen 3 = 1

,180°  2++2 180° _ Qiﬂ_i\/zi\/ﬁ
= o

o
Como sen(°® < sen% < 1, segue que

180°  V2++V2
8 2

sen
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entretanto

/ V2 2 2 180°
2+\/§>\/§:>+\/_>£:sen 80,

2 4

logo

180°  V2—+2

sen
8 2

Com isso obtemos

T9s = 8sen

18800 — 38 <2+\/§> —4/2- V2,

e portanto

m8:4\/2—\/§.

Caso n = 4: Temos que

180° 180°
Tos = 2% sen TR 16 sen1—6,
mas vimos que
sen1800 = 2= \/5 = s¢3112180O = 286111800 COS &00
g8 2 N 16 16 16
assim
5 180°  180° 2 -2
n =
"6 16 5
que elevando ao quadrado obtém-se
4 sen” 180° cos® 072 V2
16 6 4
o 180° 180°
2 — 1 . 2
cos 16 n 6
dai
80° 180° 2 —4/2 180° 180° 2—2
4 sen? 1 — sen? = \/— = 4 sen’® —4sen’ = \/_
16 16 4 16 16 4
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Tomando sen?8% = k, obtemos a equagdo —4k* + 4k — %ﬁ =0,
donde
)
—4+ \/44 —4(—4) (—2 1 2) —4+ \/16 —4(2-V?2)
k' — =
-8 -8 ’
segue que

-8 B 4 ’

k_—4i\/4(4—<2—\/5)>_—412 212 27V2+42
- -8

com isso obtemos

180° . [2F V242 V2F V242
4 B 2 ’

sen

16
180°
e como 0 < sen=j < 1, temos que
180°  \2-V2+V2
sen = )
16 2

Dessa forma, temos que

180° 180° V2 V2+V2 e
x16:24sen%:16sen fg =16 \g :8\/2— 2+ /2.

Caso n = 5: Temos que

180° 180°
Tos = 29 sen o = 32sen 39
Vimos que
180° 2-2+2
sen =
16 2 ’
dai
180° 180° 180°  180° 2-vV2+2
sen = sen2 = 2sen Cos =

16 32 32 32 2 ’

elevando as duas tltimas igualdades ao quadrado obtemos

2180°  ,180°  2- /2442

4 sen cos ,
32 32 4
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logo segue-se

180° 180° 2 V242
4 sen’ 1 — sen?® =
Sen 32 ( Sen 32 ) 4
180° 180° 2 —v2++2
4 sen’ — 4 sen’ = :
Sen Sen 32 4

2180°

55> obtemos a equagao qw? — 4w + =

Fazendo w = sen
donde obtemos

—(—4)i\/(—4)2—16 (@) 4i\/16—4<2— 2+\/§)

w = =

8 8

4i\/4 +\/§)):4i2\/2+ 2+ /2

8

2414/2 4+ 2+\/§
_ g ,

2180°

35 temos

COINO W = sen

180° 24+1/24+V2+ V2
sen =+ )
32 4

180

Porém como 0 < sen-55- < 1 temos que

180° \/2i\/2+\/2+\/§
32 2 '

Sen

Entretanto, note que

/ \/2+V2+V2+\/§ V2 180° 180°
24+4\/24+V/2+V2>V2=> > — = sen > sen——,
2 2 4 32
180° \/2—\/2+\/2+\/§
32 2 '
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Dessa forma,

80° 180°
T30 =2° sen — = 32 sen D)
\/2— 24+ V2+2

=32 5 —16\/2—1\/2+\/2+V2

Vemos entao que

180° /
Ton = 2" sen o =t 2—\/2+\/2—|— 2+.../2,

na qual temos n — 1 raizes quadradas.

6.4 Meétodos computacionais

De certo que além dessas quatro maneiras de se obter o valor aproximado
de 7, ha varias outras, por exemplo usando a série de Gregoério

T _q 1 1 1

1 3 + 5T + ...
também conhecida como série de Leibniz, embora sua aplicagao, nesse caso
seja inadequada, devido a lentidao da sua convergéncia; outro exemplo é um
método estatistico, bem prético, diria até ludico, conhecido como a Agulha
de Buffon; método da exaustao aplicado a poligonos inscrito (usando area);
ainda usando area podemos obter

1

1
z—/ dx.
4 o 1+a?

O experimento aleatério da Agulha de Buffon, nome dado em homenagem
ao conde de Buffon, consiste em lancar uma agulha num piso de assoalho e
observar se a agulha cruza a fresta entre as tdbuas. Estranhamente, a pro-
babilidade deste evento conduz a uma estimativa do nimero 7.

Sugerimos que a formula obtida no item 6.3 sejam aplicadas para se cal-
cular o valor de 7, usando o excel, como fizemos alids no item 5.2.
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Nos tltimos anos, com o uso de computadores, surgido mais e mais
algoritmos que calculam o valor de 7, com um niimero cada vez maior de casas
decimais, uma vez que esses novos algoritmos usam séries com convergéncia
mais rapida, e métodos numéricos mais confiaveis, por exemplo em 2010 F.
Bellard, usando a série de Chudnouvslky

1 > —1)" 1135914 45140134
_:12220( )" (6n)!1359 09+55303n
T - (n!)3(3n)!(640320)%" 2

calculou mais de 2,6 trilhoes decimais de 7. E sao casos como este que nos
dao a certeza que esse fascinio por essa constante permanecera por muitos e
muitos anos.

6.5 OQOutras atividades

Sugerimos ainda as seguintes atividades:

1. Dado um retangulo de comprimento medindo o dobro da largura, cal-
cule o pi desse retangulo.

2. Dado um retangulo em que a razao entre o comprimento e a largura é
%, determine o valor de pi desse retangulo.

3. Ainda sobre retangulos verifique o que ocorre se a medida do compri-
mento ficar mais proximo da medida da largura.

4. Calcule a area de um triangulo de Reuleaux, formado a partir de um
triangulo equilatero de lado 1 e compare com a area de um circulo de
didmetro 1.

5. Calcule o perimetro de um triangulo de Reuleaux, formado a partir de
um triangulo equildtero de lado 1 e compare com o comprimento de
um circulo de diametro 1.

6. Construa um circulo e um triangulo de Reuleaux com material con-
creto (papelao, madeira, etc.) e verifique que quando postos entre
duas réguas, é possivel descolar uma delas suavemente sobre as formas
geométricas, e que este mesmo experimento, se construidos solidos ci-
lindricos de bases na forma de um circulo e um tridangulo de Reuleaux,
tais solidos podem ser usados para deslocar paralelepipedos.
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