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Resumo

A matematica estd em toda parte. O problema é que muitas vezes nao percebemos isso.
Por exemplo, ao assistirmos televisdao, ao enviarmos um e-mail, ao realizarmos uma ligacao
telefonica, ou ao utilizarmos qualquer meio de comunicacao, a matematica esta presente. De
uma forma geral, quando uma mensagem ¢ transmitida por qualquer meio de comunicagao,
existe um cédigo numérico associado. Codigos corretores de erros sao codigos utilizados no
sistema de transmissao de mensagens, com o objetivo de recuperar uma informagao perdida
durante o processo de transmissao, na ocorréncia de algum erro ou alteragao na mensagem.
Nesta dissertagao, apresentamos os codigos ciclicos, um tipo de cédigo corretor de erros,
cuja relevancia é possuir algoritmos de implementacao de grande eficiéncia, baseados em
operagoes com polindmios. Propomos uma sequéncia didatica, direcionada para turma do
3° ano do Ensino Médio, que permite ao professor realizar uma aplicacdo com operacoes

de polindmios em um tema relacionado ao cotidiano dos alunos.

Palavras-chave: Transmissao de mensagens, Cédigos Corretores de Erros, Cédigos Cicli-

cos, Polinomios.






Abstract

Mathematics is in everywhere. The problem is that we often don’t realize this. For example,
when watching television, sending an e-mail, making a phone call, or using any means of
communication, mathematics is present. In general, when a message is transmitted by
any means of communication there is an associated numeric code. Error correcting codes
are codes used in the message transmission system, in order to recover lost information
during the transmission process, in the event of an error or change in the message. In this
dissertation, we present the cyclic codes, a type of error-correcting code, whose relevance is
to have highly efficient implementation algorithms, based on operations with polynomials.
We propose a didactic sequence, aimed at the 3rd year high school class, which allows the
teacher to carry out an application with polynomial operations on a theme related to the

students’ daily lives.

Keywords: Transmission of messages, Error Correcting Codes, Cyclic Codes, Polynomials.
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Introducao

A Teoria dos Codigos Corretores de Erros, fundada pelo matematico C. E. Shannon,
num trabalho publicado em 1948, foi inicialmente de interesse dos matematicos, que deram
grandes contribuigoes no periodo entre as décadas de 50 e 60. Com o passar dos anos, com
0 avango nas pesquisas espaciais e a popularizacao dos computadores, passou também a ser
do interesse dos engenheiros. Nos dias atuais, essa teoria se tornou um campo de pesquisa
muito ativo em diversas areas do conhecimento: matematica, engenharia, computacao,

estatistica, biologia entre outras.

Recentemente, o avanco das tecnologias de comunicacdao vem sendo cada vez mais
impressionante. E muito dificil encontrar uma pessoa que nao foi influenciada pelo uso
dessas novas tecnologias. Isto justifica a importancia desses meios na vida da sociedade.
Uma simples transmissao de mensagens escritas por correio eletrénico, de voz por telefone
ou de imagens e sons da televisao, que estao presentes no nosso cotidiano, envolve uma
teoria matematica, que permite ao usuario desses meios de comunicacao uma transmissao

de qualidade.

No processo da transmissao de informagoes, podem ocorrer algum tipo de inter-
feréncia ou erro, que é chamado de ruido, fazendo com que a mensagem recebida seja
diferente da enviada. Com o surgimento de um sistema de comunicagao cada vez mais
moderno, é possivel fazer com que essa mensagem chegue ao receptor da forma mais
confiavel possivel. O uso desses sistemas de comunicac¢ao torna possivel o desenvolvimento
de teorias matematicas basilares as novas tecnologias, dentre elas, a Teoria dos Codigos

Corretores de Erros.

Na experiéncia como professor, ja ouvi de muitos alunos a seguinte pergunta: 'Onde
os polindémios serdo usados na minha vida?"ou "Pra que serve esse ou aquele contetido de
matematica e onde é aplicado?"Com base nesses tipos de pergunta, resolvemos elaborar essa
dissertacao que tem por objetivo principal propor uma sequéncia didatica que possibilite
ao professor do ensino bésico apresentar aos seus alunos uma aplicagao de polindomios em

um tema relacionado com o cotidiano deles.

Vejamos a seguir as competéncias 3 e 4 especificas de matematica para o ensino
médio, presentes no texto da BNCC ! (11)(BRASIL, 2018, p. 531).

3. Utilizar estratégias, conceitos, defini¢bes e procedimentos matematicos
para interpretar, construir modelos e resolver problemas em diversos
contextos, analisando a plausibilidade dos resultados e a adequacao das
solugoes propostas, de modo a construir argumentacao consistente.

I Base Nacional Comum Curricular
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4. Compreender e utilizar, com flexibilidade e precisao, diferentes regis-
tros de representacido matematicos (algébrico, geométrico, estatistico,
computacional etc.), na busca de solugdo e comunicagao de resultados de
problemas.

Nessas competéncias, consideramos relevante para os nossos propositos a necessidade
do uso de procedimentos matematicos na construcao de modelos e resolugao de problemas
em diversos contextos, e da utilizagdo de registros algébricos e computacionais, na busca
de solucao e comunicacao de resultados de problemas. Essas competéncias apoiam a ideia
do estudo de aplicagoes matematicas, que envolvem os diversos campos dessa ciéncia, entre

eles a algebra.

No primeiro capitulo, trazemos os principais resultados que servirao de material
de apoio para o professor relembrar alguns conceitos das disciplinas de Anéis e Algebra
Linear. Os resultados apresentados nesse capitulo ajudarao na compreensao dos resultados
posteriores encontrados principalmente no capitulo 3, no qual estudaremos os cédigos

ciclicos.

No segundo capitulo, além de descrever alguns fatos histéricos, apresentamos os
conceitos basicos da teoria, como defini¢des de cddigos corretores de erros, a métrica de
Hamming, os parametros de um codigo, e finalizamos com o problema fundamental da

teoria dos codigos.

No terceiro capitulo, estudamos os coédigos ciclicos, numa abordagem voltada para o
professor do ensino médio. No estudo desse codigo, utilizamos algoritmos de implementacao

muito eficientes baseados em operagoes com polindémios e multiplicacdo de matrizes.

No capitulo 4, produto final dessa dissertacao, elaboramos uma proposta de sequén-
cia didatica, voltada para alunos do Ensino Médio, turmas participantes de olimpiadas de
matematica e alunos interessados. A sequéncia é composta por 7 aulas de 50 minutos. A
primeira aula, aborda o contetiddo "Divisao euclidiana', que é ensinado no Ensino Funda-
mental - Anos Finais para compreensao da definicao de corpos finitos. Vejamos o que diz

a BNCC, com relacao ao estudo dos contetidos do Ensino Fundamental no Ensino Médio.

A BNCC da area de Matemaética e suas Tecnologias propoe a consoli-
dacao, a ampliacdo e o aprofundamento das aprendizagens essenciais
desenvolvidas no Ensino Fundamental. Para tanto, propoe colocar em
jogo, de modo mais inter-relacionado, os conhecimentos ja explorados
na etapa anterior, a fim de possibilitar que os estudantes construam
uma visdo mais integrada da Matematica, ainda na perspectiva de sua
aplicagdo a realidade. (BRASIL, 2018, p. 527)

A BNCC prima pela aplicagdo dos conteiiddos do Ensino Fundamental no Ensino
Médio de forma mais aprofundada e integrada a realidade. As aulas 2, 3 e 4 tratam do

estudo dos polindmios com coeficientes em corpos finitos. Nelas abordaremos raizes, divisao
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e fatoragdo de polindémios com coeficientes em corpos finitos. As aulas 5, 6 e 7 dedicam-se
a aplicacao de codigos ciclicos no ensino médio, nos quais os alunos usarao operacoes de

polindmios em algoritmos para codificacao e decodificagdo de mensagens.
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1 Um breve passeio pelas estrutu-

ras algébricas

Para melhor entendimento do estudo dos codigos ciclicos, trataremos nesse capitulo
de alguns conceitos e resultados matematicos fundamentais para o desenvolvimento da
teoria. Para um estudo mais objetivo, alguns resultados que utilizaremos nao serao demons-
trados. Ao leitor interessado em um maior aprofundamento no contetiddo recomendamos

uma consulta as referéncias (1), (2), (3) e (4).

1.1 Nocoes de anéis

Definicao 1.1. Seja A um conjunto nao vazio munido de duas operagodes, as quais

chamaremos de soma e produto em A e denotaremos por + e -

Assim,

+: AxA — A e -1 AxA — A
(a,b) +— a-+b (a,b) +— a-b

Chamaremos a tripla (A, +,-) um anel comutativo com unidade, se as seguintes

propriedades sao verificadas, quaisquer que sejam a, b, c € A.

(A1) (a+b)+c=a+ (b+c) (associatividade da soma);

(A2) Existe um elemento chamado zero e denotado por 0, de forma que a+0=0+a = a

(existéncia de elemento neutro para a soma);

(A3) Dado a € A, existe um unico elemento chamado simétrico de a e denotado por —a

tal que a + (—a) = —a + a = 0 (existéncia de inverso aditivo);
(A4) a+b="0+ a (comutatividade da soma);
(M1) (a-b)-c=a-(b-c) (associatividade do produto);

(M2) Existe um elemento chamado unidade e denotado por 1 tal que a-1=1-a=a

(elemento neutro do produto);
(M3) a-b=0b-a (comutatividade do produto);

(AM) a-(b+c¢) =a-b+a-c (distributividade do produto em relagao a soma).



24 Capitulo 1. Um breve passeio pelas estruturas algébricas

Seja A um anel. Diremos que a # 0 um elemento de A é um divisor de zero se existir
be A, comb#0 tal que a-b = 0. Diremos que o anel A é um dominio de integridade se

A nao possui divisores de zero.

Se A é um dominio de integridade entao vale a Lei do Cancelamento, isto é, dados

a, b,ce Ataisquec#0ea-c=b-c, entdo a = b.

Exemplo 1.2. Os conjuntos Z, Q, R e C, juntamente com suas operagoes usuais de soma
e produto sao exemplos de dominios de integridade. J& o conjunto dos naturais N nao ¢é

um anel, por ndo haver simétrico, nem elemento neutro da soma.

Um elemento a de um anel A sera dito invertivel, se existir um elemento a~! € A
de modo que a-a~! = 1. Assim diremos que a~! ¢ o inverso de a. Ao anel, onde todos os

elementos nao nulos sao invertiveis, chamaremos de corpo.

Dos exemplos acima, Q, R e C sdao exemplos de corpo, porém Z nao é corpo, pois

os Unicos elementos invertiveis neste anel sdo 1 e —1. Assim, nem todo dominio é corpo.

Todo corpo A é um dominio de integridade, pois se a € A é um divisor de zero,
entdo existe b € A com b # 0 tal que a-b = 0. Sendo A corpo e b # 0 existe b~! inverso de
b. Dali,

a=a-1=a-(b-b")=(a-b)-b'=0-b""=0.

Definigao 1.3. Seja A um anel e I um subconjunto de A. Diremos que I é um ideal de
A se para todo x,y € [ e a € A temos
i) x+yel.
ii) a-2 € 1.
Observe que {0} e o préprio A sao ideais de A. Se A é um anel e a € A, entao A-a é
um ideal de A, chamado de ideal principal gerado por a. De formal geral, se a1, -+ ,a, € A,

entao o conjunto

I ={zia1 + -+ zpan; 21, -, 2, € A}

¢ um ideal de A, e os elementos aq, - - ,a, sdo chamados de geradores de I.

Definicao 1.4. Seja A um anel. Um ideal M ¢é chamado de ideal maximal se M # A e

se I é um ideal de A, de forma que
MCICA, entao I = M ou I = A.

Observacao 1.5. Em relacao ao anel dos inteiros, é possivel mostrar que todo ideal de Z ¢é
principal. E dado p-Z = I C Z, poderemos verificar também que p é um nimero primo

se, e somente se I é um ideal maximal em Z.
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Seja A um anel e I um ideal de A, definiremos a relacio = mod [ em A por:
r,2yeAr=y modl & x—yel

A relaggdo = mod [ define em A uma relacao de equivaléncia.

A classe de equivaléncia do elemento z € A em relagdo a = mod m, denotada por 7,
éoconjuntoT ={y € A|y=2x mod I} =x+ 1 e o conjunto das classes de equivaléncias,

chamado de conjunto quociente, serd denotado por A/l ={T =z +1 |z € A}.

O préximo resultado nos permitira definir as operacoes de adi¢ao e multiplicacao

no conjunto quociente A/1I.

Proposigao 1.6. Seja A um anel e I um ideal em A. Sea=b mod I ec=d mod I,
entao
(i) a+c=b+d mod I
(ii) a-c=b-d mod I.

Observe que pela Proposicao 1.6 a classe da soma nao depende dos representantes
das classes das parcelas, como de modo andlogo ocorre com a classe do produto que nao

depende das classes dos fatores. Ou seja, as operagoes da adi¢ao e multiplicagdo em A/I,

que serao apresentadas no préoximo Teorema, estao bem definidas.

Teorema 1.7. Seja A um anel e I um ideal de A. SeT =x+1 e A/l ={T |z € A},

entao

i. As operagoes de adi¢io e multiplicagio em A/l sao definidas por
+: AT x A/T — A/l e tA/IxA/l — A/l
(,7) — T+y =Tty (,7) — Ty =Ty
ii. O conjunto A/I munido das operagoes de adi¢io de multiplicacao definidas no item
acima € um anel, chamado de anel quociente de A por I;
iii. Se 1 é a unidade de A, entio 1 é a unidade de A/I;

iv. Se A € um anel comutativo, entao A/I é comutativo.

Teorema 1.8. Seja A um anel comutativo com unidade 1 € A e seja I um ideal de A.

Entdao I € ideal mazimal de A se, e somente se, A/l é um corpo.

Veremos agora como exemplo as operagoes de soma e produto em Z,, = Z/I, em

que I = mZ, para alguns valores de m especificos.
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Exemplo 1.9. Seja m = 3. Assim Zz = {0, 1,2} e efetuando todas as operagoes de soma

e produto possiveis com elementos de Zs, obteremos

+lo 1 2 o T 2
0/0 T 2 e 0|00 0
11T 2 0 10 1 2°
212 0 1 210 2 1

Como 1 e 2 sdo invertiveis, Zz é¢ um corpo.

Exemplo 1.10. Seja m = 4. Logo Z, = {0,1,2,3} e fazendo todas as operagoes de soma

e produto possiveis com elementos de Z,4, teremos

Wl ol = of +
ol Nl | Ol S
Ol Wl DN |
= Sl ol Dof D
2o | O ol wol
@
ol o o o <l
Wl N | Of
ol O Bl Off bl
= ol Wl O wl

Wl N = O -

Como 2 nao ¢é invertivel, Z, nao é um corpo. Como 2 -2 = 0, esse anel nao é um

dominio de integridade.

Pela Observagao 1.5 e Teorema 1.8 temos que Z,, € um corpo se, e somente se, m

¢ um numero primo.

1.1.1 Anéis de polinémios

Nesta sec¢ao, estudaremos o conceito de polindmios com coeficientes em um anel.
Observaremos que as propriedades das operagoes de polindmios estao intimamente ligadas

as propriedades da soma e produto no conjunto de seus coeficientes.

Seja A um anel. Chamaremos de um polinémio sobre A em uma indeterminada
X ¢ A a expressao do tipo

PX)=a+au X+ +aX"=) aX,
i=0
onde n é um inteiro nao negativo, a; € A, para 0 <1i < n. E de costume néo escrever o
termo a; X' sempre que a; = 0.
Dados dois polinémios P(X) = ag+a; X+ -+a, X" e Q(X) = bo+b1+- - -+, X™,
ambos com coeficientes em A. Diremos que P(X) = Q(X) se, e somente se, m = n e

a; = b; para 0 < i < n.

Denotaremos por A[X] o conjunto de todos os polinémios na indeterminada X

com coeficientes em A.
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Definiremos as operagoes de soma e produto de polinémios em A[X], tomando

como base as operagoes de soma e produto sobre A.

Definicdo 1.11. Sejam P(X) = > ;X" e Q(X) = > _ b;X" em A[X], definiremos as
i=0 i=0
operagoes de soma e produto em A[X] como segue

max{n,m}

PX)+QX)= > X',

i=0
onde ¢; = a; + b;, e
PO -QUY) = 36X
onde :
co = ap - by

Clzao'b1+a1'bo

c; = Z a)\'b,u:aO'bi+a1'bi—1+"'+ai'b0
AMp=1

Crntm = G - Dy

Teorema 1.12. Com as operagoes acima definidas, A[X] € um anel.

Defini¢ao 1.13. Para todo polinémio P(X) nao identicamente nulo em A[X], algum
coeficiente deve ser distinto de zero. Entao existe um maior indice n # 0, o qual chamaremos

de grau de P(X) e denotaremos por gr(P(X)). Neste caso, chamaremos a,, de coeficiente

lider de P(X).

Observagdo 1.14. Note que pela defini¢ao acima gr(P(X)) = 0 se, e somente se, P(X) =

ap € A\ {0}, e que o grau do polinémio nulo nao é definido.

Proposicao 1.15. Seja A um dominio de integridade. As sequintes condigcoes sdo satis-

feitas.

(i) Se P(X),Q(X) € A[X]\ {0}, entdo gr(P(X) - Q(X)) = gr(P(X)) + gr(Q(X));
(ii) A[X] € um dominio de integridade;

(iii) Os elementos invertiveis de A[X] sdo os elementos invertiveis de A.

De agora em diante admitiremos que A é um corpo K. Segue do resultado acima

que K[X] é um dominio de integridade.

Definig¢ao 1.16. Os polinomios de grau n com coeficiente lider a,, = 1 s@o chamados de

polinomios monicos.
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Iremos enunciar alguns resultados de divisibilidade, iniciando com o algoritmo

euclidiano de divisao de polindmios com coeficientes em um corpo arbitrario K.

Definicdo 1.17. Sejam dois polindmios F'(X) e G(X) no anel de polindémios K|[X]
com coeficientes num corpo K. Diremos que F(X) é miltiplo de G(X) quando existe
H(X) € K[X] tal que F(X) = G(X) - H(X). Para o caso em que G(X) # 0, diremos que
G(X) divide F(X).

Proposicao 1.18. (Divisio Fuclidiana)
Seja K um corpo e F(X),G(X) € K[X], com G(X) # 0. Entdo, existem Q(X) e
R(X) em K[X], unicamente determinados, de modo que
F(X) = QX)G(X) + R(X),
em que R(X) =0 ou gr(R(X)) < gr(G(X)).

Definigao 1.19. Seja K um corpo e F'(X) € K[X]\K. Diremos que F(X) é um polinémio

irredutivel em K[X| se possuir a seguinte propriedade:

e Se F(X) = G(X)-H(X), com G(X),H(X) € K[X], entdo G(X) ou H(X) é um

polinémio constante nao nulo.

Teorema 1.20. (Fatoragao inica) Todo polindmio ménico em K[X], ndo constante e nao
irredutivel, pode ser escrito como produto de polinémios de K[X] irredutiveis e monicos.

Essa escrita € unica a menos da ordem dos fatores.

Definigao 1.21. Seja P(X) € K[X] e seja a € K, onde K é um anel. Diremos que « é
uma raiz de P(X), se P(a) = 0.

Proposigao 1.22. Sejam K um corpo, P(X) € K[X] e a € K. Entao a é uma raiz de
P(X) se, e somente se, (X — «) divide P(X).

Teorema 1.23. Um polinomio de graun com coeficientes num corpo K possui, no mdximo,

n raizes distintas sobre K.

Estudaremos agora os ideais de K[X] que serdo fundamentais para o desenvolvi-

mento e compreensao da teoria dos codigos ciclicos.

Proposigao 1.24. Todo ideal de K[X] € da forma I(F (X)), onde F(X) € K[X].

Dado um ideal I de K[X], se F(X) é um gerador de I, para toda constante nao
nula ¢ € K, cF(X) também é um gerador de I. Como consequéncia dos resultados obtidos

acima, temos o seguinte corolario:
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Corolario 1.25. Seja I # {0} um ideal de K[X]. Entao, existe um tnico polinémio
monico F(X) em I (de grau minimo), tal que I = I(F(X)).

Estudaremos os anéis quocientes K[X|/P(X), onde P(X) é um polindmio nao

constante e monico de grau n. Observe inicialmente que

K[X]/P(X) ={R(X); R(X) € K[X]com R(X) =0, ougr(R(X)) <n}

e que dado Ry (X), Re(X) € K[X] com gr(Ri(X)) <n e gr(R2(X)) < n, sendo Ry(X) #
RQ(X)7 entao Rl(X) 7é RQ(X)

s

Teorema 1.26. O anel K[X]/P(X) é um corpo se, e somente se, o polinomio P(X) é

irredutivel.

O resultado acima nos fornece uma forma prética para construgao de corpos finitos.
Dado K = Z,, em que p é um ntmero primo positivo. Se P(X) € K[X] é irredutivel com
grau n, entao K[X|/P(X) ¢ formado pelas classes de polindmios ag+a; X + -+ - +a,_; X"
em K[X], e dois polinémios distintos de graus menores do que n definem classes distintas.
O corpo K[X|/P(X) tem p" elementos. Veremos Z, como um subcorpo de K[X]/P(X) e
identificaremos o elemento A € K = Z,, como X € K[X]/P(X).

Exemplo 1.27. Sejam K = Z; e P(X) = X? + X + 1. Observe que P(X) é irredutivel

em K[X]. Construiremos um corpo Fy, cujos elementos listamos abaixo.
F, = K[X]/P(X)={0,1,X,1+ X}.

As tabelas de operacoes de soma e produto de [y sdo, respectivamente:

+ 0 1 X 1+X
0 0 1 X 1+ X
1 1 0 I+X X |
X X 1+X 0 1
1+X |1+ X X 1 0
0 1 X 1+X
0 0 0 0 0
1 0 1 X 1+X
X |0 X 1+X 1
I1+X |0 1+X 1 X

Exemplo 1.28. Dado P(X) = X? + 1 € Z3[X], um polindémio irredutivel. Poderemos

construir um corpo Fyg com 9 elementos, os quais descreveremos abaixo:

Fo={0,1,2,X,2X, 1+ X,1+2X,2+ X,2+2X}.
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Exemplo 1.29. Seja K = Zy e P(X) = X7 — 1. Observe que 1 é raiz de P(X). Logo

poderemos escrever
PX)=(X+ D)X+ X+ X'+ X3+ X2+ X +1).

Portanto, nesse caso, como P(X) é redutivel, pelo teorema 1.26, o conjunto K[X]/P(X)
nio ¢ corpo. Poderemos continuar com a fatoragao do polindomio Q(X) = X%+ X° + X4 +
X3+ X?+ X + 1. Como Q(X) nao tem raizes em Z, e gr(Q(X)) = 6, entao poderemos
considerar que, ou Q(X) é irredutivel, ou é produto de dois polinémios de grau 3, ou é
produto de trés polinémios de grau 2. Verificando os possiveis casos, teremos que o tnico
polinémio de grau 2 irredutivel sobre Zy[X] é X2+ X + 1, e como (X% + X +1)% # Q(X),
concluiremos que Q(X) sé pode ser produto de dois polindmios irredutiveis de grau 3. Os
tinicos casos de irredutiveis de grau 3 em Zy[X|] sdo os polindomios X®+ X +1e X3+ X% +1.

Logo poderemos verificar que

PX)=X"-1=X+1DX*+X+1)(X*+X*>+1).

Proposicao 1.30. Todo ideal de K[X]|/P(X) ¢é da forma I(F (X)), onde F(X) é um
divisor de P(X).

Demonstragio. Seja I um ideal de K[X]/P(X). Considere o conjunto

J={G(X) € K[X]; G(X) € I}.

Iremos mostrar que J é um ideal de K[X]. Para isso, considere G1(X) e Go(X) elementos

de J, o que significa que G1(X) e G2(X) estdo em I. Desta maneira

GL(X) + Go(X) = G1(X) + Go(X) € T

assim G1(X) + Go(X) € J.

No entanto, se G(X) € J e H(X) € K[X], como efeito G(X) € I, e sendo assim
G(X)-H(X)=GX)H(X) € I. Portanto, G(X)H(X) € J.

Como P(X) € J, logo J # {0}, segue da proposigao 4.6. que existe F(X) €
K[X]\ {0} de forma que J = I(F(X)).

Como P(X) € J = I(F(X)), segue que P(X) é um multiplo de F(X), ou F(X) é
um divisor de P(X).

Agora observe que I = {G(X); G(X) € J}, e como J = I(F(X)), poderemos

concluir que

I ={H(X) F(X); H(X) € K[X]/P(X)} = I(F(X)).
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Para finalizar essa secao, veremos um exemplo de anel quociente que, apesar de
nao ser um corpo, sera de extrema importancia para o estudo do capitulo sobre cédigos

ciclicos.

Exemplo 1.31. O anel quociente R,, = K[X]/(X™— 1) onde seus elementos sao da forma

FX) = {F(X) + GX)(X" - 1); G(X) € K[X]}.

Observe que R, nao ¢ um corpo, pois o polindmio X" — 1, paran € Z,n > 2 , nao

é irredutivel, pois sempre é divisivel por X — 1.

Uma outra forma de verificar que R, nao é um corpo, é o fato de nao ser um

dominio de integridade, pois como contraexemplo

X—-1-Xr14... 4+ X+1=X"-1=0.

1.2 Nocoes de algebra linear sobre corpos finitos

Estudaremos nesta se¢ao, as nogoes basicas de algebra linear necessarias para o

estudo de cédigos ciclicos.

Definicao 1.32. Seja K um corpo, cujos elementos sdo chamados de escalares. Um espago
vetorial sobre K, ou um K-espaco vetorial, ¢ um conjunto V', nao vazio, munido de duas

operacoes, uma operacao de adigao

+: VxV — V
(v,iw) — v+w

e uma multiplicacdo dos elementos de V' por escalares

KxV — 'V
(\v) — A-v

possuindo as seguintes propriedades para quaisquer que sejam u,v,w € V e \,u € K:

(i) associatividade: (u+v)+w=u+ (v+w)e (Au)v=A(uv);
(ii) comutatividade da adigdo: u+v=v+u;

(iii) vetor nulo: Existe 0 € V' de forma que u+ 0 = u;

(iv) inverso aditivo: Existe —u € V tal que u+ (—u) = 0;

(v) distributividade: (A4 p)v=Av+puve A(u+v)=Au+ Av;

(vi) multiplicagao pela unidade de K: 1-v =v.
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Um subespaco vetorial de um espaco vetorial V' é um subconjunto W C V' que com

as mesmas operagoes de adigdo e multiplicagdo de V', também é um K-espaco vetorial.

Definicao 1.33. Seja V um espaco vetorial, um subconjunto W C V', nao vazio, serd um

subespago de V', se satisfaz as seguintes condigoes:

1. 0 e W,
2. Para quaisquer u,ve W, u+ve W,

3. SeveW, entao para todo A € K, \v € W.
Note que as condicoes 2 e 3 na definicdo 1.33 podem ser substituidas por:

4. W é um subespaco de V se for cumprida a condigao:

VuveW Vie K, u+vell

Os espacos vetoriais de dimensao finita possuem uma estrutura algébrica apresen-

tada pelas ideias de base e dimensao.

Um conjunto B = {vy,--- ,v,} de vetores linearmente independentes é um conjunto
cuja tnica combinacao linear nula de seus vetores é aquela cujos coeficientes sdo todos

iguais a zero. Em simbolos, temos

No caso em que os vetores de B nao sao linearmente independentes, eles serdao chamados
linearmente dependentes. Isto significa que vy, - - - , v,, sdo linearmente dependentes quando

existem escalares Ay, ---, A\, nao todos nulos de modo que
)\1V1—|—"'—|—)\nvn:0.

Definicao 1.34. Seja V um espaco vetorial. Uma base de V' é um subconjunto B C V
linearmente independente que gera V. Ou seja, todo vetor v € V' pode ser representado de

forma tinica, como combinagao linear dos elementos da base B.

Se um espacgo vetorial V' admite uma base com n elementos, entao todas as bases

de V tém o mesmo nimero n de elementos. Este niimero é chamado de dimensdo de V.

Definicao 1.35. Sejam V e W dois K-espagos vetoriais. Uma transformacdo linear
T :V — W é uma aplicagdo que associa a cada vetor v € V um vetor T'(v) € W de

forma que sejam verificadas para quaisquer u,v € V e A € K as seguintes condigoes:

() T(u+v)=T()+T(v);
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(i) T(A-v) = \-T(v).

Dada a transformacao linear 7" : V' — W existem dois subespagos essenciais para
o estudo do comportamento de T": o nicleo de T', que é subespago de V', e a imagem de 7',

que é um subespaco de W.

Defini¢ao 1.36. A imagem de T é o subconjunto Zm(T') C W formado por todos os

vetores w = T'(v) € W que sao imagens de elementos de V por T.

Diremos que a transformagao T é sobrejetora se Zm(T) = W. Ou seja, para todo
w € W, existe v e V tal que T'(v) = w.

Seja X = {vy,---,v,} um conjunto de vetores que geram V. A transformacao
T :V — W é sobrejetora se, e somente se, transforma X num conjunto de geradores de

W. Isto significa que, se vy, -, v, geram V', os vetores T'(vy),---,T(v,) geram W.

Definicao 1.37. O nicleo da transformacao linear T': V' — W é o conjunto dos vetores

v € V tais que T'(v) = 0. Denotaremos o nicleo de T por N (7).

Teorema 1.38. Uma transformagdo linear T : V. — W ¢é injetora se, e somente se,

N(T) = {0}

Teorema 1.39. Uma transformacao linear é injetiva se, e somente se, leva vetores L.1.

em vetores L.1.

Definicao 1.40. Diremos que uma transformacao linear T : V. — W é invertivel quando
existe 77! : W — V linear de forma que T 'T = Iy, e TT ! = Iyy.

Uma transformacao linear 7" é invertivel se, e somente se, ela ¢ injetiva e sobrejetiva.
Diremos entao que 17" é uma bijecdo linear entre V e W ou, mais precisamente, que

T:V — W é um isomorfismo e que os espacos vetoriais V e W sado isomorfos.

Teorema 1.41. (Teorema do Niicleo e da Imagem) Sejam V e W espagos vetoriais
de dimensdo finita. SeT':' V. — W ¢ uma transformagdo linear sobre um corpo K, entdo
dimgN(T) + dimgZm(T) = dimgV .

Como consequéncia do teorema do nicleo e da imagem, segue o resultado abaixo.

Corolario 1.42. Dados V e W espacos vetoriais de mesma dimensao finita n. Uma
transformacao linear T : V — W ¢é injetora se, e somente se, é sobrejetora e portanto é

um isomorfismo.

Demonstragio. De fato, sendo n = dimN (T') + dimZm(T'). Logo N'(T') = 0 se, e somente
se, dimZm(T) = n, isto significa que, Zm(T) = W. O
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Exemplo 1.43. O anel quociente R,, = K[X]/(X™—1) do exemplo 1.31, com as operagoes

de soma definida por

H(X) + (X)) = A(X) + f2(X)

e multiplicacdo por escalares A\ € K, definida por

M (X) = Af(X),

é um k-espaco vetorial de dimensdao n com base 1, X,--- , X7 1,

De fato, a soma e a multiplicacdo por escalar é bem definida, satisfazendo as
propriedades da defini¢ao 1.32, e o conjunto {1, X,--- , X7~1} ¢ L.I. dado que A\g + \ X +
<o+ + X\,_1 X! se anula somente quando é multiplo de X™ — 1. E nesse caso, isso ocorre

apenas quando \g = A1 =... = \,_; = 0.
Exemplo 1.44. Considere a aplicacao

o: K" — R,
(agy..cy@p_1) +—— ag+a X+ ...+ a, 1 XL

Seja u,v € K™ e A € K com u = (ug, ..., Up_1) € v = (Vg, ..., Up_1). Assim,

o(u+ M) = (ug + Avg) + (ug + M) X + oo 4+ (Up—1 + Avp_q) X1

=uy+wn X + .+ U X"+ Mog + 01 X + o F v, X7

=ug+wmX + ... Fup X"+ g+ X + .o, X
=o(u) + Ao (v).

Logo ¢ é uma transformacao linear e, pelo corolario 1.42 R,, é isomorfo a K™ através de o.

A ideia de isomorfismo entre espagos vetoriais é imprescindivel, pois nos permite
relacionar, sob a perspectiva algébrica, espagos que se apresentam de formas distintas
aparentemente, mas que sao indistinguiveis algebricamente. Por exemplo, a correspondéncia
(ag, *+ ,an_1) < aoX + -+ + ap_1 X", é um isomorfismo natural entre K™ e P,_,
onde P,_1 € o espago dos polindmios de grau menor ou igual a n — 1, que possui dimensao

n.
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2 (Cobdigos que corrigem erros

A Teoria dos codigos corretores de erros, hoje em dia, é muito aplicada nos campos
da engenharia, computacao, matematica, entre outros. O objetivo principal dessa teoria é
de garantir com precisao e eficacia, sempre que possivel, a transferéncia, do remetente ao
receptor, da informacao desejada. Para elaboragdo deste capitulo foram estudados (1), (6)
e (8).

Fundada pelo matematico Claude E. Shannon, num artigo publicado em 1948,
intitulado "A Mathematical Theory of Communications", a Teoria dos Codigos Corretores
de Erros foi inicialmente de interesse dos matematicos, que foram responsaveis por grande
parte do desenvolvimento da Teoria nas décadas de 50 e 60. Nesse periodo se destacam a
construc¢ao dos cédigos de Hamming, para simples correcao de erros, e a construcao dos
poderosos codigos de Reed-Solomon. Na década de 70, com as pesquisas avancadas nas
exploracoes espaciais e o advento da popularizagao dos computadores, houve também o

interesse dos engenheiros no estudo dos cédigos corretores de erros.

Para um bom esclarecimento da ideia dessa teoria, usaremos um exemplo. Supo-
nhamos que uma maquina de impressao utiliza as cores Ciano, Magenta, Amarelo e Preto,
para desenvolver o seu trabalho. E que ao darmos o comando de impressao ela receba a

informagao das cores que serao usadas para realizar a impressao.

Poderemos codificar as quatro cores acima como elementos de {0,1} x {0, 1}, da

seguinte forma:

Ciano — 00 Amarelo — 10
Magenta +— 01 Preto — 11

Admitiremos agora que essas mensagens sejam transmitidas de um computador
via cabo para nossa maquina de impressao e que durante a transmissao ocorra alguma
interferéncia. Imagine que no lugar da mensagem 10 transmitida, recebamos a mensagem
11. Isto nos traria um problema, pois onde seria usado a cor Amarelo, agora, com o erro de
transmissao, sera usado a cor Preto. Dessa forma se faz necessario recodificar as mensagens

inserindo digitos de redundancia, que permitam detectar e corrigir erros.

Assim, por exemplo, poderemos modificar o nosso cdédigo de acordo com a tabela

abaixo:
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Fonte | Cédigo da fonte | Cédigo de canal
Ciano 00 00000
Magenta 01 01011
Amarelo 10 10110
Preto 11 11101

Nessa nova recodificacdo, a primeira coluna da tabela, chamada de fonte, representa
a mensagem original. Na segunda coluna temos o cddigo da fonte; e na terceira coluna o

codigo de canal, que nos permite detectar e corrigir possiveis erros na transmissao.

Imagine agora que durante uma transmissao da palavra 10110 ocorra um erro e a
palavra recebida seja 10010. Realizando uma comparagao dessa mensagem recebida, com
as mensagens do codigo, perceberemos que ela nao pertence ao codigo, assim saberemos
que existe um erro e, portanto verificaremos que a palavra do cédigo que tem o menor
niamero de componentes distintos da palavra recebida é 10110, que é corretamente a

palavra transmitida.

A figura 1 abaixo representa bem o procedimento de transmissao da informacao.

Figura 1 — Esquema de Transmissao da Informacao

(4 Y
4 .

Canal

Fonte Codificador da Codificador de Decodificador de Decodificador da Usuario
fonte canal canal fonte

Fonte: Elaborada pelo autor

O canal é o meio pelo qual a mensagem ¢ transmitida. Por exemplo, pode ser um
cabo, um canal de radiofrequéncia, canal de micro-ondas, disco de armazenamento, ou

qualquer outro meio que represente uma rede de comunicacao.

Nesse trabalho, abordaremos bem todo processo do esquema da figura 1, enfatizando

a deteccao e correcao de erros, sempre que possivel.

2.1 A métrica de Hamming

Para entender como construir um c6digo corretor de erros, inicialmente definiremos

alguns conceitos basicos e notagoes que utilizaremos a partir daqui.

Um alfabeto é um conjunto finito A, = {ay,as, -+, a,}.
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Usaremos |A| para denotar a quantidade de elementos do conjunto A, e o simbolo

q para representar essa quantidade.

Uma palavra é uma sequéncia finita de simbolos do alfabeto. Ao niimero de simbolos

de uma palavra chamamos de seu comprimento.

Um cddigo corretor de erros ¢ um subconjunto de Ay, para n natural, onde n ¢ o

comprimento das palavras do codigo.

Definigao 2.1. Seja u e v elementos de A}, a distancia de Hamming entre u e v é definida
como
d(u,v) = [{i;u; #vi, 1 <i<nj.

Exemplo 2.2. Considere o exemplo da maquina de impressao apresentado no inicio deste

capitulo. Assim teremos

d(01011,10110) = 4
d(00000,01011) = 3

n

Proposigao 2.3. Dados u,v,w € Ay,

valem as sequintes propriedades:

1. Positividade: d(u,v) > 0, valendo a igualdade se, e somente se, u = v.
2. Simetria: d(u,v) = d(v,u).

3. Desigualdade Triangular: d(u,v) < d(u,w) + d(w, V).

Demonstragio. Para primeira propriedade, como d(u,v) é por definigdo a quantidade
de elementos de um conjunto, nao pode ser negativa. Para segunda propriedade, basta
verificar que comparar as coordenadas entre duas palavras u e v independe da ordem das

palavras. Na terceira propriedade, temos dois casos:

i) Se w; = v;, para todo i, entao por defini¢ao d(u,v) = 0. E por (1.) segue que
d(u,v) < d(u,w) + d(w, V).

ii) Se w; # v;, ndo podemos ter u; = w; e w; = v;, logo segue que

d(u,v) < d(u,w) + d(w, V).

Definicao 2.4. Dado um conjunto X, uma métrica sobre X é uma funcao
d: X xX —R

que goza das propriedades da proposicao 2.3. Por isso, a distancia de Hamming entre

elementos de Ay ¢ também chamada de métrica de Hamming.
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Definigao 2.5. Dados a € A} et € R, com ¢ > 0, definimos a bola e a esfera de centro a

e raio t, como sendo, respectivamente, os conjuntos finitos
B(a,t) = {u € A% d(u,a) < t},

S(a,t) = {u e A}; d(u,a) = t}.

O préximo lema nos fornecera as cardinalidades desses conjuntos.

Lema 2.6. Quaisquer que sejam a € AZ er >0, comr €N, tem-se que
r n ;
B, =Y (7)1
i=0

Demonstracao. Primeiro vamos mostrar que

sl = ()@=

?

Como a € A}, logo precisaremos escolher i componentes dentre as n possibilidades.
Essa escolha pode ser feita de (?) maneiras. Agora basta trocar o simbolo de cada uma
das ¢ componentes escolhidas, onde para cada uma teremos ¢ — 1 possibilidades, dai segue

o resultado.

Observe que S(a,i) N S(a,j) = sempre que i # j. Assim segue que

r

U S(a,i) = B(a,r).

Assim, obteremos que

Definigao 2.7. Seja C' um codigo. A distancia minima de C' é o niimero

d =min{d(u,v); u,v € Ceu# v}

Observe, na tabela a seguir, que no exemplo do c6digo da méquina de impressao,

dado no inicio desse capitulo, a distancia minima é d = 3.

u % d(u,v)
00000 | 01011 3
00000 | 10110 3
00000 | 11101 4
01011 | 10110 4
01011 | 11101 3
10110 | 11101 3
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a
Definicao 2.8. Sejam a,b € Z. Chamaremos de parte inteira de 7 o maior inteiro menor

a a
ou igual a 7 Denotaremos por | —].

b

3
Por exemplo, considerando a = 3 e b = 2, a parte inteira de = é o maior inteiro na
3 3
reta real que aparece a esquerda do nimero 5 E portanto, ng =1.

Observacao 2.9. Escrevendo a divisao euclidiana de a por b, obteremos
a=bg+r, com0<r<b,

temos

bg < bg+r < bg+ 0,

e, portanto
bg<a<blg+1)

dividindo a desigualdade por b, segue que

<q+ 1

S e

q<

. . .1 , .. . . a
Logo o quociente ¢ da divisao euclidiana é o maior inteiro menor ou igual a b

d—1

Definicao 2.10. Dado um codigo C, com distancia minima d, define-se k = LTJ

Lema 2.11. Dado C' um cédigo com distancia minima d. Se ¢ e ¢’ sao palavras distintas
de C, entdo
B(c, k)N B(c', k) = 0.

Demonstracio. Se x € B(c,k)NB(c', k), entdo d(x,c) < k e d(x,c’) < k, e, pela simetria,
pela desigualdade triangular e pela Observacao 2.9,

d(c,c') <d(e,x) +d(x,c¢') <2k <d—1,
que é um absurdo, pois d(c,c’) > d. O]

O resultado a seguir, mostrara a importancia da distdncia minima d de um codigo.

d—1
Teorema 2.12. Seja C' um codigo de distancia minima d e k = LTJ Entao C pode

detectar até d — 1 erros e corrigir até k erros.

Demonstracao. Se durante a transmissao de uma palavra ¢ do cédigo ocorre i erros, com
i < k, e receberemos a palavra r, entdao d(r,c) = i < k. Mas pelo Lema 2.11, como
B(c,k)NB(c',k) =0 er € B(c, k), entdo r ¢ B(c, k), ou seja, a distancia de r a qualquer
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outra palavra do codigo diferente de ¢ é maior de que k. Assim, temos que a palavra ¢

estd univocamente determinada a partir de 7.

Para deteccao de erros, dada uma palavra do codigo, é possivel inserir nela até
d — 1 erros, sem encontrar outra palavra do cédigo, possibilitando assim a deteccao do

erTo. ]

Observe que pelo Teorema 2.12 acima, quanto maior for a distdncia minima d
maior a capacidade de correcao do cédigo, porém aumentar a distancia minima siginifica
aumentar o comprimento das palavras do codigo, entao para obtermos bons cédigos de
corre¢ao de erros, é fundamental encontrar um equilibrio entre esses parametros. Isso torna
a distancia minima fundamental na Teoria dos Cdédigos. O teorema ainda nos diz que, se
uma palavra recebida r encontra-se numa bola de raio k cujo centro é uma palavra ¢ do

codigo, essa palavra c ¢é tnica, sendo ¢ a palavra do codigo enviada.

d—1
Defini¢ao 2.13. Dado C' C A} um c6digo com distancia minima d e seja k = LTJ Se

U B(c, k) = Al
ceC
entao o coddigo C sera chamado de codigo perfeito.

Definigao 2.14. Seja a € Ay, o peso de a ¢ definido como
w(a) := [{i;a; # 0},

ou seja, ¢ o nimero de coordenadas nao nulas de a.

Em particular, o peso de um codigo C' C A} ¢ o inteiro
w(C) := min{w(a); a € C\{0}}.

Proposicao 2.15. Seja C C Ay um cddigo com distancia minima d. Se C' € fechado para

a subtracao, entdao vale a sequinte igualdade:

d = min{w(a); a € C,a # 0}.
Demonstragio. Sejam a,a’ € C. Como C' é fechado para subtragao, (a —a’) € C. Assim
a contribui¢ao das i-ésimas coordenadas de a e a’ para d(a,a’) é zero se a; — a, = 0.

No caso em que a contribui¢ao das i-ésimas coordenadas de a e a’ para d(a,a’) é
igual a um, teremos que a; — a; # 0. Portanto d(a,a’) = w(a — a’). Concluiremos dessa

forma que
d =min{d(a,a’); a,a’ € Cea # a'} = min{w(b); b € C,b # 0}.
onde b=a —a’. O

Assim a proposicao acima nos fornece uma forma mais simples de encontrar a

distancia minima, em que basta verificar a palavra que mais se aproxima do vetor nulo.
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2.2 O problema fundamental da teoria dos cédigos

Um cédigo C' sobre um alfabeto A, é bem determinado por trés parametros
fundamentais [n, M, d], onde n é o seu comprimento, M o ntimero de palavras do codigo,
e d a sua distancia minima. Para um codigo ter uma boa eficiéncia, é desejavel que M e
d sejam grandes em relacao a n. Mas construir cédigos que satisfazem essa relacao é o

problema principal da teoria dos cédigos.

No que se refere a essa interdependéncia entre os pardmetros de um codigo, exis-
tem alguns resultados desenvolvidos para analise do problema. O leitor interessado nas

demonstragoes dos resultados abaixo deve consultar (1).

Teorema 2.16. (Cota de Singleton) Seja C' um cddigo com parametros [n, M, d], definido

sobre um alfabeto A,. A sequinte relagao € verificada.

Teorema 2.17. (Cota de Hamming) Seja C um cédigo com parametros [n, M,d]. Se
d—1
k= L?J, entao

n

q
Lo ()= 1)

valendo a igualdade se, e so se, C' € um codigo perfeito.

Analisando o problema de um outro ponto de vista, considere a funcao:
A,(n,d) = max{M; existe um cédigo com parametros [n, M,d]}.
Definicao 2.18. Um cédigo A, com os pardmetros [n, M, d] se diz étimo se M = A,(n, d).

Pouco se sabe ainda sobre A,(n, d). Porém, segue abaixo um dos resultados obtidos,

em relacao a cota de Hamming, que limita esses valores.

Corolario 2.19. Para todos os nimeros naturais n e d, seque que

n

q

Ay(n,d) < -
) o (0)(g— 1)

O proéximo resultado nos dard uma cota inferior para A,(n,d), descoberta indepen-

dentemente por Gilbert em 1952 e por Varshamov em 1957.

Teorema 2.20. (Cota de Gilbert-Varshamov) Para todos os nimeros naturais n e d com

n = d, seque que
n

q

A (n = .
) = e g 1
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3 Cdbdigos ciclicos

Os codigos ciclicos se tornam atraentes por terem uma estrutura algébrica de facil
implementacao, que nos possibilita encontrar varios métodos préaticos para codificacao e

decodificagdo. Para o desenvolvimento deste capitulo foram estudados (1), (5), (7) e (9).

3.1 Caracterizacao dos coédigos ciclicos

Seja K um corpo finito e seja v = (vg, vy, ..., vp—1) € K™. Ao deslocarmos cada
coordenada de v uma vez para a direita, e a tltima coordenada para a posi¢ao da primeira,
obtemos um novo vetor v = (v,_1,v0,...,vn_2) € K". Esse procedimento ¢ o que
chamamos de deslocamento ciclico de v a direita, cuja ordem é 1. Analogamente, podemos

realizar um deslocamento ciclico de v a esquerda.

Se as coordenadas de v forem deslocados ciclicamente i vezes para a direita, o
vetor resultante seria v = (Un—iy Un—it1y +er Un—1, V05 ---, Un—i—1). Observe que deslocar
ciclicamente v i vezes para a direita é equivalente a deslocar ciclicamente v n — i vezes

para a esquerda.
Definicao 3.1. Seja K um corpo finito e seja C' C K™. Dizemos que C' é um c6digo ciclico
se:
i. C ¢é um subespago de K™;
ii. se para todo v € C temos vV € C.
Da definicao de codigos ciclicos dada acima, concluimos que C' C K™ é um espago

vetorial de dimensao finita. Seja k a dimensao de C' e by, - , b, uma base de C, todos os

elementos de C' podem ser escritos da forma
Aby + - 4 Agby,

em que \; € K com ¢ = 1,--- k. Assim denotaremos por C(n,k) um cddigo ciclico

C C K" de comprimento n e dimensao k.

Exemplo 3.2. Sao exemplos de codigos ciclicos "nao interessantes", os cédigos C' = 0,

onde 0 é o vetor nulo, e C' = K™.

Sabemos que uma forma de obter subespagos de K™ é considerar os espagos gerados
por um conjunto finito de vetores de K". Mostramos, no proximo exemplo, que dado

v € K™ o subespago C' = (v, oM ,'U(”_l)) é um cédigo ciclico. Além disso, no corolério
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3.8, mostramos que dado um cédigo ciclico C' de comprimento n, existe um vetor v € K" tal
que C' = {v,oM ... v~ V). Para simplificar a notacio usamos C' = (v) para representar
C = (v,oM .. v,

Exemplo 3.3. Seja K um corpo finito e seja v € K. Entdao C' = (v) é um codigo ciclico.

Basta mostrar que, se dado um vetor arbitrario u € C' = (v, 0™, ... v D) entdo
uM € C.

Entao dada a matriz

(% Vo Vi ... Up—1
1)
v Up1 Vo ... Up_
T | _ 1 Vo 2
p(=1) V1 Vg ... U
E seja
A= M oo Aot

em que Ao, A\1,...,A\,_1 € K. Considerando

w= v + Mo+ N 0™Y = AV

Observe que AV = u e uM = AWV,

)\(]'UO -+ )\lvn,1 + ..+ )\n,1U1 )\Ovn,l + )\1’0,1,2 + ...+ )\n,ﬂ)g
)\01)1 + )\1"00 + ...+ )\n_l’Ug )\QUO + )\111”_1 + ...+ )\n—lvl

AoUn—1 + AUp—o + ...+ A1 AoUn—2 + MUp_3 + ...+ A1V

ut (u(D)t

Deslocar ciclicamente para direita as coordenadas do vetor u é o mesmo que deslocar

ciclicamente as constantes na combinacao linear dos vetores v, v, ... 0™~ 1) Assim

uM =N qv+ 20+ N0 e 0 = (v).

Em particular, considere K = [Fy e seja v = (10011001) € K. Como v¥) = v segue

que

C = (v) = K(10011001) + K(11001100) + K (01100110) + K (00110011) (3.1)

Como K =y é um corpo com dois elementos entao C' é um c6digo em exatamente

8 palavras, mais especificamente,

C = {(10011001), (01010101), (00110011), (00000000),
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(11001100), (10101010), (01100110), (11111111)}.

A partir de agora vamos mostrar alguns resultados que relacionam cada cédigo
ciclico com um polinémio irredutivel no anel R,, = K[X]/(X™ — 1), definido no exemplo

1.31. Lembre-se que no exemplo 1.43 mostramos que R, também é um espacgo vetorial.

Considerando a aplicacao

o: K" — R,
(ao,...,an,l) — CL0+a1X+...—|—CLn,1Xn_1

temos, pelo Corolario 1.42, R,, é isomorfo a K™ através de o.

Dessa forma, todo cédigo C' C K™ pode ser transportado para R, mediante o
isomorfismo o. A vantagem de estudar os cédigos em R,, é que, além de uma estrutura de

espago vetorial, R, tem também uma estrutura de anel.

Dado v um vetor de K", chamaremos de v((X) o polinémio associado ao vetor

U(l) = (Un—i) Un—i+1s - -5 Un-1,0,- - 7Un—7§—1> dado por

Uni + Vi1 X + oo U X

Existe uma relacdo algébrica interessante entre v(X) e v (X).

Lema 3.4. Em R,,, X'v(X) = v®(X).

Demonstragdo. Multiplicando v(X) por X*, obtemos

A equacao acima pode ser manipulada da seguinte forma:
X%}(X) = Up_; + Un,iJrlX + ...+ Unleiil + 'UoXi + ...+ ’Un,i,IXnil—i—
F Ui (X" = 1) F Ui 1 X (X" = 1) + o+ 0 XTHX = 1)
= ¢(X)(X" = 1) + (X)),

onde ¢(X) = Vp_i + Vp_11X + ... + v,_1 X', Vemos que o polindmio do codigo v (X) é

simplesmente o resto da divisao do polinémio Xv(X) por X" — 1. ]

Lema 3.5. Seja V' um subespaco vetorial de R,,. Entdo, V' é um ideal de R, se, e somente

se, V' € fechado pela multiplicacio por X .

Demonstragio. Observe que se V' é um ideal de R,,, entao pela definicao de ideal, segue
que X - f(X) € V, qualquer que seja f(X) € V.
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Reciprocamente, V' é um subespaco vetorial, logo é fechado pela soma e multiplica-

cdo por escalar. Suponha que V seja fechado pela multiplicacido por X. Vamos verificar

que qualquer que seja g(X) € R, e para todo f(X) € V, obtemos ¢g(X) - f(X) € V.

Seja f(X) € V. Temos que para todo a € K, a- f(X) € V. Como

X fX)=XfX)eV,

entao

X Xf(X) = X2 F(X) = X2f(X) € V.

De modo indutivo, obtemos, para todo m € N, que

X f(X) = X"f(X) e V.

Assim, escrevendo g(X) = ap + a1 X + ... + a,_1 X" ! temos que

9(X) - f(X) = g(X)f(X) = (a0 + a1 X + ... + a1 X"71) f(X) =

af(X)+a X - f(X)+ .. +a, 1 X1 f(X) eV,
pois V' é subespaco e cada termo da tltima expressao pertence a V. O
A discussao acima, juntamente com o Lema 3.5, provam o seguinte teorema:

Teorema 3.6. Um subespaco C de K™ é um cddigo ciclico se, e somente se, o(C) é um
ideal de R,,.

Assim, pela Proposi¢ao 1.30, podemos concluir que um cédigo C' em K™ é ciclico se,
e somente se, 0(C) = I(g(X)), onde ¢g(X) € K[X] é um divisor de X™ — 1. Isto significa

que, ao realizarmos a decomposicao de X" — 1 em fatores irredutiveis, obtemos todos os

possiveis codigos ciclicos C' C K™.

Teorema 3.7. Seja [ = I(g(X)), onde g(X) é um divisor de X™ — 1 de grau r. Temos
que g(X), Xg(X), X2g(X), ..., X" 7=1g(X) é uma base de I como espago vetorial sobre K.

Demonstracao. Admitimos que

aog(X) + a1 Xg(X) + ... + ap_p1 X" 7 1g(X) =0.

Assim,

g(X) - Qg + CL1X + ...+ an77~71X”_T—1 =0.

Desse modo, existe d(X) € K[X], tal que

g(X)(ag+ a1 X + ...+ ap, 1 X" =d(X) - (X" - 1).
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Dividindo ambos os membros da tltima equagao por g(X), obtemos
ag+ a1 X + ...+ app 1 X" =d(X) - h(X).

Como o grau de h(X) én—r >n—r—1, devemos ter ag+a; X +... + a,_, 1 X" "1 =0,

e consequentemente, ag = a1 = a,_r_1 = 0.

Portanto os elementos acima sao linearmente independentes.

Para finalizarmos, mostramos que g(X), X¢g(X), X2¢(X), ..., X?»""1g(X) geram [
sobre K. Se f(X) € I, temos que

f(X)=d(X)-g(X)mod (X" —1).

Pelo algoritmo da divisdo, temos que d(X) = ¢(X) - h(X) +r(X), com r(X) = ag + 1 X +

ot @y X" Assim
f(X) =d(X) - g(X) = ¢(X) - h(X) - g(X) +7(X) - g(X) mod (X" — 1),

Logo
FX) = o(X) - (X" = 1) +7(X) - g(X) = r(X) - g(X) mod (X" — 1).

Portanto

fX) =apg(X)+ a1 Xg(X)+ ... + ap_r1 X 1g(X).

Corolario 3.8. Dado um cddigo ciclico C, eziste v € C tal que C' = (v).

Demonstragio. Seja I = o(C). Logo I é gerado como K-espago vetorial por

9(X), Xg(X), ..., X 1g(X),

onde g(X) é um divisor de X" — 1 de grau r. Assim colocando v = o~ !(g(X)), temos que

C' é gerado por v,vM, ..., v "1 ¢ portanto, C' = (v). O

Observe que pela demonstragao do corolario acima e pelo Teorema 3.7 a dimensao

de C'én—r onder é o grau de g(X).

Exemplo 3.9. Considere o polindmio X3 — 1 sobre Fy e sua fatoracao dada por
XP—1=(X+1)(X*+ X +1).

Note que o cédigo ciclico C(3,2) é determinado pelo polindmio X + 1, divisor de X3 — 1,

de grau r = 1.

Dessa forma, sendo v = 07!(X + 1) = 110, segue do Coroldrio 3.8 que C(3,2) =
(110).

Analogamente, o cédigo ciclico C'(3,1) determinado por X2 + X + 1, divisor de
X3 —1 é gerado por 111, ou seja C'(3,1) = (111).
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3.2 Matriz geradora

A matriz geradora de um codigo ciclico tem um papel fundamental na codificagao
de uma palavra do cddigo fonte para o cdédigo de canal, ou seja, com ela inserimos os

digitos de redundancia na mensagem.

Definicao 3.10. Sejam K um corpo finito e C C K™ um cddigo ciclico. Dada B =
{v1,...,vi} uma base ordenada de C, a matriz geradora de C' associada & base B é a

matriz G, cujas linhas sdo os vetores vi = (Vi1 ..., Uin), © = 1,..., k, isto é,
Vi V11 Vi2 - Vlip

Vk Vk1 Vk2 - Ugn

Para entender melhor a fungao da matriz geradora, considere a transformacao

linear definida por

T: KF — K"
x — xG°

Note que para x = (z1, ..., ), temos
T(z) =2G = x1vy + -+ - + Tg Vi,

logo T(K*) = C. Assim consideramos K* como sendo o cédigo da fonte, C o cédigo do

canal e a transformacao 7" uma codificagao.

Como para cada base  temos uma matriz geradora de C', podemos escolher 5 de
modo conveniente. Uma outra base de C' pode ser obtida de 3 através de uma sequéncia

de operagoes do tipo:

(V1) Permutacgao de vetores.
(V2) Multiplicagao de um vetor por um escalar nao nulo.

(V3) Adigao de um multiplo escalar de um vetor a outro vetor.

Estas operacoes estao intrinsecamente ligadas a operacoes com as linhas da matriz
G. Assim uma matriz geradora de C' pode ser obtida de G por uma sequéncia de operagoes

do tipo:

(L1) Permutacao de duas linhas.

(L2) Multiplicagao de uma linha por um escalar nao nulo.
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(L3) Adicao de um miltiplo escalar de uma linha a outra.

Definigao 3.11. Uma matriz geradora G' de um cédigo C' esté na forma padrdo se tivermos
G=(A | Id),

onde Idj é a matriz identidade k£ x k e A uma matriz k x (n — k).

Da definicao de matriz geradora e dos resultados anteriores em relagao ao estudo

dos codigos ciclicos, segue corolario abaixo:

Corolario 3.12. Seja g(X) =go+ X + -+ -+ g, X" um divisor de X™ — 1 de grau r. Se
I =1(g9(X)), entdio

dimgl =n —r,

e o cédigo C = o~ Y(I) tem matriz geradora

o (9(X)) g G - g 0 - 0
o oM (Xg(X)) 0 g g1 - g - 0
o (X r1g(X)) 0 -+ 0 go -+ -+ g

Analisamos a seguir uma outra forma de determinar uma matriz geradora de C na

forma padrao (R | Idk).

Para o que se segue, denotamos por K[X],_; o espago vetorial dos polindémios de

grau menor ou igual a r — 1.

Considere o isomorfismo 6 abaixo que serd de fundamental importancia para o
resultado em seguida.

0. K K[X],_, € K[X]
(ao,...,ar,l) — [CLO+O,1X+ —i—ar,lXT_l]

Teorema 3.13. Seja C C K™ um cdédigo ciclico. Suponhamos que C = o~1(I), em que
I =1(9(X)), com g(X) um divisor de X™ — 1 de grau r. Seja R a matriz (n —r) x r
cuja i-ésima linha é

R; = —07(s:(X)), 1<i<n-—r,
onde s;(X) € o resto da divisio de X" por g(X). Entio (R | Id,_,) é uma matriz
geradora de C'.

Demonstragio. Sejam g;(X) e s;(X) o quociente e o resto da divisdo de X"~ por g(X).

Assim teremos

X = g(X)qs(X) + 54(X), com s(X)=0 ou gr(si(X))<r—1.
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Logo X" 1 — 5,(X) = ¢g(X)g(X). Portanto X"+ — 5,(X) pertence a I e evidente-
mente esses vetores para ¢ = 1,...,n — r sdo linearmente independentes sobre K. Como

o N X — (X)) = e,_14 — 071 (54(X)), temos que a matriz

—071(51(X)) 0 0
—071(s9(X)) 0 0
07 (s,_(X)) 0 0O 1
¢ uma matriz geradora de C. ]

Exemplo 3.14. Considere o exemplo C(7,4), onde g(X) = 1+ X + X3. Temos que n = 7,
k =4 e r = 3. Vamos determinar a matriz geradora desse c6digo na forma padrao, de

acordo com o Teorema 3.13. Assim
X=(X°+X+1)+(X+1)
X'=(X’+X+1)X +(X*+X)
X=(X*+ X+ D)X+ 1)+ (X*+ X +1)

XO=(XP+ X+ 1)(XP+X+1)+ (X2 +1)

Portanto basta observar os restos das divisoes acima, que nos fornece a matriz

geradora (R | Id,) de C, dada por

1101000
G010 100
1110010
1010001

Para o estudo da codificacdo, essa segunda forma de construir a matriz geradora de
C' é mais interessante. Vemos essa relagdo na Se¢ao 3.4, na qual abordamos a codificacao

de codigos ciclicos.

3.3 C(Cdbdigos duais - matriz teste de paridade

Seja (u,v) o produto interno usual de vetores em K". O complemento ortogonal

de um cédigo ciclico C' C K™ é o conjunto
Ct={ve K" (v,u)=0,YuecC}.
Lema 3.15. Se C C K™ é um codigo ciclico, com matriz geradora G, entdo

i) C* é um subespaco de K™;
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ii) ve Ct < Gvi =0.

Demonstragio. (i) Sejam u,v € C+ e A\ € K. Para todo w € C, tem-se:
(u+Av,w) = (u,w) + A\(v,w) = 0,
portanto (u + Av,w) € C*, mostrando que C+ é um subespaco vetorial de K™.

(ii) v € C* se, e somente se, v é ortogonal a todos os vetores de C' e portanto ortogonal

a base de C'. Como as linhas de G formam uma base de C, logo Gv' = 0.

O

Da definicdo acima e do Lema 3.15 segue que C é um subespaco de K™, ortogonal

a C, e também um codigo ciclico ao qual chamamos de cddigo dual de C'.

Vamos agora estudar uma matriz fundamental no processo de decodificagdo de uma
palavra recebida. Ela nos permite identificar erro na palavra recebida e corrigir quando

possivel, o que minimiza os erros no processo de transmissao.

Como consequéncia do Lema 3.15 , x = (z1,- - ,x,) pertence a C se, e somente

se, Gx! = 0. Como G est4 na forma padrao, isso equivale a ter

S11 T Sir 1o -0 I Tri1 I
e IS B e I el R B O B
S(n—r)1 S(n—r)r 00 1 Tn T Ly
que equivale a
Try1 T
Try2 _ _R. T2
T Ty

Portanto C* possui ¢"* elementos, que sdo justamente as possiveis escolhas arbitrarias
de Zpy1,- -+, 2n. Logo C* tem dimensdo n — k. Devido ao bloco Id,_j, podemos perceber
que as linhas da matriz H sdo linearmente independentes e, portanto geram um subespaco

vetorial de dimensao n — k.

Observacao 3.16. Como as linhas de H sao ortogonais as linhas de G, temos que o espaco
gerado pelas linhas de H estd contido em C*: e como esses dois espacos tém mesma

dimensdo, eles coincidem, provando assim que H é uma matriz geradora de C*.

A matriz geradora H de C* é chamada de matriz teste de paridade de C'.
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Ly

L,

Teorema 3.17. A matriz teste de paridade de C' é da forma H = (Id, | — R") =

Ly

Demonstracao. Dado

Ry

| |

Rn—r

onde R; = —071(s;(X)) e 5;(X) = X" ' mod G(X), queremos provar que

(i) as linhas de H sdo ortogonais a todo vetor de C;

(ii) as linhas de H sao linearmente independentes.

(i) Lembre que a matriz geradora de C' é da forma (R | Id,_,) e as linhas dessa

matriz é base de C.

Seja a;; os elementos da matriz H e b;; os elementos de G, em que G é a matriz
geradora de C'. Observe que a;(,4j) = —bj; pela definigdo de H. Assim, sendo L;, L,
respectivamente as linhas das matrizes H e G,emque 1 <i<rel<j<n—r,
temos que

H-G'= (L, L;) = bji + i(r45) = bji — bj; = 0.

(i) Sejam Ay, -+, A\, € K tais que
ML+ -+ NL, =0,

e suponha que \; # 0 para algum ¢ = 1,--- ,r. Dal

A1 Aic1 Ait1 Ar
Li=->"L—-- -2, ,-2“*L,.,—-—2L,.
A AT T A

Como a i-ésima coordenada de L; é 1 e as coordenadas dos L; (j # i) sao 0, temos

um absurdo. Logo \; =0 para todoi=1,--- ,r.

]

Definicao 3.18. Seja C' um cddigo ciclico com matriz teste de paridade H e um vetor

v € K™, chamamos o vetor Hv' de sindrome de v.

O resultado a seguir nos permite utilizar a matriz H para caracterizar os elementos

de um cédigo ciclico C por uma condigdo de anulamento.
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Proposicao 3.19. Seja C' um codigo ciclico e suponhamos que H seja uma matriz geradora
de C+. Temos entdo que

veC <« Hvt=0.

Demonstracio. Seja G a matriz geradora de C. Logo G - H' = 0. Tomando as transpostas
nessa tltima igualdade, temos que H - G* = 0, logo, G é matriz geradora de (C+)*+. Assim,

v € (C1)* se, e somente se, Hv! = 0. O

Para verificar se um determinado vetor v pertence ou nao a um cédigo C' com
matriz geradora G, é necesséario verificar se o sistema de n equagdes com k incognitas
x = (x1,...,xx), dado por

xG = v,
admite solu¢ao. Em geral, resolver esse sistema requer um custo computacional elevado,
especialmente quando se tem um cédigo de comprimento n grande. Porém, utilizando a

matriz teste de paridade H, basta verificar se o vetor Hv' é nulo, que é bem mais simples.

Exemplo 3.20. Seja o cédigo ciclico C' sobre Fy com matriz geradora

111000

1 001 0O
G =

01 0010

1100 0 1

Como G esta na forma padrao, a matriz teste de paridade H, como ja vimos na observacao

1 11
[ 0 01‘
011011

Dados v = (010101) e v/ = (100111), como

3.16, é expressa por

temos que v € C e v & C.

O resultado a seguir nos fornece uma forma de calcular algebricamente a sindrome
de um vetor v em relagao a uma matriz teste de paridade num codigo ciclico, sem que

seja necessdario efetuarmos o produto matricial Hv?.

Teorema 3.21. Seja C C K™ um cddigo ciclico gerado por um polinomio monico de
grau r com matriz geradora na forma padrao (R | Id,—,) e matriz teste de paridade
H = (Id, | —R"). Se v= (vg, ..., v,_1) € K", entdo a sindrome de v com relagio a matriz
H ¢ dada por

0~ (s(X)),

onde s(X) é o resto da divisdo de vg + 11X + -+ + v, 1 X" por g(X).
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Demonstracao. A sindrome de v é o vetor
(Id,| — R')v' =
(O7H(1),07H(X), - 07 (XD, 07 (51(X)), o 07 (s (X)) 0" =
0 g+ X 4+ F v, X us (X)) - A Vp 180 (X)),

de onde segue o resultado, pelo fato de
s(X)=vo+v0 X+ + 0,0 X T s (X) - Fvp185,1(X)

ser o resto da divisao de vg + v; X + -+ + v, X" por g(X). O

Considere o cbdigo C(7,4). A matriz teste de paridade associada é a matriz

T

I
o O =
o = o
- o o
S =
— = O
o=
=

Dado o vetor (1101001) € F}, para calcular a sindrome, extraimos o resto da divisao do
polinémio 1 + X + X3 + X% por g(X) =14+ X + X® que é s(X) = X? + 1. De acordo

com o Teorema 3.21, a sindrome é dada por

0 (s(X)) = (101).

3.4 Codificacao e decodificacao

A ideia de codificacao de cédigos corretores de erros se baseia em codificar uma
informagao (mensagem), adicionando informacao redundante, de forma que, ao receber
a mensagem modificada (com algum erro), seja possivel recuperar a informagao na sua

forma original.

Ainda considerando o isomorfismo 3.2 e sendo C' C K™ um cédigo ciclico, de matriz
geradora na forma padrao G’, para codificar um vetor do c6digo fonte como elemento de

C, basta multiplicar o vetor do cédigo por G'. Assim
(a1, .y @p_y) - (R| Idp_r) = (boy ey by_1,a1, ..y ayy) € C,
no qual sdo inseridos os digitos (simbolos) de redundéancia
(boy ooy bpe1) = =107 (51(X)) — ... = @yl (S50—r(X)) =
—0 1 (a151(X) + ..+ aprSn_r(X)).

A partir de agora, vamos estudar o procedimento de deteccao e correcao de erros

num determinado cédigo. Tal procedimento é chamado de decodificacao.
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Definicao 3.22. O peso de um cédigo ciclico C' é o inteiro
w(C) := min{w(x);x € C'\ {0}.

Observacao 3.23. Encontrar uma forma para calcular o peso de um cédigo ciclico é um

problema muito dificil de ser resolvido e é, em parte, uma questao em aberto.

Definicao 3.24. Definimos o vetor erro e como sendo a diferenca entre o vetor recebido
r e o vetor transmitido c, isto é,

e=r—_=cC.

Para exemplificar, suponhamos que num determinado codigo sobre Fy na trans-
missao da mensagem (010011) ocorreu um erro e a palavra recebida tenha sido (101011).
Entao

e = (101011) — (010011) = (111000).

Observe que o peso do vetor erro corresponde ao niimero de erros cometidos durante
a transmissao.

Seja H a matriz teste de paridade do cédigo. Como Hc! = 0, temos que
He' = H(r' — c") = Hr' — Hc' = Hr'.

Portanto a palavra recebida e o vetor erro tém mesma sindrome.

Denotamos por h' a i-ésima coluna da matriz H. Se e = (aq,- -+ , o), entao
n .
Zaihl = He' = Hr'.
i=1

Lema 3.25. Seja C' um codigo ciclico em K™ com capacidade de corregcdo k. Se r €
K"ec € C sao tais que d(c,r) < K, entdo existe um unico vetor e com w(e) < K, cuja

sindrome € igual a sindrome de r e tal que c =1 — e.

Demonstragio. De fato, e = r — ¢ satisfaz as condigoes do Lema, ja que w(e) = d(c,r) < k.
Para provar a unicidade, suponhamos que € = (g -+ «v,) e € = (o] - - - ) sejam tais que
w(e) < k e w(e') < k e tenham mesma sindrome que r. Entao, se H é uma matriz teste

de paridade de C, temos
He! = He'' = Yoaht =% ik,
i=1 i=1
o que nos da uma relagao de dependéncia linear entre 2k(< d — 1) colunas de H. Como

quaisquer d — 1 colunas de H sao linearmente independentes, temos que «; = o para todo

i, logo e = €. ]

Como determinar o vetor e a partir de Hr'?
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Exemplo 3.26. Determinagao de e quando w(e) < 1.

Seja C' um codigo de distdncia minima d > 3 e o vetor erro e inserido durante uma
transmissao da mensagem c seja tal que w(e) < 1. Isto significa que o canal introduziu no

mAaximo um erro.
Se He' = 0, entdo r (palavra recebida) pertence a C' e temos ¢ = r.

Considere He' # 0, entdao w(e) = 1 e, portanto e tem apenas uma coordenada nio

nula. Assim, consideramos que e = (0,--- ,«,- -+ ,0) com « # 0 na i-ésima posi¢ao. Logo,
He' = ah',
onde A’ é a i-ésima coluna de H. Portanto, ndo conhecendo e, mas conhecendo
He' = Hr' = o}/’
e = Hr' = ah',

podemos determinar e como sendo o vetor com todas as componentes nulas exceto a

i-ésima componente que é a.

Agora vamos ver com o exemplo abaixo como construir um cédigo ciclico, suas

matrizes geradora e teste de paridade, e decodificar algumas mensagens.

Exemplo 3.27. Considere o polinomio X® — 1 sobre Fs.

a) Vamos determinar a fatoragao desse polinémio em polinémios irredutiveis e monicos
em Fg [X]

Como 1 e 2 sdo raizes, tem-se
X¥—1=(X+1D)(X+2)(X°+ X"+ X?+ 1),
temos ainda que

(X X'+ X2+ 1) =X X+ D)+ X2+ 1= (X2 +1)(X* +1).

Note que X? + 1 ¢ irredutivel, pois esse polindmio nao possui raizes em F3[X].

Observe também que 0,1 e 2 ndo sdo raizes de X* + 1, e como seus possiveis fatores
ou tém graus 1 e 3 ou dois fatores de grau 2, entao a segunda op¢ao é a tinica possivel.
Portanto
X4 1= (X240 X +c)( X+ b0 X + ) =
= X"+ (by + b)) X® + (biby + c1 + €2) X% + (bica + c1bg) X + cy0a.

Resolvendo o sistema
bl + bQ =0

blb2+61+62 =0
b102 —+ bgCl =0

C1Cy = 1
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temos by = 1,by = ¢ = ¢o = 2. Assim

X0 —1=(X+1)(X+2)(X?+ 1)(X*+ X +2)(X* +2X +2).

b) Seja C' C F3 o cédigo ciclico gerado por g(X) = X% + 2X + 2. Vamos construir a

matriz geradora de C' na forma padrao (R|Id) e sua correspondente matriz teste de
paridade (Id| — RY).

Observe que com a escolha do polindémio g(X), temos a constru¢ao de um cédigo
C'(8,6), isto significa que, pra esse c6digo, sao acrescentados 2 digitos de redundéncia

na codificagdo. Assim, aplicando o teorema 3.13, e realizando as divisoes
X2= (X2 42X +2)+ (X +1)
X3 =(X?2+2X +2)(X + 1)+ (2X +1)
X'=(X?+2X +2)(X?+ X +2) +2
X° = (X2 42X +2)(XP + X% +2X) 42X
X0 =(X?+2X +2)( X"+ X° +2X* +2) + (2X +2)
X"=(X?+2X +2)(X° + X* +2X? +2X +2) + (X +2)

obtemos a matriz geradora (R|Idg) e a matriz teste de paridade (Idy| — R") de C,

dadas por
22100000
21010000
10001000 101120 2 2
G/: eH/: .
01 00O01O0O0 01120221
11000010
12000001

c) Agora iremos decodificar as mensagens X% + X4 + X2 41, X"+ X5 +2X + 1 e
X7T42X6 4+ X5+ X34+ X2 42X + 1.

Para isto, encontramos a sindrome das mensagens recebidas dividindo o polinémio
que caracteriza cada mensagem por g(X), e se o resto for 0, entdo a mensagem
pertence ao coédigo, caso contrario, corrigimos o erro aplicando o algoritmo da

decodificacao.
Como,

XOr Xt X241 = (X?+2X +2)(X* + X3P+ X +2),

logo
o (X% + X'+ X% 4+ 1) = 10101010 € C.
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Assim, como a decodificagao é dada pela matriz geradora na forma padrao, a
mensagem transmitida é dada pelas seis componentes finais do vetor 10101010 que é

101010.

Analogamente, para a mensagem X' + X° +2X + 1, tem-se
X'+ X°4+2X +1=(X?+2X +2)(X° + X'+ X? + X +2) + 2X,

onde s(X) = 2X ¢é o resto da divisdo de X7 + X® +2X + 1 por g(X), e consequente-
mente, a sindrome é o vetor (02). Comparando com as colunas de H' temos que o
vetor da sindrome é igual a sexta coluna de H’, pelo algoritmo da decodificacao o

vetor e = (00000200). A relagdo ¢ = r + e, nos permite corrigir a mensagem. Logo
c =0 Y X"+ X°+2X+1)4(00000200) = (12000101)+(00000200) = (12000001) € C.

E a mensagem decodificada é 000001.

Para finalizar temos
XT42X0 + XP 4 X34 X2 42X + 1= (X2 +2X +2)(X° +2X3 +2X? +2X +2)

isso significa que o711 4+ 2X + X? + X® + X® +2X6 + X7) = 12110121 € C. E a

mensagem transmitida ¢ 110121.
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4 Uma proposta para o ensino de

polinomios

Neste capitulo, desenvolvemos uma proposta de sequéncia didatica para a construgao
do conhecimento sobre polindmios, aplicada aos cédigos ciclicos, no processo de codificagao
e decodificagdo. Realizamos nosso estudo, inicialmente abordando conteidos fundamentais

da matematica que estao diretamente relacionados com a aplicacao dos codigos ciclicos.

Nosso intuito inicial era mostrar, nesta dissertacao, os resultados da aplicacao
dessa proposta porém, devido ao periodo pandémico vivenciado durante a producao dessa
sequéncia didatica, nao foi possivel realizar tal aplicacao. Mesmo assim nos dedicamos
a0 maximo na elaboragao desse trabalho com o propésito de construir um matérial de

qualidade para uma aplicacao futura.

Recomendamos que esta sequéncia didatica seja aplicada, como projeto extracurri-
cular, para um grupo de alunos pré-selecionados do Ensino Médio. De preferéncia alunos
que tém mais afinidade com a matematica. Como exemplo, a formacao de uma sala de
alunos que estudam para participarem de olimpiadas de matematica (OBMEP, OBM,
OPEMAT, entre outras).

Sugerimos, com a finalidade de motivar os alunos pra essa sequéncia didatica, que
o professor construa uma aula 0, com as atividades 1 e 2, de Lira (10) (2018, p. 95), que

foram atividades que nos inspiraram na construcao das aulas 6 e 7 da sequéncia didatica.

O objetivo dessa sequéncia didatica é mostrar ao aluno que a matematica esta
intimamente presente no dia a dia deles. Em uma simples mensagem de e-mail, em uma
ligagao telefonica, na utilizagdo de smartphones, computadores, entre outros meios de

comunica¢ao, a matematica esta diretamente relacionada.

Nas proximas se¢oes vamos apresentar a estrutura e organizagao de cada aula dessa

sequeéncia.

Da aula 1 até a aula 4, abordamos os contetidos matematicos necessarios para
aplicacdo nos codigos ciclicos. Na aula 5, introduzimos a teoria dos codigos com um
texto de facil compreensao. Nas aulas 6 e 7, apresentamos o algoritmo da codificagcao e

decodificacao, que utiliza a operacao de polindmios como principal conteiido abordado.

As aulas apresentadas a seguir estao estruturadas com os seguintes topicos:

e Objetivos - O que desejamos que os alunos compreendam;

e Recursos didéaticos - Materiais sugeridos para utilizagao na aula;
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e Contetdos abordados - O conhecimento matematico abordado na aula;

Tempo de duragao - tempo sugerido para duracao da aula/atividade;

e Metodologia - A forma como o professor conduzira a aula;

Texto para o aluno - Texto para aprendizagem construtiva dos alunos;

e Atividades' - Conjunto de exercicios relacionados a aula;

Avaliacao - Propostas ou instrumentos de avaliagao para acompanhar o progresso dos

alunos com relacao aos contetidos das aulas;

Orientacao para o professor - Sugestoes para uma boa conducao e aproveitamento da

sequéncia didatica.

4.1 Aula 1: Corpos finitos

Objetivos: Compreender os conjuntos da forma Z,, como anel, com n inteiro; Realizar as
operacoes de adicao e multiplicagdo nesses conjuntos; Identificar quando Z,, é um

corpo finito.
Recursos didaticos: Data show, computador, quadro branco e pincel.
Contetidos abordados: Divisao euclidiana.

Tempo de duragao: Sugerimos um periodo de 50 minutos, que é o tempo definido para

uma aula nas escolas publicas no estado de Pernambuco.

Metodologia: O professor entregara aos alunos o texto abaixo onde sera apresentado ou
relembrado os contetidos necessarios para a execucao da atividade. Este material

também podera ser apresentado pelo professor utilizando o data show.

Corpos Finitos

Dado um inteiro n > 1, o Teorema da Divisao Euclidiana garante que para todo
nimero inteiro a existem inteiros ¢ e r tais que a =g-n+r, com 0 < r < n, ou

seja, é sempre possivel dividir o nimero inteiro a por n com quociente q e resto r.

1 As atividades precedidas de * sdo atividades fundamentais, pois obedecem uma ordem na construcio

do conhecimento, dando uma ideia de continuidade.
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Como consequéncia deste Teorema temos o que chamamos de Lema dos restos,

enunciado a seguir:

Lema dos Restos A soma e o produto de quaisquer dois niimeros inteiros deixa o
mesmo resto que a soma e o produto dos seus restos, respectivamente, na divisao

por um inteiro n, n # 0.

De fato,se a=¢q1 -n+171 ¢ b= ¢y - n+ 1y entdo
a+b=(q+q) n+(r+r)e
a-b=(q @ n+aq-ro+q-r) n+(r ).
Como a primeira parcela de a + b e a - b ja é multiplo de n resta dividir r{ + 75 e

r1 - T POT N.

Dado n > 0 um nimero inteiro vamos considerar o conjunto
Z,={0,1,...,n—1}

onde 7, 0 < r < n — 1, representa todos os niimeros inteiros que tém resto r
quando dividido por n. Por exemplo, no conjunto Zs = {0,1}, 0 representa todos

os niimeros pares e 1 representa todos os niimeros impares.

Utilizando o Lema dos restos podemos concluir que@a+b=a+bea-b=a-b.
Por exemplo, em Zs somar 3 e 4 significa somar um nimero da forma a =5-¢+ 3
com outro da forma b = 5-k+4, portanto a+b=>5-(¢+k)+7=5-(¢g+k+1)+2.
A maneira simplificada de escrever isso ¢ 3 +4 = 3 + 4 = 2, pois dividindo 7 por

5 obtemos resto 2.

Segue abaixo a tabela de multiplicacao e adicao de Zs

+(0 1 2 01 2
00 T 2 e 0|0 00
1|1 20 110 1 2
212 01 210 2 1

Quando Z,, é corpo finito? Diremos que Z,, ¢ um corpo finito se todo elemento

@ # 0 tem inverso multiplicativo, ou seja, existe b tal que @- b = 1.

Olhando a tabela de multiplicacao do Zs notamos que os elementos 1 e 2 tém

inverso multiplicativo pois 1-1=1e 22 =1, logo Z3 ¢ um corpo finito.
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Atividades: (Identificando corpos finitos)

4.1.1. Preencha as tabelas de adi¢ao e multiplicagdo dos conjuntos abaixo.

Zo: | - |01 + |01
0 el 0
1 1
Zs 01234 +]10]1]2|3|4
0 el 0
1 1
2 2
3 3
4 4
L 012345 +|0|1(2(3|4|5
0 el 0
1 1
2 2
3 3
4 4
5 5
Ly 0123|456 +]10|1]2|3[4]|5|6
0 e| 0
1 1
2 2
3 3
4 4
5 5
6 6
Zg 0123|4567 +10[1]2[3[4|5]6]|7
0 el 0
1 1
2 2
3 3
4 4
5 5
6 6
7 7
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Zy: 0[1|2(3]4|5[6|7]8 +(0|1|2[3/4|5]|6|7|8
0 e| 0
1 1
2 2
3 3
4 4
5 5
6 6
7 7
8 8

4.1.2. Verifique para quais valores de n dos conjuntos Z,, do item anterior, Z,, é

um corpo finito.
4.1.3. Qual a condi¢ao que classifica um conjunto Z, como um corpo finito?

4.1.4. Se num conjunto, existem elementos a e b diferentes de zero, de forma que
a x b= 0, dizemos que este conjunto possui divisores de zero. Identifique quais
conjuntos do exercicio 1 admitem divisores de zero. Esses conjuntos sao corpos

finitos?

Avaliacao: A avaliacdo do aprendizado dos alunos sera feita a partir das observacoes do

professor durante a execugao das atividades.

Orientagoes para o professor: Para essa atividade, o professor podera dividir a turma
em equipes de quatro ou trés alunos, em seguida entregar o texto Corpos Finitos
para que as equipes realizem a leitura. Sugerimos que seja definido o tempo de 10

minutos para leitura do texto.

Apés a leitura, o professor podera relembrar e esclarecer alguns conceitos descritos no
texto, utilizando exemplos numéricos. Também sugerimos que seja realizado algumas

mediagoes sobre o texto. Por exemplo:

O que diz o lema dos restos?

e Quem sao os elementos de Zs?

Quando Z,, é um corpo?

o Quem sao os elementos invertiveis de Z,7

As perguntas devem orientar o aluno na construgao do conhecimento proposto no

texto.

Para finalizar a aula, o professor entrega aos alunos as tabelas de adi¢ao e multi-
plicagao dos conjuntos Z4 e Zs para eles preencherem juntamente com a lista de

exercicios.
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4.2 Aula 2: Polinémios com coeficientes em um corpo
finito

Objetivos: Identificar o grau de um polinémio; efetuar a adicdo e multiplicagdo de
polinémios; determinar as raizes de um polinémio com coeficientes em um corpo
finito.

Recursos didaticos: Data Show, computador, quadro branco e pincel.

Conteidos abordados: Grua de um polinémio; adi¢ao e multiplicacao de polinomios;

raiz de um polinoémio.

Tempo de duragao: Para essa atividade sugerimos que seja aplicada no tempo de uma

aula 50 minutos.

Metodologia: O professor entregara aos alunos o texto abaixo, onde sera apresentado
ou relembrado os contetidos necessarios para a execucao da atividade. Este material

também podera ser apresentado pelo professor utilizando o data show.

Polindbmios com coeficientes em um corpo finito

Sejam K = Z, (com p um nimero primo) um corpo finito, e X uma variavel. Um

polinémio P(X) com coeficientes em K é uma expressao da seguinte forma
P(X)=amX™ + @ X™ '+ a1 X + a,

em que m € um numero inteiro nao negativo, e ag, ay, - - , a,, sao elementos de K,

tal que a,, # 0. Chamamos m de grau do polinémio P(X).
Dados F'(X) = apnX™ 4+ +a1 X +ag e G(X) = b, X"+ - -+ b, X + by polindmios

com coeficientes em K, podemos definir as operagoes de adi¢do e multiplicacao de

polinémios da seguinte forma:
(i) FIX)+G(X)=c, X"+ -+ X +conde¢;=a;+ b, comi=0,1,--- ,n

(i) F(X)-G(X) = cpypn X™ "+ 41 X 4o, onde ¢; = ag-bi+aq-b;_1+- - -+a;-by,

comi=0,1,---m+4n.

O resultado da adig¢ao entre dois polindmios é chamado de soma, ja o resultado

da multiplicacao chamamos de produto.
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Por exemplo, sejam F(X) = X*4+ X +1,G(X) = X® + X? + 1 em Z,. Entao

FX)+GX)=1+1D)X*+(0+1)X*+(14+0)X +(1+1) =X+ X

F(X)- GX)=(X’+X+1)- (X’ +X*+1)
=X (X X2+ D)+ X (XX D)+ (X2 X2 41)
=X+ X+ X))+ (X' + X+ X))+ (XP+ X2 +1)
=X+ X+ X X X2 X 41

Dizemos que a € K é uma raiz de P(X) se P(a) = 0, ou seja,
Q™ + A1 0™ aja + ag = 0.

Como exemplo, considerando K = Zs e P(X) = X2 +2X + 1 temos que 4 é uma
raiz do polinémio, pois
P42x4+1=0.

Para encontrar as raizes de um polinémio P(X) em K = Z,, onde Z, é um corpo
finito, basta avaliar P(X) para os p elementos de Z,. Isto é um problema simples

quando p é um numero relativamente pequeno.

Por exemplo, para encontrar todas as raizes do polindmio P(X) = X3+ X?+2X +2

Assim temos

P0)=0"+0"+2-0+2=2
PO =T+T"+2.-142=1
P2)=2+2°+2.24+2=3
PB)=3+3+2-3+2=1
+4"+2-4+

Atividades: (Polindmios)

4.2.1 Complete a tabela abaixo, realizando as operagoes e verificando os graus dos

polindémios.
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K P(X) P(X)+ Q(X) | grau de P(X) | grau de P(X) + Q(X)
Q(X) P(X) - Q(X) e Q(X) P(X) - Q(X)
Zo | P(X)=X3+X2+1
Q(X) X3+ X
Zs | P(X)=X342X+1
Q(X) X2+2
Zs | P(X)=X*+1
QX)=X>+X+1
4.2.2. Encontre todas as raizes dos polinémios X3 4+ 2X + 1, X3 +2X2 + X + 2,
X?2+2e X%+2X em Zs.
4.2.3. Calcule todas as raizes do polinomio F(X) = X° + 3X® 4+ X2 + 2X com
coeficientes em:
(a) Zs;
(b) Zs.
Avaliacao: A avaliacdo do aprendizado dos alunos sera feita a partir das observagoes do

professor durante a execucgao das atividades.

Orientagoes para o professor: Nos primeiros 15 minutos, o professor podera entregar

aos alunos o texto Polindmios com coeficientes em um corpo finito para uma
primeira leitura. Em seguida realizar algumas mediacoes com relacao a leitura do

texto. Por exemplo:

e De acordo com os exemplos do texto (ou da atividade) qual a relagdo entre o grau
da soma P(X) + Q(X), e o grau dos polinémios P(X) e Q(X)?.

e E 0 que podemos concluir do grau do produto?

e O que é uma raiz de um polinémio?

Lembrando que as perguntas, aqui servem para direcionar o aluno, contribuindo

para construgao do conhecimento proposto no texto.

Para finalizar, o professor podera entregar as atividades propostas (Polinémios).

4.3 Aula 3: Divisao de polinémios em K|X]

Objetivos: Compreender e aplicar o Algoritmo da Divisdo de Polinémios em um corpo
finito.

Recursos Didaticos: Data show, computador, quadro branco e pincel.

Contetados Abordados: Divisao de polinémios.
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Tempo de duracgao: Para essa atividade, sugerimos empregar o tempo de uma aula de

50 minutos.

Metodologia: O professor entregara aos alunos o texto abaixo, onde serd apresentado
ou relembrado os contetdos necessarios para a execugao da atividade. Este material

também podera ser apresentado pelo professor utilizando o data show.

Algoritmo da Divisdao de Polinébmios em K|[X]

Sejam K = Z, (com p um ntmero primo) um corpo finito, e X uma variavel.
Assim como nos inteiros, o Teorema da Divisdo Euclidiana também se aplica aos
polinémios em K [X], assegurando que dados F'(X) e G(X) € K[X], com F(X) #
0 existem tnicos polindmios Q(X) e R(X), tais que G(X) = Q(X) - F(X)+ R(X),
com o grau de R(X) menor do que o grau de F(X) ou R(X) = 0.

Como efetuar na pratica esta divisao?

Primeiro precisamos entender que, se o grau de G(X) for menor do que o grau de
F(X), entao
G(X)=0 -F(X)+ G(X),

ou seja, Q(X)=0e R(X) =G(X).

Porém, se o grau de G(X) = a, X" + ...+ a1 X + ag (a,, # 0) for maior do que
ou igual ao grau de F'(X) =0, X"+ ...+ b X + by (b, # 0), ou seja, m > n entdo
escreveremos Q1(X) = a;,,b, ' X™ " e B1(X) = G(X) — Q1(X) - F(X), sendo b,
o inverso multiplicativo de b,. Se o grau de R;(X) for menor do que o grau de
F(X) ou Ry (X) = 0 acabamos a divisao e G(X) = Q1(X) - FI(X) + R1(X), caso

contrario repetimos o processo anterior agora com R1(X) e FI(X).

Vejamos no exemplo abaixo a divisio do polinomio G(X) = X4+ X3+ X +1
pelo polinémio F(X) =2X3 + X + 1 em Z3[X].

Passo 1 O inverso multiplicativo de 2 em Z3 é 2, logo Q1(X) =2-1- X" 3¢
Ri(X)=GX)—Q:(X)-F(X) = X"+ X’ + X +1-2-X-2X*+ X +1)
Ri(X) = X*—2X? = X +1
X'+ X+ X+T |23+ X +1

—X*-2X2_-32X 2X
X3 —-2X?2 - X +1
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Passo 2 Veja que o grau de Ry (X) é igual ao grau de F'(X), entao devemos repetir
o processo anterior agora com Ry(X) e F(X). Assim Qo(X) =2-1- X33 ¢

Ro(X) = Ri(X) — Qa(X) F(X) = X? —2X2— X +1-2.2X*+ X + 1)

X'+ X3+ X+T [ 2X3+ X +1
Xt -IX?2 92X 2X +2

X3 -2X?2-X+1

—X3-2X -2

—2X%2 -1

Como o grau de Ry(X) é menor que o grau de F(X), ndo continuamos com a
divisdo. E Obtemos Q(X) = Q1(X) + Q2(X) = 2X +2 e R(X) = Ro(X) =
—-2X? - 1.

Uma consequéncia direta do Teorema da Divisao Euclidiana para polinémios é o

Lema a seguir.

Lema « é uma raiz do polindmio P(X) se, e somente se, P(X) ¢ divisivel por
(X —a), ouseja, P(X) = (X —a)-Q(X).

Mais ainda, se a1, - -+, a; sdo as raizes distintas de P(X), entdo podemos escrever

PX)=(X—ag)(X —ag) - (X — ;) - Q(X).

Atividades: (Divisao de polindémios)

4.3.1. Escreva cada polindmio da questao 4.2.2 da forma P(X) = (X — a3)(X —
ag) -+ (X — ) - Q(X).
4.3.2. *Efetue a divisdao em Z, do polindmio X3 + X + 1 por X3, X4, X° X6,

Complete a tabela preenchendo com o quociente e o resto.

Divisao Quociente Resto
X+ X+ X +1
X'+ X+ X+1
X+ X+ X+1
X0 X3+ X +1

Avaliagao: A avaliacdo do aprendizado dos alunos sera feita a partir das observagoes do

professor durante a execucgao das atividades.
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Orientagoes para o professor: Sugerimos ao professor que disponibilize o texto para
os alunos, e desenvolva, junto com eles, o algoritmo da divisdo de polinémios. Em
seguida podera abordar o Lema da divisao por X — «, e concluir mostrando que « é

uma raiz de P(X) se, e somente se, P(X) ¢ divisivel por (X — «).

Para concluir, entregar a ficha de atividades (Divisao de polindmios) sugerida.

4.4 Aula 4: Fatorando polindmios em K|X]

Objetivos: Desenvolver técnicas de fatoracao de um polindmio em polinémios irredutiveis.
Recursos Didaticos: Data show, computador, quadro branco e pincel.
Conteudos Abordados: Fatoracdo de polinémios.

Tempo de duragao: Para essa atividade sugerimos que seja empregado o tempo de

uma aula de 50 minutos.

Metodologia: O professor entregara aos alunos o texto abaixo, onde sera apresentado
ou relembrado os contetidos necessarios para a execucao da atividade. Este material

também podera ser apresentado pelo professor utilizando o data show.

Fatoracao de Polinémios

Sejam K = Z, (com p um nimero primo) um corpo finito, ¢ X uma varidvel.
Agora estudaremos como fatorar um polinémio em K[X] em fatores irredutiveis,

ou polinémios irredutiveis sobre K.

Mas o que sao polindémios irredutiveis?
Um polinémio P(X) é chamado de irredutivel, quando dada qualquer fatoracao
da forma P(X) = F(X)G(X), pelo menos um dos fatores (F(X) ou G(X)) é um

polinémio constante nao nulo.

Por exemplo, o polindmio P(X) = X3 + X? + 2 ¢ irredutivel sobre Zs, pois para
ser redutivel ele deveria ser escrito como produto de um polinémio de grau 1 com
um polinémio de grau 2, ou seria produto de trés polinomios de grau 1. Mas nao

existem raizes em Zs. Logo P(X) ¢é irredutivel sobre Zs.

Todo polindémio de grau 1 em K[X] é irredutivel (Por qué?).
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Para fatorar um polindémio P(X) € K[X]| em polinémios irredutiveis, seguimos os

seguintes passos:

Passo 1: Encontramos todas as raizes do polinémio em K;
Passo 2: Escrevemos P(X) = (X —ay)(X —ag) -+ (X — ;) - Q(X);

Passo 3: Encontramos todos os polindmios irredutiveis de grau maior ou igual a

2 e verificar quais deles dividem Q(X).
Por exemplo, vamos fatorar o polinémio P(X) = X? + X + 2 em K = Zs, em
polindémios irredutiveis.

Seguindo os passos acima, primeiro vamos encontrar as raizes de P(X), entao

temos

PO)=0"+04+2=2,
PO =T"+1+2=1,
P2)=2"+2+2=2,
PB)=3"+3+2=2,
PA)=2"+4+2=0,

logo 4 é a tnica raiz de P(X).

Agora, escrevemos P(X) = (X —4)(X?+4X +2). Como 4 é a tnica raiz de P(X),
segue que (X? +4X + 2) é irredutivel.

Atividades: (Fatorando polindmios)

4.4.1. *Marque na tabela os polinémios irredutiveis em Z, de grau menor do que

ou igual a 3.

P(X) K =17, | P(X) K =17, | P(X) K =17,
X X+1 X?

X241 X2+ X X2+ X+1

X3 X3+1 X3+ X

X34+ X+1 X3+ X2 X34+ X241

X3+ X2+ X X3+ X2+ X+1

4.4.2. Fatore em polinémios irredutiveis os seguintes polinémios:

*a) X7 — 1 em Zo;
b) X6 —1 em Zs.
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¢) X4+ X34+ X +1 em Zs.

Avaliacao: A avaliacdo do aprendizado dos alunos sera feita a partir das observacoes do

professor durante a execugao das atividades.

Orientacgoes para o professor: O professor poderd iniciar discutindo a quantidade de
raizes de um polindmio P(X). Explicar o que é um polinémio irredutivel. Abordar

cada passo da fatoragao de polindmios descritos no exemplo do texto.

Para concluir, entregar a ficha de atividades (Fatorando polindmios) sugerida.

4.5 Aula 5: Cédigos corretores de erros

Objetivos: Compreender a importancia da matematica na aplicacao de codigos corre-
tores de erros. Estudar os codigos ciclicos, utilizando a divisao de polinémios com

coeficientes em um corpo finito como ferramenta para codificacao e decodificacao.
Recursos didaticos: Data show, computador, quadro branco e pincel.
Conteudos abordados: Cdédigos ciclicos; operagdes com polindmios.

Metodologia: O professor entregara aos alunos o texto abaixo, onde sera apresentado
ou relembrado os contetdos necessarios para a execucao da atividade. Este material

também poderd ser apresentado pelo professor utilizando o data show.

Cédigos corretores de erros

A Teoria dos codigos corretores de erros, hoje em dia, é muito aplicada nos campos
da engenharia, computacao, matematica, entre outros. O objetivo principal dessa
teoria é de garantir com precisao e eficicia, sempre que possivel, a transferéncia,

do remetente ao receptor, da informacao desejada.

Todos os meios de comunicagao (como comunicacao entre computadores, telefo-
nes, smartphones, televisores, entre outros), sao suscetiveis a erros durante uma

transmissao.

Como é feita a transmissao das mensagens? Para transmitir uma mensagem,
cada palavra é pré-codificada com um cédigo chamado cddigo da fonte. O codigo

da fonte é formado por elementos de um conjunto chamado de alfabeto.
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Uma palavra do cédigo é uma sequéncia finita de simbolos do alfabeto. O ntimero

de letras de uma palavra do cédigo chama-se o seu comprimento.
Quando o alfabeto utilizado é o conjunto Zs = {0,1} o cédigo diz-se bindrio.

Por exemplo, suponha que numa sorveteria uma maquina para pedidos de sorvete,
possa fazer até quatro pedidos de sabores distintos de sorvete. Sejam eles baunilha,
doce de leite, chocolate e morango. Ao escolher um sabor, essa maquina envia um

cédigo, referente ao sabor do sorvete, de acordo com a tabela abaixo.

Baunilha +~— 00 Doce de Leite —— 10
Chocolate +—— 01 Morango — 11

Suponha entao, que ao enviar um pedido de um sorvete sabor Baunilha, por
alguma interferéncia, no lugar de enviar o cédigo 00, a maquina envia o codigo 10,
trocando o valor do primeiro digito do cédigo. Nesse caso, ao receber o codigo 10
serd feito o sorvete sabor Doce de Leite. Considere que a cada interferéncia de
transmissao a maquina comete no maximo um erro. Como evitar o problema

da maquina de pedir sorvete?

A ideia da construcao de cdédigos corretores de erros é de inserir digitos de

redundancia para evitar esse tipo de problema.

Assim, por exemplo podemos modificar o nosso cdédigo da fonte acrescentando

alguns digitos, de acordo com a tabela abaixo:

Fonte Cddigo da fonte | Codigo de canal
Baunilha 00 00000
Chocolate 01 01011
Doce de Leite 10 10110
Morango 11 11101

Suponha agora que durante uma transmissao da mensagem 11101, ocorre um erro,
e a mensagem recebida seja 10101. Realizando uma comparagao dessa mensagem
recebida, com as mensagens do codigo, percebemos que ela nao pertence ao cédigo,
assim sabemos que existe um erro, e portanto verificamos que a mensagem do
cédigo que tem o menor niimero de componentes distintos da mensagem recebida

¢ 11101, que ¢é corretamente a mensagem transmitida.

Atividades: Nao sugerimos atividades para essa aula.

Avaliagao: A avaliacdo do aprendizado dos alunos sera feita a partir das observagoes do

professor durante a execucgao das atividades.
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Orientagoes para o professor: Sugerimos que essa atividade seja aplicada em uma

aula com duracgao de 50 minutos.

Nesta aula o professor ird mostrar a importancia dos codigos corretores na transmissao
da informacgao. O texto explica a ideia desse processo, com um exemplo ilustrativo,

para que os alunos desenvolvam o conhecimento proposto pela atividade.

4.6 Aula 6: Codificacao

Objetivos: Estudar os codigos ciclicos, utilizando a divisao de polindmios com coeficientes

em um corpo finito como ferramenta para codificacao.
Recursos didaticos: Data show, computador, quadro branco e pincel.
Contetudos abordados: Multiplicagdo de matrizes; operagoes com polinémios.

Tempo de duracao: Sugerimos que essa atividade seja aplicada em uma aula com

duracao de 50 minutos.

Metodologia: O professor entregara aos alunos o texto abaixo, onde sera apresentado
ou relembrado os contetidos necessarios para a execucao da atividade. Este material

também podera ser apresentado pelo professor utilizando o data show.

Codificacao

Estudaremos agora um tipo especial de codigos, que sao chamados cddigos ciclicos.
Para definirmos esses c6digos vamos considerar toda teoria que estudamos até aqui.

E o interessante é que ele se torna simples quando trabalhamos com polinémios.
Escolhendo um codigo

Para definir um cédigo ciclico precisaremos de um corpo finito K = Z, (sendo
p um ndmero primo) e de um ntmero natural n. Depois precisaremos fatorar
X" —T1em K em fatores irredutiveis e escolheremos um desses fatores para gerar

o c6digo. Chamaremos o gerador do cédigo de G(X) = a, X" + ... + a1 X + ay.

Por exemplo, sejam K = Zs e n = 9. A fatoracao de X° — 1 é dada por
X —1=X+DX*+ X+ )X+ X°+1).

Agora, vamos considerar o c6digo C' gerado pelo polindomio G(X) = X¢ + X3 + 1.

Preparando-se para a codificagdo Divida X", X1 ... X1 por G(X) e

guarde cada um de seus restos. Chamaremos esses restos de Ry(X),..., R,_.(X).
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Prosseguindo com o exemplo dado acima temos:
X0 = (X 4+ X3+ 1)+ (X3 +1)

X=X+ X+ 1)X + (X' + X)
X = (X4 X3 +1)X2 + (X° + X?).
Assim, Ri(X) = X3+ 1, Ry(X) = X*+ X e R3(X) = X° + X2
Antes de continuarmos, vamos estabelecer uma relagao entre um polinémio em

K[X] de grau menor do que n e uma sequéncia de n nimeros em K. Para

o polinémio P(X) = b, X™ + ...+ b X + by, m < n, considere a sequéncia

(bo, b1, ..., b, 0,0,...,0).
—_———
n—m vezes
Codificando uma mensagem Para codificar a palavra (cy,...,c,_,), calculamos

o polinémio
C(X) = —ClRl(X) — ... CnfkRnfk(X)

que tem grau menor do que k (Por qué?). Digamos que C(X) = b, X" 1 4+ ... +
b1 X + by. Entdo a palavra codificada serd (bg, b1, ..., 01,1, .., Cny).

Usando o exemplo dado no texto, codifique a palavra (1,1,0). Temos
CX)=1-(X*4+1)+1-(X*"+X)+0-(X°+ X?

CX)=X"+ X3+ X +1,

logo a palavra codificada serd C' = (1,1,0,1,1,0,1,1,0)

Atividade: (Codificando uma mensagem )

4.6.1. *Considere K = Zs, n = 7 e o codigo ciclico C' gerado pelo polinémio

G(X) = X3+ X + 1. Observe a tabela abaixo.

Palavra Pré-codificagao Palavra Pré-codificagao
MATEMATICA 1100 COMER 1001
ROBOTICA 0110 BRINCAR 1110
FAMILIA 0011 NAMORAR 0111
CONVERSAR 1010 COMPUTADOR 1011
VIDEO GAME 0101 MUSICA 1101

Dentre as palavras pré-codificadas acima escolha uma que seja importante para

vocé e a codifique.
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Avaliagao: A avaliagdo do aprendizado dos alunos seré feita a partir das observagoes do

professor durante a execucao das atividades.

Orientacgoes para o professor: Nesta atividade, a turma sera dividida em trés grupos,
e cada grupo ird simular uma fung¢ao no sistema de comunicagao (codificagao, canal

de transmissdo e decodificacao). Os grupos deverdo ser mantidos na préxima aula.

Para esta aula, o professor podera desenvolver o algoritmo da codificacdo com a
participacao dos alunos. Permitindo que eles realizem cada passo do algoritmo,

utilizando o conhecimento desenvolvido nas aulas anteriores.

Para uma maior familiaridade com o algoritmo, solicite aos alunos que respondam a

atividade (Codificando) proposta.

4.7 Aula 7: Decodificacao

Objetivos: Estudar os cddigos ciclicos, utilizando a divisao de polindmios com coeficientes

em um corpo finito como ferramenta para decodificacio.
Recursos didaticos: Data show, computador, quadro branco e pincel.
Contetudos abordados: Cdédigos ciclicos; operagdes com polindmios.

Metodologia: O professor entregara aos alunos o texto abaixo onde serdo apresentados
ou relembrados os contetidos necessarios para a execucgao da atividade. Este material

também podera ser apresentado pelo professor utilizando o data show.

Decodificacao

A decodificacao é o método para detectar e corrigir erros num determinado codigo.
Nem sempre um c6digo é capaz de corrigir erros nas mensagens, e quando temos um
determinado cédigo corretor de erros, é possivel corrigir apenas uma quantidade
limitada de erros. Isto significa que, ao utilizarmos um coédigo corretor de erros,
estamos apenas minimizando os erros na transmissao das mensagens, o que traz

maior qualidade e eficiéncia na comunicagao.

Vamos primeiramente discutir como detectar erros nas mensagens recebidas em
um codigo ciclico.
Detectando Erros Suponha que, depois de enviada a mensagem codificada, rece-

bemos a palavra M = (mg, ma, ..., mMyu_1).
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Passo 1: Escrevemos o polinomio associado a palavra M, que é M(X) =
M1 X" L+ X +mo;

Passo 2: Dividimos M (X) por G(X) (o polinémio gerador do c6digo);

Se o resto da divisao for zero entao a mensagem recebida esta correta, caso

contrario houve erro na transmissao e teremos que tentar corrigir o erro.

Corrigindo um erro O que iremos estudar agora permite corrigir no maximo um
erro de transmissao.

Antes da continuar vamos lembrar algumas notagoes da aula anterior.

e Chamamos o grau de G(X) de r;

e Chamamos o resto da divisdao de X" ™! por G(X) de R;(X), sendo o i

qualquer valor entre 1 e n — r.

Para descobrir em qual posi¢do da palavra M estd o erro, basta observar o resto
da divisao R(X) de M(X) por G(X) de acordo com os itens descritos abaixo:

1. se R(X)=a- X! com 0 <[ <7r—1entdo o erro estd na posicio I;
2. se R(X)=a-R;(X), com1<i<mn—rentdo o erro estd na posigdo r — 1 +i.

Supondo que o erro ocorreu na posigao [, corrija M pondo C' = (myg,...,m; —
Ay Mpy_q).

Exemplo: Vamos considerar o exemplo da aula anterior, onde K = Zy, n =9 e
G(X) = X%+ X3 +1 ¢ o polindmio gerador do c6digo. Suponha que recebemos a
palavra M = (1,1,0,1,0,0,1,1,0).

O polindmio associado a M é M(X) = X"+ X® + X® + X + 1. Ao dividirmos
M (X) por G(X) obtemos

M(X)=G(X)(X +1)+ X"

Como o resto nao é zero temos um erro de transmissao. Além disso, sendo o resto
da divisdo acima R(X) = X* e este tem grau menor do que o grau de G(X),

segue que o erro da mensagem estd em my. Logo
¢=(1,1,0,1,0-1,0,1,1,0) = (1,1,0,1,1,0,1,1,0)

(lembre-se que em Z, temos 1 = —1).

Volte a aula passada e observe quem é C.




4.7. Aula 7: Decodifica¢io 7

Atividade 1: (Detectando e Corrigindo Erros)

4.7.1. *Nesta atividade, os grupos da aula anterior serao mantidos. As palavras
codificadas pelo primeiro grupo serao passadas para o segundo grupo e as do
segundo para o terceiro, e as do terceiro para o primeiro (Chamaremos este
processo de giro de palavras). Apos passarem as palavras, cada grupo ira decidir
se insere ou nao um erro na palavra. Entao farao um novo giro de palavras, de
forma que o primeiro grupo fique com as palavras do segundo, o segundo com
as do terceiro e o terceiro com as do primeiro. Depois cada grupo iréd realizar o

processo de decodificagao das palavras.

Avaliagao: A avaliagdo do aprendizado dos alunos sera feita a partir das observagoes do

professor durante a execugao das atividades.

Orientacoes para o professor: Nesta aula o professor colocara em pratica o processo
de transmissao e decodificagdo das mensagens.
Para isso, sugerimos que inicialmente, realize em grupos o estudo do texto do aluno.
E em seguida faca media¢oes abordando o contetido do texto. Por exemplo:
e Qual é o processo da decodificagao?

e Como sabemos se uma palavra tem ou nao erro?

Sugerimos para realizagdo da atividade (Detectando e Corrigindo Erros) proposta.
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Conclusao

Nesta dissertagao, mostramos, de uma forma simplificada, a mateméatica presente
nos meios de comunicacao, utilizando os codigos ciclicos, como ferramenta de codificacao e
decodificacao. Apesar da pouca utilizagao desses codigos na pratica, consideramos uma boa
ferramenta didatica, por ser um coédigo de implementagao simples envolvendo operagoes
com polinémios, e que nao exige muito além do que é visto no ensino basico. Como
produto final desta dissertacao desenvolvemos uma proposta de sequéncia didatica, voltada
para alunos do Ensino Médio, participantes de olimpiadas de matematica, entre outros
interessados. Por questoes do isolamento, devido a pandemia, fomos impossibilitados de
aplicar essa sequéncia com os alunos, mas esperamos com este trabalho estimular os
professores em sua pratica docente no ensino da matemaética (especialmente no ensino de
polindmios) e seus alunos a desenvolverem um maior interesse pelo estudo de polinémios,
e incentiva-los na busca pelo conhecimento e relagdes da matematica presente no meio em

que vivemos.
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