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Resumo

Este trabalho tem como objetivo apresentar um estudo sobre sequéncias e séries, como também,
uma andlise como esses conteidos se apresentam nos livros didaticos do ensino médio. Os livros
de matemadtica abordados neste trabalho foram os selecionados pelo Programa Nacional do
Livro Didatico (PNLD) de 2018-2020, os quais tiveram os diversos tipos de contextualizagao
desse tema. A proposta foi realizada com duas turmas do 1° ano do Ensino Médio de uma
escola publica estadual buscando investigar qual dos tipos de contextualizac@o os discentes
teriam menos dificuldades em encontrar padrdes e escritas matemdticas baseado em saberes
de sequéncias, progressoes aritméticas e geométricas. Com este estudo, buscamos contribuir
na escolha de material diddtico adequado que contenha atividades propostas que possam estar
aliadas ao aprendizado dos alunos bem como um material que sirva como um componente a

mais para auxiliar os professores de matematica nas suas aulas.

Palavras-chave: Sequéncia; Série; Progressao Aritmética e Progressao Geométrica.



Abstract

This work aims to present a study about sequences and series, as well as, an analysis of how these
contents are presented in high school textbooks. The mathematics books covered in this work
were selected by the 2018-2020 National Textbook Program (PNLD), which had the various
types of contextualization of this theme analyzed. The proposal was carried out with two classes
from the 1st year of high school in a state public school seeking to investigate which of the types
of contextualization the students would have less difficulties in finding patterns and mathematical
writings based on knowledge of sequences, arithmetic and geometric progressions. With this
study, we seek to contribute to the choice of suitable didactic material that contains proposed
activities that can be combined with students’ learning as well as material that serves as an

additional component to assist math teachers in their classes.

Keywords: Sequence; Serie; Arithmetic Progression and Geometric Progression.
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Introducao

Segundo a Base Nacional Comum Curricular [BRASIL 2017], no Ensino Fundamental,
espera-se que os estudantes desenvolvam a capacidade de identificar oportunidades de utilizagdo
da matematica para resolver problemas, aplicando conceitos, procedimentos e resultados para
obter solugdes e interpretd-las segundo os contextos das situagdes da vida cotidiana, de outras
areas do conhecimento e da propria Matemdtica. Na aula, o contexto pode ser puramente
matematico, ndo € necessdrio que a questao apresentada seja referente a um fato cotidiano. O
importante € que os procedimentos sejam inseridos em uma rede de significados mais ampla
na qual o foco ndo seja o cdlculo em si, mas as relacdes que ele permite estabelecer entre os
diversos conhecimentos que o estudante ja tem. Dando continuidade a essa estrutura, no Ensino
Médio o foco € a constru¢ao de uma visdo integrada da Matematica aplicada a realidade e o
desenvolvimento de conteddos que tém um grau de abstracdo maior, mas que ajudam a explicar

0 pensamento matematico. Nesse contexto,

aprender Matemdtica de uma forma contextualizada, integrada e relacionada
a outros conhecimentos traz em si o desenvolvimento de competéncias e ha-
bilidades que sdo essencialmente formadoras, a medida que instrumentalizam
e estruturam o pensamento do estudante, capacitando-o para compreender e
interpretar situacdes para se apropriar de linguagens especificas, argumentar,
analisar e avaliar, tirar conclusdes proprias, tomar decisdes, generalizar e para
muitas outras acdes necessdrias a sua formacio [BRASIL 2002].

Sabendo que o estudo das sequéncias e das progressoes aritméticas e geométricas levam
os estudantes do Ensino Médio a vivenciarem seus conhecimentos em situacdes diversificadas,
como em outras dreas de conhecimento, nas atividades tecnoldgicas e nas atividades cotidianas.
Por exemplo, as progressoes aritméticas e geométricas sao ferramentas importantes no desen-
volvimento da matemadtica financeira, além de estarem envolvidas em pesquisas no ramo da
Biologia (cultura de bactérias), em calculos estatisticos (graficos em progressoes), em Geografia
(crescimento populacional), em Fisica (movimento progressivo) entre outros. Neste trabalho
realizamos um estudo sobre sequéncias, séries, progressoes aritméticas, progressdes geomé
tricas, uma revisao literdria dos oito livros sugeridos pelo Programa Nacional do Livro Didatico
(PNLD) de 2018-2020, do Ensino Médio e propomos uma atividade com questdes de diversas

areas, escolhidas a partir da andlise realizada nos livros que compdem o PNLD.
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1 Sequéncias e Séries

Neste capitulo desenvolveremos um estudo de sequéncias e séries numéricas. Estudare-
mos o limite de uma sequéncia que nos possibilitard a encontrar o valor de uma soma infinita
de numeros reais denominada série numérica. Para isso, utilizaremos os livros [LIMA 2018] e
[MATOS 2016] como referéncia.

1.1 Sequéncias

Nesta secdo realizaremos um estudo de sequéncias. Veremos a nocao de limite sob sua
condi¢do mais simples, o limite de uma sequéncia, com seus teoremas, bem como as operagoes

com limites de sequéncias mostrando suas respectivas propriedades.

Desde os nossos primeiros anos escolares trabalhamos com sequéncias numéricas.
Quando entramos no Ensino Médio, sdo estudadas mais dois tipos de sequéncias: as progressoes

aritméticas e as progressoes geométricas das quais falaremos no Capitulo 2.

Definicao 1.1. Uma sequéncia de nimeros reais ¢ uma fung¢ao = : N — R, que associa a cada
nimero natural n um nimero real z,, chamado o n-ésimo termo da sequéncia, que também

define uma férmula para o termo geral da sequéncia.

Escrevemos (1, zs, . ..) ou (x,) para indicar a sequéncia cujo n-ésimo termo € x,,.

N

Exemplo 1.2. A funcdo * : N — R associada a sequéncia dos nimeros pares
(2,4,6,8,10,12,14,...,2n,...) é dada por (x,) = (2n).

Dessa forma, a formula do termo geral da sequéncia é x,, = 2n.

Exemplo 1.3. A sequéncia (3,4,5,16,7,64,9,256,11,...) é construida por duas sentengas
analiticas em que
2", se n for par

Ty = )
n+2, se n for impar

Diversas sequéncias sao definidas por uma expressao que permite obter um termo a partir

de outro(s). Dizemos que esse tipo de sequéncia € construida por uma recorréncia.

Exemplo 1.4. A sequéncia (1,1,2,3,5,8,13,21,...) conhecida como sequéncia de Fibonacci
em que
Ty =29 =1

, com n=1,23, ...
Tnt2 = Ty + Tng
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A expressao do termo geral x,,, da sequéncia de Fibonacci € dada por

1+v5)  [1-5

2 2
V5

que € solucao de uma equacdo de recorréncia linear. Nao iremos fazer essa demonstracdo, pois

Tp =

ndo € o foco do nosso trabalho, mas ela pode ser encontrada no livro [MORGADO 2015].

Apesar de sempre existir uma lei de formacao definida que permite determinar a sequén-
cia, nem sempre seu termo geral é dado por uma férmula. Por exemplo, a sequéncia dos nimeros

primos é composta pelos nimeros (2,3,5,7,11,13,17,...).

Nao devemos confundir a sequéncia (z,,) com o conjunto {xy, z3, ..., x,,...} dos seus
termos, pois em conjunto, além de ndo importar a ordem em que esses elementos estao inseridos,
também ndo existem elementos repetidos. Por exemplo, as sequéncias (0,1,0,1,0,1,...) e
(0,0,1,1,0,1, ...) sdo diferentes, mas o conjunto de seus termos é o mesmo, igual a {0, 1}. Outro

1, se n for impar 1

exemplo as sequéncias (z,) = 2 — | s@o diferentes, pois
T se n for par
n

Durante o texto usaremos livremente a expressao “n suficientemente grande” para in-
dicar os termos de uma sequéncia cujos indices sdo maiores que um 7 fixado. Normalmente
utilizamos essa expressdo para afirmar que, dada uma sequéncia, existe um valor 7y no qual

para todo n > ng, a sequéncia obedece uma determinada propriedade P referente aos seus termos.

Definicao 1.5. Dizemos que duas sequéncias (x,,) e (y,,) sdo iguais se x; = y;, para todo i € N.

Definicao 1.6. Uma sequéncia (z,,) é limitada superiormente se existe M/ € R tal que

x, < M para todon € N. M é chamado de cota superior de (x,,).

Definicio 1.7. Uma sequéncia (x,,) é limitada inferiormente se existe NV € Rtalque N < z,,

para todo n € N. NV é chamado de cota inferior de (x,,).

Definicdo 1.8. Uma sequéncia (x,,) é limitada quando (z,,) for limitada superiormente e

inferiormente. Isso é equivalente a dizer que existe ¢ > 0 tal que |x,| < ¢ paratodon € N.
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Observagdo 1.9. A condigdo |x,| < ¢ para todo n € N é equivalente a existéncia de constantes
N e M taisque N < x,, < M paratodon € N.

Se N for uma cota inferior da sequéncia (z,,), entdo qualquer nimero real menor do que
N também serd cota inferior de (x,,). A maior dessas cotas inferiores é denominada de infimo
de (x,,) e denotada por in f{x,}. Analogamente, se a sequéncia (x,) for limitada superiormente,
ela possui uma infinidades de cotas superiores, sendo a menor delas denominada supremo da

sequéncia e denotada por sup{x,}.

Exemplo 1.10. A sequéncia (x,) = (n) é limitada inferiormente, mas néo € limitada superior-
mente, tendo 1, ou qualquer nimero real menor do que 1, sendo uma cota inferior de (x,,). A

maior das cotas inferiores de (x,,) é 1, logo, inf{z,} = 1.

Exemplo 1.11. A sequéncia (z,) = (1 — n?) ndo € limitada inferiormente, mas € limitada
superiormente. Tendo qualquer niimero ndo negativo sendo uma cota superior de (z,,) € a menor

das cotas superiores € 0, isto é, sup{z,} = 0.

Exemplo 1.12. A sequéncia (z,) = ((—1)") ¢ limitada, tendo como inf{z,} = —1eo
sup{z,} = 1.

Definicdo 1.13. Uma sequéncia (zx,,) serd dita crescente quando =, < x,; paratodon € N,
constante se z,, = x,,11 para todo n € N e decrescente quando x,, > x,,; para todo n € N.
Caso x, < x,.1 paratodon € N, a sequéncia serd dita ndo-decrescente e r,, > x, 1 para
todo n € N, serd dita ndo-crescente.

As sequéncias crescentes, decrescentes, ndo-decrescentes, ndo-crescentes sao denominadas

sequéncias mono6tonas.

. . . . 1
Exemplo 1.14. Consideremos a sequéncia cujo n-ésimo termo é x,, = —,n € N. Podemos
n

1111
’2737475?'

pois n + 1 > n, segue que

escrevé-la como <1 . ) . Observe que cada termo € menor que seu termo anterior,

| < —ouseja, Tpi1 < T,. Além disso, para n > 0 implica

1 . 1 . A .
rp, = — > 0eparan > 1 implica x,, = — < 1. Assim qualquer termo dessa sequéncia esta
n n

: . A Iy .. .
localizado no intervalo (0, 1]. Portanto, a sequéncia (x,,) = (—) ¢ limitada e decrescente.
n

Exemplo 1.15. Analisemos a sequéncia dos nimeros quadrados perfeitos, ou seja, a sequéncia
cujo n-ésimo termo € z,, = n?. Podemos escrevé-la como (1,4,9, 16, ...). Observe que cada
termo € maior que seu termo anterior. Além disso ela ndo possui limitante, pois
Tpi1 = (n+ 1) = n?+2n+1 > n? = z,. Portanto, a sequéncia (r,,) = (n?) é ilimi-

tada e crescente.

Observagdo 1.16. Como consequéncia das Definicdes 1.6, 1.7, 1.8 e 1.13, deduzimos que toda

sequéncia mond6tona ndo-decrescente € mondtona crescente sao limitadas inferiormente pelo seu
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primeiro termo, enquanto que uma sequéncia mondtona ndo-crescente € mondtona decrescente

sdo limitadas superiormente pelo seu primeiro termo.

Exemplo 1.17. As sequéncias x,, = n e vy, = Inn sdo mondtona crescentes e as sequéncias
Zn = —nlew, = % sdo mondtona decrescentes. Enquanto a sequéncia z, = (—1)" é ndo
mondtona, ou seja, ndo € crescente e nem decrescente. Percebemos que seus termos sdo alternados

entre positivos e negativos e, por isso, ela recebe o nome de sequéncia alternada.

Definicdo 1.18. Dizemos que o nimero real a é limite da sequéncia (x,,) quando, para todo
numero real € > 0, dado arbitrariamente, pode-se obter ny € N tal que todos os termos x,, com
indice n > ny cumprem a condi¢do |z, — a| < €.

Neste caso, escreve-se lim x,, = a e dizemos que (z,,) é convergente e converge para a.

Em simbolos, lim z,, = a significa qualquer que seja ¢ > 0, existe ng € N tal que n > ny
implica |z, —a| < e.
Observe que
|z, —al <e
€ equivalente a

—Ee<rT,—a<e

ou também a

a—e<zxp<a-+e

que significa que
Z, € (a —¢e,a+ ¢) quando n > ny.

Assim, dizer que lim x,, = a significa afirmar que qualquer intervalo aberto de centro a contém
todos os termos z,, da sequéncia, salvo para um niimero finito de indices n (a saber, os indices
n < ng).

Uma sequéncia que ndo é convergente ¢ denominada divergente.

Exemplo 1.19. Seja (z,,) definida por

assim, tem-se

1
O comportamento da sequéncia (z,,) = (—) pode ser observada na Figura 1. Percebe-se que a
n

medida que o valor de n aumenta, os temos z,, se aproximam cada vez mais do ponto 0, assim,

surge um candidato ao limite da sequéncia, que seria a = 0.
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: . N 1
Figura 1 — Apresentacdo: Grafico da sequéncia x, = —, comn € N
n

ALy

L =

=

2y

Fonte: Elaborado pela autora

1

Exemplo 1.20. Vamos provar, segundo a Defini¢do 1.18, que a sequéncia (x,,) = <—) converge
n

para 0.

. 1
Queremos mostrar que dado € > 0, existe ny € N tal que se n > n( entdo ‘— — 0’ <e.
n

De fato, dado £ > 0, considere ng € N com ng > —, para qualquer n > ng tem-se
€

ou seja,

1
—<e€
n
1
‘— — 0‘ <e
n
Portanto, a sequéncia converge para 0.

Teorema 1.21. (Unicidade do limite) Uma sequéncia ndo pode convergir para dois limites

distintos.

Demonstracdo. Consideremos a sequéncia (x,,) converge para a, ou seja, limz,, = a. Dado
b # a, podemos tomar £ > 0 tal que os intervalos abertos [ = (a —e,a+¢)e J = (b—¢,b+¢)
sejam disjuntos.

Como lim z,, = a, entdo existe ng € N tal que n > ng implica em x,, € I, para todon € N.
Sendo [ e J disjuntos, segue que z,, ¢ J para n > ng. Dessa forma, a sequéncia (z,) ndo

converge para b, ou seja, b ndo € limite z,,. O

Definicdo 1.22. Dada uma sequéncia x = (z,,), uma subsequéncia de x é a restri¢do da fungéo x

a um subconjunto infinito estritamente crescente, ou seja,
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N = {ny <ny <ng<...<n;<...} de N. Escrevemos (z,,) para indicar a subsequén-
cia 2’ = x|y. A notagdo =’ = (x,, )reny mostra como uma subsequéncia pode ser considerada

como uma sequéncia, isto é, uma fun¢ao cujo dominio é N.

Exemplo 1.23. Dada a sequéncia (z,,) = ((—1)"), se N C N for o conjunto dos nimeros pares
e N7 C N for o conjunto dos niimeros fmpares, entdo (1,1,1,...) = ((=1)") comn;, € N'e

(=1,-1,-1,...) = ((=1)") com n; € N” sdo subsequéncias de ().

Teorema 1.24. Se lim z,, = a, entdo toda subsequéncia de (x,,) converge para o limite a.

Demonstragdo. Seja (x,, ) uma subsequéncia de (x,,). Como lim z,, = a, entdo dado qualquer
intervalo aberto / de centro em a, existe ny € N tal que todos os termos x,, com n > ny,
pertencem a /. Em particular, todos os termos x,,,, com n; > n, também pertencem a /. Assim,

limz,, = a. [

Corolario 1.25. Se lim z,, = a entdo, para todo ¢ € N, limx,, . = a.

Demonstracdo. Note que (T11c, Toye, Tate, - - -5 Tnte, - - -) € uma subsequéncia de (x,, ), portanto,

pelo Teorema 1.24, seu limite € a. L]

Observagdo 1.26. Este corolario nos diz que o limite de uma sequéncia ndo se altera quando
dela retiramos um nimero finito de termos. Mais ainda, o Teorema 1.24, nos diz que podemos
retirar um nimero infinito de termos de uma sequéncia desde que se conserve uma infinidade de

indices, de modo a restar uma subsequéncia, que o limite, ainda, se mantém.

Os Teoremas 1.21 e 1.24, usados simultaneamente, sdo de grande importancia. Se
encontrarmos duas subsequéncias que convergem para limites diferentes estaremos demonstrando

que essa sequéncia é divergente.

Teorema 1.27. Toda sequéncia convergente é limitada.

Demonstragdo. Seja (x,) uma sequéncia convergente para a € R. Tomando ¢ > 0 na de-

finicdo de sequéncia convergente, concluimos que existe n € N, tal que |z, — a] < ¢

se n > ng, isto é, x, € (a — e,a + ¢). Tomando b = min{zy,...,x,,a — €} ¢
¢ = mx{zy,...,T,,a + €} temos que z,, € [b,c| para todo n € N. Portanto, (z,) é limi-
tada. [

Observacdo 1.28. Nem toda sequéncia limitada é convergente. Por exemplo, a sequéncia
(zn) = ((=1)") € limitada, porém ndo é convergente, pois as subsequéncias (1,1,1,...) e

(—1,—1,—1,...) convergem para 1 e —1, respectivamente.

Pelo Teorema 1.27, conseguimos constatar que, se uma sequéncia for ilimitada, entdo ela

serd divergente.
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Teorema 1.29. Toda sequéncia mondtona limitada é convergente.

Demonstragdo. Seja (z,,) uma sequéncia limitada e mondtona, consideremos o caso em que €
ndo-decrescente (r1 < o < ... <z, <...). Sendo (z,) limitada, segue que (z,,) é limitada su-
periormente portanto, podemos considerar sup{z, } = a. Agora vamos mostrar que lim z,, = a.
De fato, dado £ > 0, o nimero a — € ndo € cota superior da sequéncia. Logo, existe algum
no € Ntal que a — ¢ < z,, < a. Como a sequéncia € mondtona (ndo-decrescente), n > ng
implica z,, < x, e, portanto a — ¢ < x,,. Como z,, < a para todo n, vemos que n > n, implica
a—e<Ty <z, <a<a-+e, ouseja,limz, =a.

Semelhantemente, mostra-se para uma sequéncia nado-crescente limitada que
limz, =inf{x,}. O

Observagdo 1.30. Toda sequéncia ndo-decrescente ou crescente, limitada superiormente €
convergente. De maneira andloga, toda sequéncia ndo-crescente ou decrescente, limitada inferi-

ormente é convergente.

1
Exemplo 1.31. Consideremos novamente a sequéncia (x,,) = (—) . Vimos no Exemplo 1.14
n

que esta sequéncia ¢ limitada e decrescente, portanto, pela demonstragao do Teorema 1.29,

liml :mf{l} =0.
n n

Teorema 1.32. (Bolzano Weierstrass) Toda sequéncia limitada possui uma subsequéncia con-

vergente.

Demonstra¢do. Vamos mostrar que toda sequéncia limitada (x,,) possui uma subsequéncia
mondtona.

Diremos que um termo z,, da sequéncia € destacado quando x,, > x, para todo n < p. Seja
D C N o conjunto de indices n tais que x,, € um termo destacado.

Temos duas possibilidades para D.

D ¢€ infinito ou D ¢ finito.

i) D é infinito: Escrevamos D = {ny,ng,n3,...} comn; < ng < nz < .... Assim, sei < j
entdo n; < n; e, como n; € D, obtemos que x,,, > Tp, > Ty, > . ... Concluimos entdo, que a
subsequéncia (z,, ) é ndo crescente.

Por hipétese, a sequéncia (x,,) é limitada e portanto a subsequéncia (,,),cp é também limitada.
Construimos uma subsequéncia (,),cp ndo-crescente e limitada, pelo Teorema 1.29, a sub-
sequéncia (x,,).ep € convergente.

i1) D € finito: Como D ¢ finito, considere n; € N maior que todos os n € D. Entdo z,,, nao
¢ destacado, logo existe no € N tal que ny < ng com z,, < x,,. Por sua vez, z,, ndo é
destacado, logo existe n3 € N tal que ny < ng com z,,, < x,, < Z,,. Prosseguindo, obtemos
uma subsequéncia crescente. Sendo uma subsequéncia de uma sequéncia limitada, também sera
limitada.

Pelo Teorema 1.29, concluimos a subsequéncia € convergente. [
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Teorema 1.33. Sejam (x,,), (y,) e (z,) trés sequéncias que satisfazem a seguinte condi¢do:
(xn) < (yn) < (2n), para todo n suficientemente grande. Se lim x,, = lim z,, = a, entdo a

sequéncia (y,,) € convergente e seu limite é igual a a.

Demonstracdo. Dado € > 0, existemn; e np € N tais que n > n; implica |z, —a| < ce
n > ng implica |z, — a| < €, isso é equivalente a n > n; implica que —¢ < z, —a < ¢ e que
n > ny implica que —¢ < z, — a < €. Consideramos ng = maz{ny, ns}.

Assim, n > ng implicaque a —e <z, <y, <z, <a+e,ouseja,a—e <y, <a-+e,istoé,

limy, = a. [

Observacdo 1.34. Diversas sequéncias que nao sao mondtonas sao convergentes, por iSso o
Teorema 1.29 nado € o mais geral possivel, apesar de nos oferecer um critério para convergéncia
de sequéncia. Porém € necessdrio de outro critério mas geral para definir a convergéncia de

sequéncia. Para isso veremos algumas defini¢cdes e lemas.

Definicao 1.35. Uma sequéncia de niimeros reais (z,),n € N é dita sequéncia de Cauchy se
cumprir a seguinte condi¢ao:

Para todo € > 0, pode-se obter ny € N tal que m > ng e n > ng implica |z, — x,| < €.

Observagdo 1.36. A sequéncia (x,,) é de Cauchy significa que seus termos x,, e x,,, para valores
de m e n suficientemente grandes, se aproximam arbitrariamente uns dos outros. Ja a definicao

de limite significa que os termos z,, se aproximam arbitrariamente de um nimero real.

Lema 1.37. Toda sequéncia de Cauchy é limitada.

Demonstragdo. Seja (z,,) uma sequéncia de Cauchy. Dado ¢ = 1, existe np € N tal que
m,n > ng implica que |z,, — x,| < 1. Em particular, n > ng implica que |z, — x,,| <
1 ou seja, z,, € (zp, — 1,2, + 1). Sejam a 0 menor elemento e 3 o maior elemento do
conjunto {z1, xs, ..., Ty, — 1,2, + 1}. Entdo, z,, € [a, (] para todo n € N, e portanto, (x,,) é
limitada. U

Lema 1.38. Se uma sequéncia de Cauchy (x,,) possui uma subsequéncia convergindo para

a € R, entdo lim z,, = a.

Demonstracdo. Dado ¢ > 0, como (z,,) é uma sequéncia de Cauchy, existe ny € N tal que
€

m,n > ng implica que |z, — z,| < =.

Além disso, como (x,,) possui uma subsequéncia (x,, ) tal que lim z,, = a, temos para todo
e > 0, existe ky € N tal que k& > ko implica |z, —a| < %
Assim, se n > ng, escolha um £ > k( qualquer, logo

|17n - a|

I
B
S

8
3
ol
+
8
3
kol
e

N
|
+
|
I
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Portanto, lim x,, = a. O]

Utilizando a definicdo da sequéncia de Cauchy e os Lemas 1.37 e 1.38, podemos chegar

ao critério que vai estabelecer se uma sequéncia € ou ndo convergente, o Critério de Cauchy.

Teorema 1.39. (Critério de Cauchy) Uma sequéncia de niimeros reais é convergente se, e

somente se, for uma sequéncia de Cauchy.

Demonstracdo. Seja (z,,) uma sequéncia que converge para o limite a, ou seja, limz,, = a.

. . €
Isto é, para todo ¢ > 0, existe ny € N tal que m > ng e n > ng implica que |z,, — a| < 3 e

T — Tn| = |Tm —a+a— 1z,
< e —al + |a — x|

= |zm —al + |z, —
6_’_6_5
2 2

A\

Isso mostra que (x,,) é uma sequéncia de Cauchy.

Reciprocamente, seja (z,,) uma sequéncia de Cauchy pelo Lema 1.37 (z,,) é uma sequéncia
limitada. Pelo Teorema 1.32 (Bolzano Weierstrass), (z,,) possui uma subsequéncia convergente.
Considere (z,, ) uma subsequéncia de (z,) tal que lim z,,, = a. Pelo Lema 1.38, a sequéncia

T, ) converge para a. U]
(@) gep

Exemplo 1.40. Seja —1 < a < 1. A sequéncia (a,a? a®,...,a",...), formada pelas poténcias

sucessivas de a. Se a = 0 temos uma sequéncia constante, entdo im0 = 0. Se 0 < a < 1, a
sequéncia € decrescente e limitada, pois multiplicando ambos os membros da desigualdade a < 1
por a”, obtemos a™*! < a™, logo a sequéncia é decrescente. Como todos os seus termos sio
positivos, temos 0 < a™ < 1 para todo n. Considerando o caso —1 < a < 0, entdo a sequéncia
(a™) possui termos alternados entre positivos e negativos, ou seja, ndo é mondtona mas ainda
¢ limitada pois |a"| = |a|”, com 0 < |a| < 1. Afirmamos que lima™ = 0 para |a| < 1. A
demonstracdo dessa afirmacdo decorre de, dado £ > 0, existe /N > 0 tal que para um n inteiro e

sen > N entdo |a" — 0] < ¢.

De fato, dado € > 0, considere N = , para qualquer n > N temos

In
In |a|

Ine
In |a|
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Como In|a| < 0, obtemos

nlnla] < Ine
Inja|® < Ine
la]* < €
la® = 0] < e

Portanto, lim a" = 0 para |a| < 1.

Entre as sequéncias divergentes, vamos agora ressaltar aquelas cujos valores se man-

tém e se tornam arbitrariamente grandes negativamente ou arbitrariamente grandes positivamente.

Definicio 1.41. Dada uma sequéncia de nimeros reais (x,,), dizemos que “o limite de x,, é
mais infinito” e escrevemos lim z,, = +00, para significar que, dado arbitrariamente A > 0,
existe ng € N tal que n > ng implica z,, > A.

Analogamente, dizemos que “o limite de x,, € menos infinito” e escrevemos lim z,, = —o0,

para significar que, dado arbitrariamente A > 0, existe ny € N tal que n > ng implica z,, < —A.

E importante enfatizar que se limz, = +o0o e limy, = —oo, as sequéncias (z,) e
(y») ndo sdo convergentes. Note que se limz,, = oo entdo a sequéncia (x,,) € ilimitada
superiormente e, portanto, divergente. Analogamente, se lim y,, = —oo € ilimitada inferiormente

e, portanto, divergente.

Teorema 1.42. Seja limx,, = a. Se b < a entdo, para todo n suficientemente grande, tem-se

b < x,. Analogamente, b > a entdo b > x,, para todo n suficientemente grande.

Demonstragdo. Tomando € = a — b, como b < a, segue que € > (. Pela Definicdo 1.18, existe
no € Ntalquea — e < x, < a+ €. Como b = a — ¢, entdo n > ng implica b < x,.

A outra afirmacdo se prova de maneira andloga. ]

1.2 Operacoes com Limites de Sequéncias

Nesta se¢do, vamos estudar o procedimento destes limites com relagdo aos calculos de
adicdo, subtracdo, multiplicacdo e divisdo. Visto que, na secao anterior, apresentamos situagdes

suficientes (ser mondtona e limitada) para que exista o limite de uma sequéncia.
Teorema 1.43. Se lim x,, = 0 e (y,) for uma sequéncia limitada (convergente ou ndo), entdo

lim(z,, - y,) = 0.

Demonstracdo. Por hipétese (y,,) é uma sequéncia limitada entéo existe ¢ > 0 tal que |y, | < ¢

para todo n € N e que lim z,, = 0 entdo para todo £ > 0, existe ng € N tal que n > n( implica
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2] < .
C

Assim, para n > ng temos
€
‘xn'yn_oy = ‘xnyn’ = |xn|’yn| < Z'C:a
Isto é, lim(z,, - y,) = 0. O

Teorema 1.44. Sejam (z,,) e (y,) duas sequéncias tais que lim x,, = a e limy,, = b entdo vale

as propriedades abaixo:

1. lim(z, + y,) = lim(z,,) + lim(y,) = a + b
2. lim(z, — y,) = lim(x,) — lim(y,) =a—10

3. lim(z, - y,) = lim(x,) - lim(y,) = a- b

4. limﬁ:ﬁ:g,seb#O
Yn Yo b

Demonstragdo.

. . . . e . .
1. Dado ¢ > 0, existem ny,ny € N tais que n > n, implica |z, — a| < 5 e n > ny implica

€ . ~ . .
|z, — ] < 7 Considere ng = maz{ni, ny}, entdo n > ng implican > ny e n > ns.

Assim, n. > ng implica que

(n +yn) = (@+0)| = [(zn —a)+ (yn — D)
< J(@n —a)l + [(yn — )]
< %—Fg:a

Portanto, lim(x,, + y,,) = lim(z,,) + lim(y,) = a + b.
2. A prova desta propriedade €é andloga ao Item 1.

3. Queremos mostrar que dado ¢ > 0, existe np € N tal que n > ny implica
|y - Y — ab] < e.
Sabemos que

Tn Yo —ab = xp-yYp — b+ 2,0 —ab

= Zp(Yn — b) + (2, — a)b

Como toda sequéncia convergente é limitada, segue que (z,) é limitada. Além disso,

lim(y, — b) = 0, pois lim y,, = b. De forma andloga lim(z,, — a) = 0. Pelo Teorema 1.43,
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limz,(y, —b) = 0 e lim(x,, — a)b = 0.

Pelo Item 1, demonstrado acima, segue

lim(z,y, —ab) = lim[z,(y, —b) + (z, — a)b]
= lim[z,(y, — b)] + lim[(x,, — a)b]
— 040
= 0.

Logo, lim(x,, - y,) = lim(x,,) - lim(y,) =a - b

4. Vamos analisar Tn _ g.
Yn b
Sabemos que

Tn a  T,b—ay, 1
—_— = ——— "= ——(2,b— ay,).
Yn b Ynb ynb(x ayn)

Como lim(z,b — ay,) = lim(z,b) — lim(ay,), pelo Item 2 e que lim(z,b) = ab e
lim(ay, ) = ab, pelo item 3, temos lim(x,b — ay,,) = ab — ab = 0.

Agora vamos mostrar que — € uma sequéncia limitada para concluir que
n

lim (x—n — %) = 0, pelo Teorema 1.43.
Yn
2
Seja ¢ = > temos 0 < ¢ < b*. Como limy,b = b?, segue do Teorema 1.42 que, para

. .1 L.
todo n suficientemente grande ¢ < y,,b e assim, " < —. Isso prova que s ¢ limitada.
Yn c Yn

n . 1
Portanto, lim | -2 — %) = lim(z,b — ay,)— = 0. O
Yn b Ynb

1
Exemplo 1.45. Seja (z,,) = (—) e (yn) = (sen(x)). Note que lim z,, = 0 conforme o Exemplo
n

1.31 e (y,) ndo converge, mas (y,) é limitada, pois —1 < senz < 1. Portanto, pelo Teorema
sen(n) 0

1.43, segue que lim(zx,, - y,,) = lim

Observagdo 1.46. Se lim x,, = 0 e (y,) ndo for limitada, o produto z,, - y,, pode convergir ou

divergir, por exemplo, z, = — e y, = 2n, e ¥, = — € ¥, = n?, respectivamente.
n n

Observagdo 1.47. Resultados andlogos aos itens 1,2 e 3, do Teorema 1.44, valem para trés,
quatro ou um nimero finito qualquer de sequéncias. Por exemplo, se limx,, = a,limy, = be
lim z, = centdo lim(x,, + y, + 2,,) = a + b+ c e lim(x,y,2,) = abc. Porém, para certas somas
(ou produtos) em que o numero de parcelas (ou fatores) € varidvel e cresce acima de qualquer
limite, devemos tomar cuidado de ndo tentar aplicar o Teorema 1.44.

Por exemplo, seja a sequéncia

1 1 1
Sy, = —+ —+ -+ — (n parcelas)
non n
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Entao
S =1
1 1 1+1 2
p— — _— — T — = ]_
52 SR 9 9
1 1 1 1+1+1 3
S pr— — —_— _—— —_ - = 1
3 573713 3 3
Note que
1 1 n
Sp=—4—4-F—=—=1
n n n

e assim, lim S,, =

1
Por outro lado, cada parcela — tem limite zero. Uma utilizacdo descuidada do Teorema 1.44
n

levaria a concluir o absurdo que
1 1 1
limsS, = 1im< -+ 4+ )
n

) () ()

= 0+0+-
= 0.

1.3 Séries de Numeros Reais

Nesta secdo faremos uma apresentacao concisa sobre séries numéricas. Mostraremos a
definicdo de uma série, situacdes em que elas sejam ou ndo convergentes, alguns exemplos de

convergéncia e exibiremos algumas séries especiais.

Desde os nossos primeiros anos escolares trabalhamos opera¢do com adi¢ao de duas ou
mais parcelas, sendo elas finitas. Quando entramos no Ensino Médio e abordamos soma das
progressdes geométricas, encontramos soma de infinitos termos. Nas quais os alunos pensam,
na maioria das vezes, que € um resultado infinito. Apesar de algumas vezes essa ser a resposta
correta, ndo devemos generalizar, pois ao somar termos infinitos podemos encontrar um nimero

real como resultado. Essa “soma infinita” de nlimeros que chamaremos de série.

Definicao 1.48. Seja (a,,) uma sequéncia de nimeros reais. A partir dela, formaremos uma nova



36 Capitulo 1. Sequéncias e Séries

sequéncia (.5,,) cujos termos sdo dados por

S1 = a

Sy = a;+ay

Ss = ay+ as+ as

Sy = ay+ax+az+tay

Sn = a1+a2+a3+a4+--~—|—an

A sequéncia (S,,) denomina-se série numérica associada a sequéncia a,,. Os nimeros

an, n > 1 sdo denominados termos da série; a,, € o termo geral da série. Nos referimos a

n
Sn: E Qe
k=1

como soma parcial de ordem n da série. O limite da série, quando existir (finito ou infinito),

o
denomina-se soma da série e € indicado por E Q. AsSIm

n=1

oo n
g a, = lim E ag.
n=1 k=1

Se a soma for finita, diremos que a série é convergente. Se a soma for infinita (co ou — 00) ou

se o limite nao existir, diremos que a série € divergente.

[ee]

O simbolo E a,, foi usado para indicar a soma da série. Por abuso de notacdo, tal

n=1
[eS)

simbolo sera utilizado para representar a préopria série. Dessa forma, falaremos da série E G,

n=1

n
entendendo-se que se trata da série cuja soma parcial de ordem n é S,, = E Q.
k=1

Observacdo 1.49. As vezes € conveniente considerar séries que comegam em ay em vez de aq,

o0
isto €, g Ay,
n=0

Podemos encontrar varios exemplos de séries infinitas convergentes, um deles pode
ser visto no Ensino Bésico no estudo de dizima periddica, fracdes e nimeros decimais. Como

veremos no Capitulo 2, Exemplo 2.32

0,77777... = 0,740,074 0,007+ 0,0007 + 0,00007 4 - - -
7 7 7 7 7
IR T A T T
=7
=

n=1
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Em que cada parcela da série € um termo de progressao geométrica(que serd definida posterior-

mente) de razdo —.
10

[e.9]

Exemplo 1.50. Asomal+2+3+4+4+---4+n-+--- serepresenta por Z n e para cada n seja

n=1
S, asoma finita S, =14+ 2+ 3+ 4+ --- obtemos
Sl == CL1:1
52 = a1+a2:1+2:3
Sg = a1+a2—|—a3:1—|—2—|—3:6

S, = a+as+tas+---+a,=1+2+3+---4+n

No qual vamos mostrar no Capitulo 2 que S,, =1 + 2+ 3 + - - - + n € a soma dos n primeiros

termos de uma progressao arimética, em que aplicando (2.12) encontraremos

(14+n).n

Sp = 5

Assim,
= 1 .
Zn = lim S,, = lim [%} =00
n=1

Portanto a série € divergente, ndo existe lim .5,,.

1 1 1 =1
Exemplo 1.51. Asoma -+ -+ - +--- se representaporZ—eparacadanseja S, a soma
2 4 8 e 2r
finita S, = = 4+ =+ 44t o
nita S, = = + - + = 4+ - - - + — segue que
2 1"8 on Se8HEA
1
Sl = CL1:§
1 1 3
SQ = a1+a2:§+121
S +ag + S
= aptataz=—-+-+-=-
3 1@t a=5+t 3 +te=g
Sy = +as +az + —1+1+1+1—15
S R R B T T
Sp = +ay+az+---+ —1+1+1+ +1
n = Q17T 02T as an_2 13 on

1 1 1
No qual vamos mostrar no Capitulo 2 que .S,, = 5 + 1 + 3 +-+ on ¢ a soma dos n primeiros
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termos de uma progressao geométrica, em que aplicando o Teorema 2.13, obteremos

_(l)n B 1_
s _ 1]\2

DO |
[S—

- —1
e 2 =
—(1)” 1—
1 2
. 2 —
1
S, = - —
2n
Assim,
=1
— =
Z o im .S,
n=1
1 n
()]
2
1 n
= lim1—lim <—)
2
= 1-0=1.
Portanto a série é te, — =1lim§S, = 1.
ortanto a série € convergente, o ; on im

Esse exemplo € bem adequado para o aluno do Ensino Médio, retornaremos com ele na parte de

progressao geométrica, Exemplo 2.31.

Exemplo 1.52. Asomal—1+1—1+---,serepresenta por Z(—l)"Jrl e para cada n seja

n=1
S,, a soma finita

S = a1 =1

Sy = aj+ay=1+(-1)=0

Sy = ar+aytaz=1+(-1)+1=1

Sy = amitastaztas=1+(-1)+1+(-1)=0

Sp = artartaztag--+a,=1+(-1)+14+(-1)+---

g _ 0, se n for par
" 1, se n for {mpar

[e.e]
Como o lim(S,,) ndo existe, a sequéncia (.5, ) é divergente, consequentemente, a série Z(— 1)

n=1
também €& divergente.

n+1
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oo
Teorema 1.53. (Critério do n-ésimo termo) Se a série g a,, € convergente, entdo o termo geral

n=1
a,, tem limite zero.
Demonstracdo. Sendo (S,,) a sequéncia das somas parciais da série Z a,, dada por
n=1
51 = a1
SQ = a1+ as
Sg = a1+ as+as
54 = a1 +as+ a3+ ay
Spo1 = artagtaztag+-+a, (1.1)
Sp = aptaytaztag+-+ a1 +ay (1.2)
Subtraindo (1.1) de (1.2), temos
Sn - Snfl = ap
Como a série Z a, é convergente, segue que a sequéncia (.5,,) converge para um valor S,
n=1
podemos considerar (S,,_1) uma subsequéncia de (.S,) que converge para o0 mesmo valor S.
Assim, lim(a,,) = lim(S,, — S,_1) =1lim S, —lim S, _; =S5 — S = 0. O

Observagdo 1.54. O critério contido no Teorema 1.53 constitui um critério de divergéncia. Em
que, se o termo geral ndo tende a zero, a série diverge. Porém, se o termo geral tender a zero, a

série pode ou ndo convergir.

o
Exemplo 1.55. A série geométrica g a-r"L
n=1 :
Os numeros « e r que figuram na série geométrica sao chamados de coeficientes e raziao da

série, respectivamente, ambos sdo diferentes de zero. O termo geral da série é a, = o - r"" ! e as

somas parciais

S, = a-=a
Sy = a-+a-rt=a+a-r
Sy = a-r+a-rt+a-r*f=a+a-r+a-r’

S, = at+a-r+a-r*+-Fa-r"!

Sps1 = at+a-r+a-r’+-+a- " ar”

Para estudar a convergéncia da série analisaremos o valor da razaor.

1°) Caso: Se |r| > 1, vamos usar a relagdo S,, 11 - Sy, isto é
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Spi1—Sp=a-r" (1.3)

Analisando separadamente temos dois casos a considerar
1) Se r = &1 em (1.3), obtemos

|Sn+1 - Sn| = |Oé : Tn| = |OZ| : |Tn| - |O[|

ii) Se || > 1 em (1.3), encontramos
1Syt — Sp| = |a- " — oc.

Nos dois casos a sequéncia (S,,) diverge, pois as distancias |S,, 11 — S, | ndo se aproximam de

zero. Dessa forma, a série geométrica diverge.

2°) Caso: |r| < 1, usaremos a relagdo

(1-r)S, = S,—rS,

= ata-r+a-r*+-ta-r"t—ar—a- - —a- "t —a- "
= a—a-r"
= a(l—-r")
Implica
(1—=r)S, =a(l—1r")
Ou seja
1 —pn
g —al=r)
1—r

Tomando limite em ambos os membros da igualdade

ms, — Lm0
1—r
«
= lim(1 —»"
— im(1 —r")
= 1ir(lim1—limfr”)

Pelo Exemplo 1.40, temos —1 < r < 1 entdo lim r™ = 0, assim

«

limsS, = - r(l —0)
o«
o 1—7
o0
Portanto, a série geométrica converge e Z a-r" = ] f " para |r| < 1.
n=1

Com isso, escrevemos o seguinte Teorema para futuras referéncias.
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o0
Teorema 1.56. A série geométrica E a-r""' coma # 0, é convergente se |r| < 1 e sua soma

n=1

> «
E - = :

1—r
n=1

Se |r| > 1, a série geométrica serd divergente.

serd

1
Exemplo 1.57. A série harmdnica E —.
n

n=1

.1 .
O termo geral da série é —, e as somas parciais sao
n

S, = 1
1
SQ — ]_—|—§
1 1
Sy = 14+ -+ -
3 tot3
1 1 1
S, = 1l4+-—4=——4-+—
to gt
S ——1+1+1+ +1+ L + +F
mo 2 '3 n n+l n42 m
e,portanto
1 1 1 11 1 n 1
Son — S, = e > 4oy 1.4
2 ntl nro o Sty T Ty T T g (14

Se a sequéncia (.5,,) fosse convergente, entdo a subsequéncia (.Ss,,) também seria, teria 0 mesmo

limite que (.5,,) e assim, terfamos

Isso € impossivel, pois a desigualdade em (1.4) nos afirma que

caso o limite existisse. Com isso constatamos que a série harmonica é divergente.

o0
Exemplo 1.58. Série telescépica Z(b” — bpt1).
n=1
Uma série telescopica tem sua soma parcial

Sn = (b1 = b2) + (ba — bs) + (b — ba) + -+ - + (b — bys1)
Reagrupando

Sp = b+ (ba—ba)+ (bg—b3)+ -+ (by — by) + (—bny1)
Sn — bl - bn+1.
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Usando limite em ambos 0s membros, temos

lim Sn = hm(b1 - bn+1> = b1 — lim bn+1-

Observagdo 1.59. Se a sequéncia (b,,) convergir para um nimero a, entdo segue que a sequéncia
(S,) converge para b; — a, sendo este o valor da soma de série. Caso a sequéncia (b,,) divergir, o

mesmo ocorre com as somas parciais (.S,,).

o0

Dessa forma, a série telescOpica g (b, — bny1) é convergente se, e somente se, a
n=1

sequéncia (b,) o € e, neste caso, a soma da série é

> (bn = bus1) = by — lim b, (1.5)
n=1
Exemplo 1.60. A série Z o pode ser vista como uma série telescopica, basta decompor
n?+n

cm fragoes par01als
111

n24+n n n+1

1
Como a sequéncia (b,) = — converge para 0, entdo por (1.5)
n

= 1 = (1 1 1
Z—: - =1-lim—=1-0=1.
n?+n n n+l n
n=1 n=1
1 .
Portanto, a série Z —— — é convergente de soma 1.
n+1)
o0 o0
Teorema 1.61. (Critério de comparacdo) Sejam Z Gy € Z b,, séries de termos ndo negativos.
n=1 n=1
o0
Se existem ¢ > 0 e ng € N tais que a,, < c- b, para todo n > ng entdo a convergéncia de Z by,
n=1
[e.e] o0
implica a convergéncia de Z an, enquanto a divergéncia de Z a,, implica a divergéncia de
n=1 n=1
oo
S
n=1
o0 oo

Demonstragdo. Sejam (.S,,) e (T,,) as sequéncias das somas parciais das séries g an e g by,

n=1 n=1
respectivamente, sdo ndo decrescentes, pois as séries sao formadas por termos ndo negativos,

isso nos diz que (.5,,) e (7},) sdo sequéncias mondtonas.
o0

Sendo Z b, convergente, entdo a sequéncia (7,,) € convergente, portanto (7;,) € limitada como

n=1
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a, < c-b, paratodon € N, segue que S,, < c¢- T, paratodon € N.

Ouseja0 < S, < T, para todo n, entdo (.5, ), além de mondtona, é também limitada e, portanto,
[e.e]

convergente. Logo, a série correspondente E a, € convergente.

n=1
oS

Sendo Z a,, divergente, logo a sequéncia (S,,) é divergente, e além disso, (S,,) € monétona,

n—=
z

conclulmés que (S,,) € ilimitada (pois se (.5,,) fosse limitada pelo fato de ser monétona, (S,,)

seria convergente). Nesse caso, vale também S,, < ¢ - T,, para todo n € N. Assim, (7},) é
o0

ilimitada e mondtona, portanto, (7,,) é divergente. Concluimos que Z b, € divergente. [
n=1

Observagdo 1.62. O Teorema acima continua vélido se a,, < c - b, para n suficientemente

grande.

1

—— ¢ divergente.
nl/2 g

Exemplo 1.63. A série Z
n=1

B 1
De fato, para todo n € N, temos n'/2 = /n e que n > /n = n'/? implica que — < —7
n-n
Pelo Exemplo 1.57, a série harmonica € divergente, segue do Teorema 1.61 que a série
>
1/2
n=1 n /

¢ também divergente.
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2 Sequéncias Elementares

Neste capitulo faremos a apresentacao das caracteristicas das sequéncias aritméticas e
geométricas geralmente estudadas no Ensino Médio que apresentam padrdes de comportamentos

singulares, conhecidas como algumas das sequéncias elementares.

2.1 Progressao Aritmética

Defini¢cdo 2.1. Uma sequéncia de nimeros reais (a,) é denominada progressio aritmética
(PA) quando cada termo, a partir do segundo, é obtido somando-se ao termo anterior, uma

constante r que serd chamada de razao da progressao.

Denotamos da seguinte forma
Gpy1 = G, + 7, paratodon € N (2.1)

em que o primeiro termo a; € a razao 7 sdo numeros reais dados.

Podemos observar na equacdo (2.1), que uma progressao aritmética € um caso particular
de uma sequéncia de recorréncia, na qual quando conhecidos os valores do primeiro termo a;
e da razdo r, podemos determinar os demais termos. Se conhecermos apenas a razao, nossa
progressao aritmética ndo estard completamente definida, pois teremos diversas progressoes

aritméticas para a equagdo de recorréncia condicionadas ao valor inicial.

Proposicao 2.2. Uma progressdo aritmética (a,,), dada como (2.1), é crescente se e, somente se,
r > 0.

Demonstragdo. Se a sequéncia (a,,) é crescente, de acordo com a Defini¢do 1.13
Qpy1 > G, paratodon € N
Por (2.1),

an,+1r > a,, para todon € N
Gn+17—a, > 0, para todon € N

r > 0

Por outro lado, se r € positivo entdo a progressao aritmética € crescente, pois como

O<r
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Implica
a, < ap+r, para todon € Ner >0

ou seja

Gp < Gpy1, para todon € N. ]

Proposicdo 2.3. Uma progressdo aritmética (a,,), dada como (2.1), é constante se e, somente

se, v = 0.

Demonstracdo. Se cada termo da sequéncia (a,,) € igual ao termo anterior, temos

apt+1 = Qyn, paratodon € N

Por (2.1),
a, +r = a,, paratodon € N
a, +r—a, = 0, paratodon € N
r = 0

Por outro lado, » € nulo entdo a progressao aritmética é constante, pois se r = 0, temos
an +1 =a,+0, paratodon € N

Implica

ap+1 = ayn, paratodon € N. ]

Proposicio 2.4. Uma progressdo aritmética (a,,), dada como (2.1), é decrescente se e, somente

se, r < 0.

Demonstracdo. Se uma sequéncia (a,,) é decrescente, de acordo com a Defini¢do 1.13
(py1 < Gy, paratodon € N
Por (2.1),

a, +r < a,, paratodon € N
a, +r—a, < 0, paratodon € N

r < 0
Por outro lado, se r € negativo entdo a progressao aritmética é decrescente, pois como

O0>r
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Implica
a, > a,+r, paratodon € Ner <0

ou seja

Gy > Gpy1, paratodon € N. O

Exemplo 2.5. As sequéncias
(4,8,12,16,20,...)

(42,37,32,27,22,...)

(7,7,7,7,7,...)

sdao exemplos de progressdes aritméticas com razdo r = 4, r = —5 e r = (; classificadas

respectivamente como crescente, decrescente e constante.

A terminologia “progressdo aritmética” para esse tipo de sequéncia se justifica pois, em
toda essas sequéncias, cada termo, a partir do segundo, € a média aritmética entre os termos

anterior e posterior.

Proposicao 2.6. Se (a,) é uma progressdo aritmética, entdo cada termo dessa sequéncia, a

partir do segundo, é a média aritmética entre o anterior e o posterior.

Demonstragcdo. Seja a progressao aritmética (ay, as,as, ..., 0,1, an, Qyyi1, - - .) de razdo r, os

termos consecutivos a,,_1, @, € a,11 Sao tais que paran > 1

Ay, = Q1 + T (2.2)

Api1 = Qp + 7 (2.3)

Subtraindo membro a membro as equagdes (2.2) e (2.3), temos
Ap — Qpy1 = Ap—1 — Qp

ou seja,
20, = Gp_1 + An+1

o Ap—1 + Qp+1
2

Portanto, em toda progressado aritmética, cada termo, a partir do segundo, € a média aritmética

an

entre os termos anterior € posterior. [
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Reconhecendo o primeiro termo a;, a razdo r e o indice n de um termo desejado e

aplicando a férmula de recorréncia (2.1) pela qual se define uma progressdo aritmética, temos

a = a1+r
as = a9 +7r
ags = az+r
ap = Qp1+7T

Somando essas n — 1 igualdades, temos

a+az+as+---+ap1+a, = ax+r+at+r+az+r+---+apo+r+a,1+r
= amqtatat+---+apo2t+ap 1 +r+r+r+---+r

n—1

Somando —(ay + a3z + a4 + - - - + a,_1) a ambos os membros, obtemos
anp=a;+(n—1)r (2.4)

A expressao (2.4) é denominada termo geral da progressado aritmética.

Esse fato mostra que se (a,,) € uma progressao aritmética de razdo r, entdo para todon € N

a, =a; + (n—1)r.
Exemplo 2.7. Considerando a progressao aritmética
(10, 16,22,28,34,...)

vamos determinar seu centésimo termo, ou seja, vamos encontrar agg.
Temos o primeiro termo a; = 10, a razdo » = 6 e o ndmero de termos da progressao aritmética
n = 100 na expressdo (2.4), encontramos o centésimo termo.

Ou seja,

a0 = 10+ (100—1)-6
a0 = 10+99-6

a0 = 10+ 594

a0 = 604

Logo, o 100° termo da progressao aritmética € 604.

Exemplo 2.8. (Uerj-adaptado)Um fisioterapeuta elaborou o seguinte plano de treinos didrios

para o condicionamento de um maratonista que se recupera de uma contusao:

e primeiro dia - corrida de 6 km;
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e dias subsequentes - acréscimos de 2 km a corrida de cada dia imediatamente anterior.

Quantos quildometros o atleta percorrerd no décimo dia se seguir a risca o treino?

Como o plano de corrida corresponde a uma progressao aritmética com o primeiro termo a; = 6,
razdo r = 2 e como queremos saber quantos quildometros o atleta percorrerd no 10° dias, temos a
quantidade de termos n = 10. Substituindo na expressao (2.4), encontremos a quilometragem
que o atleta percorrera.

Ou seja,

apg = 64+(10—1)-2
apg = 64+9-2

ap = 6+18

ayp = 24

Logo, no décimo dia o maratonista percorrerd 24 km.

Uma progressao aritmética também fica bem definida se tivermos qualquer termo conhe-

cido e sua razao r.

Proposicao 2.9. Considere uma progressdo aritmética (a,,) de razdo r, entdo para todo ay,

fixado encontramos a,, usando a formula a,, = a; + (n — k)r.

Demonstragdo. Seja a férmula do termo geral a,, = a; + (n — 1)r, temos
ak:a1+(k—1)r
ou seja

a = ap—(k—1r
ap = ap—kr+r (2.5)

Substituindo (2.5) na expressdo (2.4), obtemos

anp =ay —kr+r+(n—1)r
Gn =ap —kr+r+nr—r
a, = a — kr +nr

an = ay +nr — kr

an = ax + (n —k)r O

Observe que a expressao (2.4) € um caso particular da Proposi¢do 2.9.

Um instrumento muito comum nos estudos sobre limite € a representacao grafica de uma

sequéncia, que através da sua observacdo, € uma boa maneira de levar aos alunos do Ensino
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Médio, examinar o limite do termo geral, utilizando o auxilio visual, para melhor compreender

quando n tendendo ao infinito, estabelecendo a relagdo de convergéncia ou divergéncia, ou seja:

lima,, = lim[a; + (n — 1)7]

Seja (a,,) uma progressdo aritmética, representa no plano cartesiano os pontos (n, a,),
percebe-se que os termos de (a,,) formam uma sequéncia de pontos colineares no plano, com

espagos iguais sobre uma reta, conforme podemos verificar nos gréficos a seguir.

Figura 2 — Gréfico de uma progressao aritmética crescente

2

Fonte: [Balestri 2016, p. 183]

Se r > 0, entdo (a,) é crescente e, portanto, a sequéncia € limitada inferiormente.

Observamos que lim a,, = oco. Logo, a sequéncia diverge.

Figura 3 — Gréfico de uma progressdo aritmética constante

B o dut, ot et bt UL BT TEL ]

Fonte: [Balestri 2016, p. 183]

Se r = 0, entdo (a,) é constante e, portanto, a sequéncia é limitada. Observamos que

lim a,, = a. Logo, a sequéncia converge.
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Figura 4 — Gréfico de uma progressao aritmética decrescente

Fonte: [Balestri 2016, p. 183]

Se r < 0, entdo (a,) é decrescente e, portanto, a sequéncia é limitada superiormente.

Observamos que lim a,, = —o0. Logo, a sequéncia diverge.

Observagdo 2.10. A representacdo geométrica de uma progressao aritmética é formada por
pontos pertencentes ao grafico de uma funcao afim e converge quando a razdo for igual a zero, em
que todos os termos da progressao aritmética sdo iguais a um mesmo nimero e a convergéncia é

para €sse numero.

Proposicao 2.11. Em uma progressdo aritmética, o termo geral é dada por um polindémio em n.

Demonstragdo. Seja a férmula do termo geral a,, = a1 + (n — 1)r = a; + nr — r, ou seja,
a, =rmn+ (a; — 7).

Temos dois casos a considerar:

Se r # 0, o polindmio é de grau 1.

Se r = 0, o polindmio € de grau 0.

Entdo, se (a,) é uma progressdo aritmética, onde a,, = an + b, sendo assim a = r e

b=a, —r,ousejaa; =b+r,comoa =r,temos a; = a -+ b. O

Observando os gréaficos da progressao aritmética (Figura 2 e 4), ndo faz sentido falar em
soma dos termos infinitos, pois essas sequéncias sao divergentes e, portanto, a soma de seus
termos € também divergente. Porém, é possivel calcular uma quantidade finita de termos de
uma progressao aritmética qualquer. A proposi¢ao a seguir nos permite calcular a soma dos n

primeiros termos.

Proposicao 2.12. Seja (a,,) uma progressao aritmética qualquer. Indicada por S,,, a soma dos

n primeiros termos da sequéncia (ay,) é dada por

(a1 + ax)n

Sy = 5
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Demonstragdo. Considere os n primeiros termos da progressdo aritmética (ay, ).

Podemos indicar a soma dos n primeiros termos S,, ordenando de forma crescente
Sp=a1+ay+az+as+ -+ a, o+ a,1+a, (2.6)
e de forma decrescente
S, =ap+ ap1+ Qpo+ -+ +az+as+ a; 2.7
Somando membro a membro as expressoes (2.6) e (2.7), temos
28, = (a1 + a,) + (ag + an—1) + (as + an—2) + - - + (an—2 + az) + (an—1 + az) + (a, + a1)

Por outro lado, a partir de (2.1), temos
a1+ a, =a1+ (a1 + (n—1)r) =2a; +nr —r =2a; + (n — 1)r
as+an_1 = (a1 +7r)+(a+(n—1-1)r) = ay+r+ay+nr—2r = 2a,+nr—r = 2a,+(n—1)r

an_1+as = (a1 +(n—1=1)r)+(a1+7r) = ay+nr—2r+a;+r = 2a;+nr—r = 2a;+(n—1)r
an+ay=a;+ (n—1)r+a =2a;+nr—r=2a;+(n—1)r
Podemos observar que todas as parcelas da soma anterior sao iguais.

Portanto,

25, = (a1 + ap) + (ag + an—1) + (as + apn_2) + -+ + (apn_o + a3) + (an—1 + az) + (a, + a1)

Equivalente a

QSn:(a1+an)+(a1+an)+(a1+an)+---—|—(a1+an)+(a1+an)—|—(a1+anl

25, = (a1 + ap)n

Consequentemente,
ap + ap)n
5, = {atann O
2

Exemplo 2.13. Voltando ao Exemplo 2.8, do treino didrio para o condicionamento do maratonista
que se recupera de uma contusdo, qual a distancia total percorrida pelo atleta nesses 10 dias de
treinamento?
Temos que, o total percorrido pelo atleta € a soma das corridas desses 10 dias, ou seja, a soma
dos termos de uma progressao aritmética com primeiro termo a; = 6, o ultimo termo a,o = 24
e a quantidade de termos n = 10. Substituindo na Proposi¢do 2.12, encontraremos o total de

quilometragem feita pelo atleta nesses 10 dias.
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Ou seja
6+ 24)-10
50 = €420
30-10
o= o
300
Y
S = 150

Logo, o total percorrido pelo atleta nesses 10 dias serd de 150 km.

2.2 Progressao Geométrica

Definicao 2.14. Uma sequéncia de nimeros reais (a, ) ¢ denominada progressao geométrica
(PG) quando cada termo, a partir do segundo, € obtido multiplicando-se ao termo anterior, uma

constante ¢ que serd chamada de razao da progressao geométrica.

Denotamos da seguinte forma

Gpy1 = Gy - q, paratodon € N (2.8)

em que o primeiro termo a; € a razao ¢ sao numeros reais dados.

Como podemos observar na progressdao geométrica, a equacdo (2.8) também € um caso
particular de uma sequéncia de recorréncia, no qual quando conhecidos os valores do primeiro
termo a, e da razdo ¢, podemos determinar os demais termos. Se conhecermos apenas a razao,
nossa progressao geométrica nao estard completamente definida, pois teremos diversas progres-

soes geométricas para a equagdo de recorréncia condicionadas ao valor inicial.

Proposicao 2.15. Uma progressdo geométrica (a,), dada como (2.8), é crescente se seus termos

sdo positivos e a razdo q > 1 ou se seus termos sdo negativos e a razdo 0 < q < 1.

Demonstragdo. Analisando separadamente os dois casos

Se a, > 0, paratodon € Ne g > 1, temos
qg>1
Multiplicando por a,, em ambos os membros da desigualdade

U - q > Gy



54 Capitulo 2. Sequéncias Elementares

Por (2.8)

Ap+1 > Qp
Se a, < 0,paratodon € Ne () < ¢ < 1, temos
0<gxl1
Multiplicando por a,, em ambos os membros da desigualdade
0>a,-q>ay,

Por (2.8)

0>apy1 > ay, O

Proposicio 2.16. Uma progressdo geométrica (a,,), dada como (2.8), é decrescente se seus

termos sdo positivos e a razdo 0 < q < 1 ou se seus termos sdo negativos e a razdo q > 1

Demonstragcdo. Analisando separadamente os dois casos

Se a, > 0,paratodon € Ne 0 < ¢ < 1, temos
0<gxl1
Multiplicando por a,, em ambos os membros da desigualdade
0<a,-q<a,

Por (2.8)

0<apy1 <ay
Se a,, < 0,paratodon € Ne g > 1, temos
qg>1
Multiplicando por a,, em ambos os membros da desigualdade
an - q < ap

Por (2.8)
An+1 < Ap
O

Proposicio 2.17. Uma progressdo geométrica (a,), de termos ndo nulos, dada como (2.8) é

constante se e, somente se, Sua razdao q = 1
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Demonstragdo. Se cada termo da sequéncia (a,,) € igual ao termo anterior, temos

(py1 = Qp, paratodon € N
Por (2.8)
an - q = a,, paratodon € N
Ou seja
q=1
Por outro lado, se ¢ = 1 entdo a progressdao geométrica € constante, pois se
q=1
Entdo
an-q=a,-1, paratodon € N

Por (2.8)

Gpy1 = Qp, paratodon € N
[
Observagdo 2.18. Caso o primeiro termo a; = 0, entdo todos os termos serdo zero independente
do valor da razdo ¢q, ou seja, ¢ é qualquer valor real.

Observacdo 2.19. Além dessas, quando ¢ < 0, um termo da progressdao geométrica tera sinal
contrario ao do termo anterior. Essas progressdoes geométricas sdo chamadas alternantes ou
oscilantes. E quando ¢ = 0 e a; # 0, tem-se a; = a3 = a4 = ... = 0 e as progressdes

geométricas sao chamadas estaciondrias.

Exemplo 2.20. As sequéncias
(8,32,128,512,...)

(—3,-9, 27, —81,—243,.. )
(5, —15,45, —135,405, . ..)

(4,4,4,4,4,...)
e

(7,0,0,0,0,...)
sdo exemplos de progressdes geométricas com a; = 8 e razdo ¢ = 4; a3 = —3 e razao
q=3;a, =berazdoqg = —3;ay, = 4erazdo g = 1; a; = 7 e razdo g = 0; classificadas

respectivamente como crescente, decrescente, oscilante, constante e estaciondria.

A terminologia “progressdo geométrica” para esse tipo de sequéncia se justifica pois, em
todas essas sequéncias, cada termo a partir do segundo, é a média geométrica entre 0s termos

anterior e posterior.
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Proposicao 2.21. Se (a,,) é uma progressao geométrica, entdo cada termo dessa sequéncia, a

partir do segundo, é a média geométrica entre o anterior e o posterior.

Demonstracdo. Seja (a,) uma sequéncia que atende (2.8). Fixe um termo a,,, com n > 2,

considerando trés termos consecutivos a,,, G, 11 € G,12, tetmos

Gpy1 = Ap -

Apy2 = Ap41 (4

Ou seja

Up42 = Ap - 4
Implica que

2
Ap - Qpy2 = Ap " Ap " g

= (ant1)?
Entao

(an+1)2 = dp " Ap+42

An4+1 = /Qn * Apy2 [

Aplicando a formula de recorréncia (2.8) pela qual se define uma progressdo geométrica

e reconhecendo o primeiro termo (a; # 0), a razdo (q # 0) e o indice n de um termo desejado,

encontramos
2 = ai-g
a3 = daz-(q
ay = az-g
an = GQp—1°(q

Multiplicando membro a membro as n — 1 igualdades, temos

a2 . 0/3 . a4 o .. a’nfl . an = al . q . a2 . q . a/3 . q ... a’nfl . q
a2 . CI/3 . CI/4 DT an—l . an pr— al . a2 . a3 ... an—l . q . q . q DEE q
—_——

(n—1) vezes

Dividindo (a3 - a3 - ay - - - a,_1) a ambos os membros, obtemos
an =ay-q""" 2.9

A expressdo (2.9) é denominada termo geral da progressdo geométrica.



2.2. Progressdo Geométrica 57

Observacdo 2.22. Se o primeiro termo a; = 0, utilizando a férmula de recorréncia (2.8) pela
qual define uma progressdao geométrica, temos

a; = 0-q=0, paratodo g € R

ag = 0-¢=0, paratodo g € R

a, = 0-q, paratodoq € R

Entio obteremos uma progressao geométrica com todos os termos iguais a zero, ou seja

anﬂZCL,1~(]:0'c1:O«q7“1:czl-q"*1

Logo, a expressdo (2.9) também € valida.

Observagdo 2.23. Se arazao ¢ = 0, utilizando a férmula (2.8) pela qual define uma progressao

geométrica, temos

a, = a1-0=0
a3 = 0-0=0
a, = 0-0=0

Nesse caso vamos encontrar uma progressao geométrica estaciondria, em que a partir do segundo

termo todos sdo iguais a zero, ou seja
Uns1 =Qn-q=0p-0=a;-0=a;-0""' =qa,-¢"*
Logo, a expressdo (2.9) também € valida.
Esse fato mostra que, se (a,) é uma progressio geométrica de razdo ¢, para todo n € N temos
an =ay - q" .
Exemplo 2.24. Considerando a progressao geométrica
(6,24,96,384,...)

vamos determinar seu vigésimo termo, ou seja, vamos encontrar asy. Temos o primeiro termo

a; = 6, arazdo ¢ = 4 e o nimero de termo n = 20, na expressao (2.9), encontramos o0 vigésimo

termo.
Ou seja,
ap = 6427
asgy = 6-4Y
4 = 2-3-(22)Y
ax = 3-2%
Logo, 0 20° termo da progressio geométrica é 3 - 2%,
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Exemplo 2.25. (Leonardo 2016 - Adaptado) No domingo passado, Andrielly enviou uma men-
sagem por e-mail para trés amigas. No dia seguinte, cada amiga de Andrielly que recebeu o
e-mail enviou-o para trés amigas e assim por diante. Se nenhuma pessoa recebeu a mensagem
mais de uma vez, quantas pessoas receberam a mensagem no domingo seguinte.

Podemos observar que a quantidade de e-mails enviados por dia forma uma progressdao geomé-
trica com o primeiro termo a; = 3, razdo ¢ = 3 € o numero de termos da progressao geométrica
(quantidade de dias) n = 8, na expressao (2.9), encontramos o oitavo termo, quantas pessoas

receberam a mensagem no domingo.

Ou seja,
a8 — 3 . 3(8_1)
ag = 3-37
ag = 38
ag — 6.561

Logo, no domingo seguinte 6.561 pessoas receberam a mensagem.

Uma progressdo geométrica também fica bem definida se tivermos qualquer termo

conhecido e sua razio q.

Proposicao 2.26. Se (a,) é uma progressdo geométrica de razdo q # 0, entdo para todo ay,

fixado encontramos a,, usando a féormula a,, = ay, - q(”_k).

Demonstragdo. Seja a formula do termo geral (2.9), temos

ar = ay - ¢*Y
ou seja
a
a = qk—ﬁl (2.10)

Substituindo (2.10) na expressao (2.9), encontramos

Qg

n—1
ap = — -
k—1
q
_ n—1—k+1
ap = 0k - g
an = ay - q”_k O

Observagdo 2.27. Uma progressdo geométrica de razdo ¢ = 0, gera os termos (ay,0,0,0,...),
temos os termos ay = az = - -+ = a,, = - -- = (. Entretanto o primeiro termo a;, fica impossivel
de ser determinado apenas com um termo qualquer e a razdo q = 0.

Note que a expressao (2.9) é um caso particular da Proposi¢ao 2.26
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Seja (a,,) uma progressdo geométrica, representa no plano cartesiano os pontos (n, a,),
percebe-se que os termos de (a,,) formam uma sequéncia de pontos pertencentes ao grafico de
uma fung¢@o exponencial, conforme podemos verificar nos graficos a seguir, sendo esta uma boa
maneira de explicar aos nossos alunos do Ensino Médio, usando o auxilio visual, examinar o
limite do termo geral, com n tendendo ao infinito, estabelecendo a relagdo de convergéncia ou

divergéncia, ou seja:

a
lima, = lima, - ¢" ! = lim — - q".

Figura 5 — Gréfico de uma progressao geométrica crescente de termos positivos

Fonte: [Balestri 2016, p. 196]

Nesse caso tem-se a; > 0 e g > 1, temos lim a,, = 00, logo a sequéncia diverge.

Figura 6 — Gréfico de uma progressao geométrica crescente de termos negativos

Fonte: Elaborado pela autora

Nesse caso tem-se a; < 0e 0 < ¢ < 1, temos lim a,, = 0, logo a sequéncia converge para zero.
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Figura 7 — Gréfico de uma progressdao geométrica decrescente de termos positivos

Fonte: [Balestri 2016, p. 196]

Nesse caso tem-se a; > 0e 0 < ¢ < 1, temos lim a,, = 0, logo a sequéncia converge para zero.

Figura 8 — Gréfico de uma progressdo geométrica decrescente de termos negativos

L TP L A S N L LA W T AL LS

Fonte: Elaborado pela autora

Nesse caso tem-se a; < 0e ¢ > 1, temos lim a,, = —o0, logo a sequéncia diverge.

Figura 9 — Gréfico de uma progressao geométrica constante

a

R i e o i

Fonte: [Balestri 2016, p. 196]

Nesse caso tem-se ¢ = 1, temos lim a,, = a1, logo a sequéncia converge para a;.
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Figura 10 — Grafico de uma progressido geométrica alternante ou oscilante com g = —1

Fonte: [Balestri 2016, p. 336]

Quando ¢ = —1, para n par o valor é —ay, e para n impar o valor € a;. Como uma sequéncia
converge para determinado limite, toda subsequéncia converge para o mesmo limite. Entdo a

sequéncia nao converge.

Figura 11 — Gréfico de uma progressdo geométrica alternante ou oscilante coma; > 0e g < —1
l'a

| n
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Fonte: [Balestri 2016, p. 196]

Quando a; > 0 e g < —1, para n par, os termos vao tornando-se cada vez menores e para n

impar, eles vao ficando maiores. Portanto, a sequéncia diverge.
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Figura 12 — Gréfico de uma progressao geométrica alternante ou oscilante coma; < 0e g < —1

.
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Fonte: Elaborado pela autora

Quando a; < 0 e g < —1, para n par, os termos vao tornando-se cada vez maiores e para n

impar, eles vao ficando menores. Portanto, a sequéncia diverge.

Figura 13 — Gréfico de uma progressdo geométrica alternante ou oscilante coma; < 0e —1 <
qg<0

Fonte: [Balestri 2016, p. 336]

Quandoa; < 0e —1 < ¢ < 0, temos lim a,, = 0, logo a sequéncia converge para zero.
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Figura 14 — Grafico de uma progressao geométrica alternante ou oscilante coma; > 0e —1 <
q<0

Fonte: Elaborado pela autora

Quandoa; > 0e —1 < g < 0, temos lim a,, = 0, logo a sequéncia converge para zero.

Observacdo 2.28. A representacdo geométrica apresentada pelas Figuras 5, 6, 7 e 8 de uma
progressdao geométrica € formada por pontos pertencentes ao grafico de uma funcao exponencial
e converge quando sua razao for 1 (em que a convergéncia € o valor de a;) ou quando sua razao

estiver entre —1 e 1 (que a convergéncia € para zero).

De modo semelhante ao que fizemos para as progressoes aritméticas, € possivel encontrar
uma expressao para calcular a soma de um nimero finito de termos de uma progressao geométrica.

A proposicdo seguinte mostra como fazer isso.

Proposicao 2.29. Seja (a,,) uma progressdo geométrica qualquer. Indicada por S,,, a soma dos

ar(¢g" —1
n primeiros termos da sequéncia (a,,) é dada por S,, = n - a; quando ¢ = 1 e S,, = 1(q—1)
q J—
quando q # 1.
Demonstracdo. Considere os n primeiros termos da progressao geométrica (a,,).
Podemos indicar a soma dos n primeiros termos S,, por
Sp=ay+ay+az+ay+--+ay.

Usando (2.9)

Sp=a1+a-q+a - +a-@F+-+a gt (2.11)

Separando em dois casos,
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Se ¢ = 1, obtemos

Sp=a+a+a+a+ - +ay.
n parcelas
Portanto,

S, =n-ay

Se ¢ # 1, assim multiplicando os dois membros da igualdade (2.11) pela razdo ¢, encon-

tramos
Sp-q=a-q+ar-¢+a-¢C+a-¢+-+a-q" (2.12)
subtraindo membro a membro entre as igualdades (2.12) e (2.11), temos

Sn'q_Sn:al'qn_al

ou seja,
Selg—1)=a;-¢" —a;
em que,
Sulg—=1)=ai(¢" = 1)
portanto,
no1
g, =@l =1 (2.13)
q—1
L]

Exemplo 2.30. Voltando ao Exemplo 2.25 das mensagens enviadas para trés amigas por e-mail

e que no dia seguinte, cada amiga enviou-o para trés novas amigas e assim por diante, quantas

pessoas receberam a mensagem até o domingo seguinte.

O total de pessoas que receberam o e-mail nesses oito dias é a soma dos oito primeiros termos

da progressdo geométrica cujo primeiro termo a; = 3, razao ¢ = 3 e numero de termos n = 8.

Substituindo na expressao (2.13), encontraremos o total de pessoas que receberam a mensagem

até o domingo seguinte.

Ou seja,

3(38—1)
% = T3
3(6.561 — 1
5, — (6.56 )
2
3 -6.560
Ss = —
19.680
Sg = 2
Sz = 9.840

Logo, o total de pessoas que receberam a mensagem até o domingo seguinte foi de 9.840 pessoas.
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Vimos na representacdo geométrica de uma progressao geométrica, quando sua razao
estivesse entre —1 e 1, 4 medida que aumentamos o valor de n, os pontos convergem para zero,

ou seja, se —1 < ¢ < 1, entdo

lim ¢" = 0. (2.14)

Por outro lado, analisando a expressao (2.13), para n tendendo ao infinito e colocando o limite

em ambos os membros da igualdade, segue que

n_q
lim S, = limal(q—)
qg—1
mS, = lim 94—
qg—1
imS, = lim2% _jjm -
q— q—1
ai

limS, = 0-—lim

a1

Como a, e ¢ sdo constantes, sabemos que 7 ¢ constante e por (2.14)

a1
q—1

lim S, = —

Ou seja,

a1

lim S,, = ¢

(2.15)

A representacdo (2.15) é denominada como férmula da soma dos termos de uma progressao

geométrica infinita, com —1 < ¢ < 1.

Embora no Ensino Médio ndo se fale nada sobre o conceito de série, a “soma infinita” de
termos de uma progressdo geométrica cujo termo geral € a,, = a; - ¢" ' e |q| < 1, é convergente,
assim sendo um limite de uma série (a série geométrica), resultado do Teorema 1.56.

e . . 1111
Exemplo 2.31. A soma dos infinitos termos da progressao geométrica IR

1 1 L
Como arazdo g = 3 e—1< 3 < 1, entdo a progressao geométrica é convergente e tem valor:

1 1
1—gq 1+ 2
2

A seguir, apresentamos a interpretagdo geométrica desse fato. Para isso tome o quadrado
unitario. Dividindo o quadrado ao meio, hachura uma delas e, na outra, repetir o processo, ou
seja, dividir essa parte em duas partes iguais, hachurando uma delas e dividindo a outra em duas

partes iguais. Esse procedimento serd feito continuadamente. Conforme a Figura 15.
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Figura 15 — Visualizagdo geométrica da soma dos termos de uma progressdao geométrica infinita.

S T 2
o
¢ AR

P

1 . 1
Fi

Fonte: [lezzi et al. 2016, p. 189]

Isso nos mostra que a drea do quadrado original € a soma das dreas dos “infinitos” retingulos

formados, ou seja

A B c D E F
e U e e NI e e W N
1 1+1 1+1 1+1 1+1 1+1 1+ _1
2 2 2 4 2 44 8 4 8 8 N
melhor dizendo
1+1+1+1+1+1—|— =1
2 4 8 16 32 64 N

Exemplo 2.32. Considere a dizima periddica 0, 77777... que podemos escrever como

0,77777... = 0,7+ 0,07+ 0,007 + 0,0007 + 0,00007 + - - -
U SR
~ 10 ' 100 ' 1000 ' 10000 107

pode ser compreendida como a soma dos infinitos termos de uma progressao geométrica, de

primeiro termo a; = 0 e razdo q = 10’ emque —1 < 0 < 1, que € convergente e tem valor:
7 7 7
g M _ 10 _ 10 _10_ 7 107
1—¢ L -10-1 9 109 9

7
Portanto, a fragdo geratriz de 0, 77777... é 9
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Exemplo 2.33. (Iezzi et al. 2016) Uma bola é atirada ao chao de uma altura de 200 cm. Ao
atingir o solo pela primeira vez, ela sobe até uma altura de 100 cm, cai e atinge o solo pela
segunda vez, subindo até uma altura de 50 cm, e assim por diante subindo sempre metade da
altura anterior, até perder energia e cessar o movimento. Quantos metros a bola percorre ao todo?

Para cessar 0 movimento da bola ao solo ela percorreu:

Figura 16 — Movimento de queda da bola.

200

100 {100

Vo o st

Fonte: [lezzi et al. 2016, p. 393]

e pela 1? vez, 200 cm (descida);
e pela 2% vez, mais 100 cm (subida) + 100 cm (descida);

e pela 3% vez, mais 50 cm (subida) + 50 cm (descida) e assim sucessivamente.

Podemos observar duas sequéncias:

e a sequéncia da descida da bola (200, 100, 50, 25, . . .) que é uma progressdo geométrica
1

com o primeiro termo a; = 200 e razdo q¢ = 3

e asequéncia da subida da bola (100, 50, 25, . ..) que é uma progressdo geométrica com o
1

primeiro termo a; = 100 e razdo q = 3

Sabemos que, o espago S, percorrido pela bola em todo o percurso € a soma do limite da soma

das duas sequéncias infinitas, usando a expressao (2.15), obtemos

g 200 100 _ 200 100 _ o0 900 = 600,
) 1 ) 1 1 1
2 2 2 2

Portanto, a bola percorreu ao todo 600 cm, ou seja 6 m.

Exemplo 2.34. (Iezzi et al. 2016) Seja um triangulo equilatero de lado 12 cm. Unindo-se os
pontos médios dos lados desse tridngulo, obtém-se outro triangulo equildtero no centro da figura.
Unindo-se os pontos médios dos lados desse ultimo tridngulo, constroi-se outro tridngulo no
centro da figura, e assim indefinidamente. Qual é a soma dos perimetros de todos os tridngulos

assim construidos?



68 Capitulo 2. Sequéncias Elementares

Pelo teorema da base média do tridngulo, podemos afirmar que o segmento com extremos nos
pontos médios de dois lados desse tridngulo € paralelo ao terceiro lado, e sua medida € igual a
metade desse terceiro lado. Ou seja, cada tridngulo equilatero formado possui seu lado medindo
a metade do lado do tridngulo anterior a ele.

Obtendo assim

Figura 17 — Divisdes sucessivas de um triangulo.

Fonte: Elaborada pela autora

O lado do 1° tridngulo € 12 cm, seu perimetro € 36 cm;

O lado do 2° tridngulo é 6 cm, seu perimetro € 18 cm;

O lado do 3° tridngulo € 3 cm, seu perimetro € 9 cm e assim sucessivamente.

Observamos que os perimetros de todos os tridngulos construidos formam a progressdo geomé-
trica infinita (36, 18,9, ...) com o primeiro termo a; = 36 e razdo ¢ = R Aplicando a expressao

(2.15) encontramos a soma desses perimetros, segue que
36 36
S = — = —

1-—Z=
2

=T2.

DN | —

Portanto, a soma dos perimetros é 72 cm.
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3 Sintese dos Livros

Neste capitulo analisamos como € abordado o assunto sobre sequéncia, progressao arit-
mética (P.A.) e progressao geométrica (P.G.), nos oito livros de matemaética selecionados pelo
Programa Nacional do Livro Didético (PNLD) de 2018/2020, dos quais sdo: Matematica — Cién-
cia e aplicag0es, lezzi et al. 2016; Conexdes com a matemadtica, Leonardo 2016; Matemética -
Quadrantes, Chavante e Prestes 2016; Contexto & aplicagdes, Dante 2016; Matematica - Contato,
Souza e Garcia 2016; Matematica - Interacao e tecnologia, Balestri 2016; Matemadtica - Paiva,

Paiva 2015 e Matemdtica para compreender o mundo, Smole e Diniz 2017.

3.1 Apresentacao do Capitulo

Todos os livros, com exce¢do dos livros de lezzi et al. 2016 e Leonardo 2016, mostram

na abertura do capitulo sobre sequéncia uma apresentagdao do assunto com contextos diferentes.

O livro de Chavante e Prestes 2016, por exemplo, apresenta a imagem do ensaio de uma
orquestra composta por deficientes visuais explorando os beneficios da miusica para saide e a

memorizagdo das sequéncias de notas apds a leitura das pautas em braile.

Figura 18 — Apresentacao: Ensaio da orquestra Thai

-

8 IR i

Fonte: [Chavante e Prestes 2016, pp. 170-171]
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O livro de Dante 2016 apresenta o nimero de pétalas que pode ter uma margarida (13,
21 ou 34), pois esses numeros fazem parte de uma sequéncia conhecida como sequéncia de

Fibonacci.

Figura 19 — Apresentacdo: Margarida

2
B
oy
[

Fonte: [Dante 2016, p. 207]

O livro de Souza e Garcia 2016 traz uma técnica utilizada para dar movimento aos
desenhos animados chamado de flipagem, na qual € criada uma sequéncia de desenhos muito
parecidos, em que ha detalhes diferentes entre um desenho e o desenho seguinte, de modo que,

ao passar rapidamente essas imagens em sequéncia, tem-se a ilusdo de movimento.

Figura 20 — Apresentacio: Produzido por Don Hahno, O Rei Ledo.

As progressoes
Tas Lrdp

Fonte: [Souza e Garcia 2016, pp. 194-195]
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O livro de Balestri 2016 apresenta o capitulo fazendo uma rela¢do entre Matemadtica e

Arte usando os fractais.

Figura 21 — Apresentacdo: Fractal e Cubo de Sierpinski

SEQUENCIAS E
PROGRESSOES

Os fractais

imgEm an lod nota-5e e BT pirk
ok Ex & 0 OCT CoRCImISR to%

I k1 TR 0 e T
QeenEAsE 0o RIS prras

+ Bcar mbcaos o o o

* FOTPURGHD AT asiann na csogdn oo amsone
Tegiies ieFzasoe e fies, fogs ¢ demutaciees

Fonte: [Balestri 2016, pp. 178-179]

O livro de Paiva 2015 mostra a imagem de um atleta e apresenta informacgdes sobre
alguns cuidados que devemos ter ao iniciar a pritica de uma atividade fisica; em seguida traz

perguntas sobre a situagc@o de um atleta se preparando para uma competicao.

Figura 22 — Apresentacao: Atleta

Fonte: [Paiva 2015, p. 6]
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O livro de Smole e Diniz 2017 traz figuras conhecidas como curva do floco de neve
de Koch, mostrando como ela foi obtida, concluindo que a medida do lado dos tridngulos

construidos em cada etapa forma uma sequéncia de nlimeros.

Figura 23 — Apresentacdo: Curva do floco de neve de Koch

A figura abaixo é conhecida como curva do floco de neve de Koch, obtida a partir de
uma sequéncia de construgdes nos lados de um tridngulo equilatero.

Optamos por Inserir este capitulo sobre sequéncias numéricas &
progressaes antes das fungfes exponencial e logaritmice porque,
dessa forma, & possivel

» relacionar o estudo de fungdes e de fungén afim com sequéncias
B Progressoes;

» abordar & nogio de crescimento au decrescimento axponancial
por meio de progressdo geor a, cujos padrdes permitem um
contexto de aprendizag Drece a maior COMpreensaoc de
fungéo exponencial 8 o o de logaritmo

S Nos proximos trés capitulos, hé muitas possibilidades de integra-

Rl oo da Matematica com a Biologia, o gue favors desenvalvi

By mento da atividades conjuntas entre as disciplinas, especialmente

e o que diz respeita an estudo de populagges.

=
q
I
E

0 matematico Helge von Koch (1870-1924), em 1904, obteve essa figura a partir de um
tridngulo equildtero de lado de medida 1. Observe as trés primeiras figuras dessa sequéncia.

Vocé consegue descobrir como a segunda e a terceira figuras foram obtidas a partir da
primeira?
Consideremos um tridngulo equilatero de lado de medida 1. Dividimos cada um de seus

lados em trés partes iguais.

No terco médio de cada lado, construimos novos tridngulos equilateros. 0 resultado é
uma linha poligonal fechada de 12 lados.

No estagio seguinte, fazemos a divisdo de cada um dos 12 lados da linha poligonal em
trés partes iguais e construfmos novos tridngulos equildteros sobre os tergos médios, e

assim sucessivamente.
A medida do lado dos tridngulos construidos em cada etapa forma uma sequéncia de
nimeros. Como podemos descrever essa sequéncia?

Fonte: [Smole e Diniz 2017, p. 142]

3.2 Introducao as Sequéncias

Todos os livros, ao introduzir sequéncia, contextualizam antes de apresentar a defini¢do,
com exce¢ao no livro de Smole e Diniz 2017, no qual o autor apenas cita o exemplo dado na

abertura do capitulo.

No livro de lezzi et al. 2016 utiliza tabela com nimero de funciondrios nos 10 primeiros

anos de uma empresa;
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Figura 24 — Contextualizagdo com tabela

A tabela seguinte relaciona o ndmere de funciondrios de uma empresa
nos seus dez primeiros anos de existéncia:

|_ Ano Namero de funciondrios |

1 52
|z 58
3 &0
4 | @ —
s 67
& | 65 =i
7 69
8 72 2
9 | 16 T
o 78 )

Observe gue a relagio entre essas duas varidveis define
uma funcac: a cada ano de existércia da empresa correspon. 52 \
de um dnico ndmero de funcionirios.

Note que o dominio dessa fungdo & {1, 2, 3, ..., 10}. J

De mado geral, uma fungio cuje dominio & B* = {1.2,
3, ...} échamada sequéncia numérica infinfta. Se o dominic _}é /Sk/
defé {1, 2 3 ., n}emquen & MN*, temaos uma sequéncia N v chi
funciondeios

numérica finita.

Fonte: [lezzi et al. 2016, p. 171]

No livro de Leonardo 2016, os anos que aconteceram os jogos Pan-Americanos;

Figura 25 — Contextualizagdo: Jogos Pan-Americanos

Mhedalhas do Brasil nes
Joges Fan-Americanos

Q Sequencias e padrdes

infogr ik, il conquistau nas
aito Glkimas Jogos Pan-Americancs. Os anes em que orormeram 25538 COMBAticHel
farmam uma sequincia ou sucessao » pedemos escrevi-los da seouina forma;
(Y957, 1991, 1995, 1399, 2003, 2007. 2011, 2015
05 alamentos ou termos dawa sequineis podem ter represontades por Uma
Feira [geralmente usi-se a letra a) ¢ wm indice que mdica a posicda ou ardem do
elsmento na seawincia. Dewa manairg: , = 1987 e o primeiro wermo da sequingia,
2; = 1991 € 0 356quNdD T2MN0 & A5iM Sy cessvAMEntE 318 2, = 2015

Objetives do capitule Com o dadas fornecidas palo infografico, ambam pademas ssmaver outras
mequdngas, por exemploc
# Identificar padsies * aseouinsia das cidades que sedisram ox oito Ghimes Joges Pan-Amenxancs:

Undiananolis Havana, Mar dal Plaza, Winnipeg, Sante Dominge. Ric de Jansiro,
Guadalafara, Tarantal;
» & sequéncia do total de medaihas da Srasil nes oite dltimos Jogos Pan-Ameri-
canos: (B1. 79, B2 101, 123, 157, 141, 141).
5z 8 sepudniia tver wm Gitimo termo, dizgmaos que 248 & finita. Ca 5o contrar o,
dizermes que & infinita o @ indicamos colocanda reticencizs no final.

a) A sequéndia dos meses da um ana & finitz, pals tem bm Glime elementa:
ljaneirg, fevereita, margo, abril, malo, junhe, julho, agcse, setembre,
ewtubrg, nevambrg, dezembral

Fonte: [Leonardo 2016, p. 188]
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No livro de Chavante e Prestes 2016, as questdes sobre juros compostos;

Figura 26 — Contextualizag¢do: Juros compostos.

Mirela aplicou R$ 10 000,00 em um investimento cuja rentabilidade é dada por um juro
composto de 1% ao més. Observe o montante, em reais, més a més, a partir do inicio da
aplicagao.

1¢ més: a, = 10 000

> Lembre-se de que, no regime de juro
composto, o juro é sempre calculada
sobre o montante do periodo

2¢més: a, = 10 000 - 101 = 10100

3¢ més: a, = 10 000 107" = 10201 anterior a partir do segundo perfodo
3 considerado nasituagdo. No primeiro
4% més: a, = 10000 - 1,01 = 1030301 periodo, que é o perioda inicial, o

capital é igual ao montante.

n-ésimo més: a, = 10 000 - 1,01"

Se fosse possivel para Mirela manter esse dinheiro investido por uma quantidade infinita

de meses, os valores a,, (o F e ol (O formariam uma sequéncia de ndmeros reais, que
pode ser denotada por (aa,az,oz,...,an,.“) ou, de maneira abreviada, por (un) ou (aﬂ)_ Cada
neEN

namero @, com n € N’, & um termo da sequéncia, e o indice n indica a posi¢io ou a ordem
desse termo na sequéncia.

Fonte: [Chavante e Prestes 2016, p. 172]

O livro de Dante 2016, utiliza dias da semana, meses do ano, nimeros naturais, ano que

aconteceu a copa.

Figura 27 — Contextualizagdo: Situagdes do cotidiano.

Em muitas situagoes cotidianas aparece a ideia de sequéncia ou sucessdo. Assim, por exemplo, temos:
® a sequéncia dos dias da semana (domingo, segunda-feira, .., sdbado);
® a sequéncia dos meses do ano (janeiro, fevereiro, .., dezembro);
» a sequéncia dos niimeros naturais (0,1, 2,3, 4, ..);
# a sequéncia dos anos, a partir de 2002, nos quais a Copa do Mundo de Futebol foi ou serd realizada
(2002, 2006, 2010, 2014, 2018, 2022, ...).

Fonte: [Dante 2016, p. 208]

No livro de Souza e Garcia 2016, a quantidade de poltronas nas fileiras de um teatro.
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Figura 28 — Contextualizac¢do: Poltronas da plateia.

Em determinado teatro, as poltronas da plateia sdo dispostas em 14 filas, de
modo que a primeira fila possui 20 poltronas; a segunda, 24; a terceira, 28; e assim
por diante. Dizemos entdo que, a partir da primeira fila, a seguinte possui 4 poltro-
nas a mais gue a anterior.

e
R

Podemos representar a quantidade de poltronas de cada fila da seguinte maneira:

(20,24, 28,32, ..., 68,72)

=

eussen®®,
=

-,
e

]

o Luer

\

De acordo com essas informagdes, é possivel responder a guestGes como:

« Quantas poltronas ha na 10@ fila da plateia desse teatro?

» E possivel que uma das filas tenha um numero impar de poltronas? Por qué?
= Qual é a quantidade total de polironas da plateia desse teatro?

Note que as quantidades de poltronas de cada fila so elementos de um conjunto;
esses elementos estdo organizados em certa ordem, formando uma sequéncia ou
sucessao. Messa sequéncia, 20 & o 12 termo, 24 @ o 2° termo, 28 & o 3° termo, e
assim por diante.

Fonte: [Souza e Garcia 2016, p. 196]

No livro de Balestri 2016, os fendmenos da natureza (aparicao do cometa Halley).

Figura 29 — Contextualiza¢do: Cometa Halley.

O cometa Halley pode ser visto da
Terra a olho nu a cada 76 anos, aproxi-
madamente. Como sua Ultima aparicdo
foi no ano de 1986, & possivel prever
gue suas proximas aparicdes serao por
volta dos anos de 2062, 2138, 2214,
2290 e assim sucessivamente.

%
B
2
£
5
S
5
E
5
g
g
g
&
b
5
T
5
=
2

Fotografia do cometa Halley, feita com
0 auxilio de um telescopio da Estacao
Boyden, no Peru, em 21 de abril de 1910.

Podemos representar esses anos da seguinte maneira:
(1986,2062,2138,2214,2290,...)

Note que esses anos sao elementos de um conjunto e estdo organizados em
certa ordem, formando assim uma sequéncia ou sucessao. Nessa sequéncia, 1986 é
o primeiro termo, 2062 & o segundo termo, 2138 & o terceiro termo, 2214 € o guarto
termo, 2290 é o quinto termo e assim por diante.

Fonte: [Balestri 2016, p. 180]
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No livro de Paiva 2015, a classificacdo da 1* copa do mundo de volei de praia masculino.

Figura 30 — Contextualiza¢ido: Copa do Mundo de vdlei de praia.

@ O conceito de sequéncia

Em 2013, o Brasil sediou a primeira edicio da Copa do Mundo de volei de praia, o World Cup
Final, que se realizou na cidade de Campinas, em 53o Paulo. O Brasil foi campedo nas duas com-
peticdes, feminina e rmasculina, com as duplas Maria Elisa/Talita & Emanuel/Alison,

;
g
Z
:
2
E

3
HELID BUENAGALATINGONTENTGETTY IMAGES

Maria Elisa e Tafita exibem & medalha de ouro. Emanuel & Alison comemoram o titulo,

No vélei masculing, a classificagdo final dos quatro primeiros colocados é descrita pela tabela a sequir.

Classificacso da I Copa do Mundo de valei de praia magcullm

3 Letdnia =
[} Alzmanha E

Dados obtidos em: <wwe fivb.org=, Acesse em: 1¢ maio 2014,

Poslgén | Pais

T

1 Brasil m g

S—

2 Estados Unidos E é

| 1 g

o

4

s

&

3

Observe que a classificagdo € apresentada assoclando-se cada numero natural de 1 a 4 ao
nome de um pais. Essa associagdo determina uma sequéncia, em que:

= o ndmero 1 corresponde ao primeiro elemento da sequéncia;

= o ndmero 2 comesponde ao segundo elemento da sequeéncia;

* o ndmero 3 corresponde ao terceiro elemento da sequéncia;

*+ o ndmero 4 corresponde ao quarto elemento da sequéncia.

Vamos representar essa associacdo emn um diagrama de flechas, indicande por A o conjunto de
nimeros naturais de 1a 4 e por B o conjunto dos pafses classificados nas quatro primeiras posigdes:

A —
-
~ e
¢ b ¢ * Brasil
2 e
: e 5
3‘: ] |« Estados Unidos
- i
L | it Letnia
(_.’___ __".'H-._‘
=4 F b Alemenha

Fonte: [Paiva 2015, p. 7]

O livro de Smole e Diniz 2017, primeiro define sequéncia como uma organiza¢ado de
nimeros, na qual podem ter ou ndo uma lei de formagao, podendo ser finitas ou infinitas; os
demais livros definem sequéncia, inter-relacionando com o conceito de fun¢do, cujo dominio N*
e contradominio, um conjunto ndo vazio. Todos os livros deixam claro que as sequéncias podem

ser finitas ou infinitas.

Os livros de Leonardo 2016, Dante 2016, Souza e Garcia 2016, Balestri 2016, Paiva 2015
e Smole e Diniz 2017 deixam claro que as sequéncias podem ou ndo ter uma lei de formacgao

que as definem, por exemplo, a sequéncia dos nimeros primos estd bem definida.

Apenas o livro de Iezzi et al. 2016 ndo traz contextualizacdo nos exercicios sobre

sequéncia.
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Figura 31 — Exercicios ndo contextualizados sobre sequéncia.

i Seja a sequéncia definida por a=-3+5nne fd*. Determine:
a) a, b) a, < a,

2 Escreva os guatro primeiros termos da sequéncia definida pora, = 2 - 3%, n € N*,

3 Para cada funcao definida a seguir, represente a sequéncia associada:
a) f: M* — R que associa a cada namero natural nao nulo o triplo de seu sucessor.
b) g: M* — [ tal que gix) = »* — 2x + 4.

4 O termo geral de uma sequéncia éa_ = 143 — 4n, com n € M*,
a) Qual & a soma de seus 3 primeiros termos?
b) Os nimeros 71, —345 e —195 pertencem a sequéncia? Em caso afirmativo, determine suas posicoes.

5 Construa a sequéncia definida pela relaggo:
Fa =
‘{:d1 =-5
a,, =2-at+3neEN

Ln+1

6 Determine o sexto termo da sequéncia definida pela lei de recorréncia;

]
a-|+|=3-an'ner\l“

7 Seja f: W* — M definida por f(n) = n? + n? + 1. Ao representar a sequéncia associada a f, um estudante
apresentou a seguinte resolucgao:

(3,13, My, 81,151, My, ..)

Por algum motivo, dois nimeros da sequéncia acima sairam borrados. Determine-os, reescrevende a sequéncia,

8 Os termas gerais de duas sequéncias (a } e (b)) s3o, respectivamente, 3, = =193 + 3neb, = 220 — 4n,
paratodon €™, n=1.
a) Escreva os cinco primeiros termos de (a ) e de (b, ). .
b) Qual ¢ o primeiro termo positivo de (a )7 Que posigdo ele ocupa na sequéncia?
¢} Qual € o primeiro termo negativo de (b )7 Que posicdo ele ocupa na sequéncia?
d) As duas sequéncias apresentam algum termo em comum? Em caso afirmativo, determine-o.

Fonte: [lezzi et al. 2016, p. 173]

Os livros de Souza e Garcia 2016 e Balestri 2016 trazem nos exercicios, uma proposta

de producio textual na parte de sequéncia.

Figura 32 — Producdo textual.

7. Escreva uma sequéncia numérica e solicite a um
colega que determine a férmula do termo geral
dessa sequéncia. Em seguida, verifique se ele
resolveu corretamente.

Fonte: [Balestri 2016, p. 182]

Os livros de Leonardo 2016, Chavante e Prestes 2016, Dante 2016, Souza e Garcia 2016,
Balestri 2016 e Smole e Diniz 2017 trazem na parte de sequéncia exercicios que envolvem

geometria.
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3.3 Progressao Aritmética

Todos os livros, com excec¢do do livro de Smole e Diniz 2017, introduzem progressao
aritmética através de uma contextualizacdo. O livro de lezzi et al. 2016 contextualiza com

quadrados justapostos formados por palitos de fésforo.

Figura 33 — Observagao de regularidades.

As figuras sequintes mostram a construcao de quadrados justapostos usando palitos.

12 figura:

] =

™ [ [}
22 figura:

L] - -

~ L5 [ []
32 figura:

Consulte 85 respostas nas

L - - = Crientaghes Didaticas

a) Mantendo o padrao apresentado, desenhe, em seu caderno, a 42, 5% e 6° figuras.

b) Construa a sequéncia correspondente & quantidade de palitos usados na construcdo de cada
figura. Qual é a regularidade que vocé chserva?

c) Obtenha o termo geral dessa sequéncia.
d) Quantos palitos sdo usades na construgao da 252 figura?
e) Qual & a posicao da figura feita com 493 palitos?

Fonte: [lezzi et al. 2016, p. 174]

O livro de Leonardo 2016, utiliza uma tabela de pregos relacionando nimeros de fotoco-

pias ao valor a ser pago.

Figura 34 — Tabela de precgos por fotocdpias.

O dono de uma papelaria preparou uma tabela com o valor a ser pago de acordo
com a quantidade de fotocdpias simples pedida pelos clientes.

Nuimerao de

PEraEn 2 3 4 5 6 7E 8 9 10
fotocopias simples

Valoraserpago (R$) 0,5 030 045 060 075 09 105 120 135 150

Observe que o valor a ser pago, em funcéo do niimero de fotocopias simples,
determina a sequéncia: (0,15; 0,30; 0,45; 0,60; 0,75; 0,90; 1,05; 1,20; 1,35; 1,50).

Os termos dessa sequéncia, a partir do segundo, sdo obtidos somando a cons-
tante 0,15 ao termo antecedente, Esse € um exemplo de progressdo aritmética.

Fonte: [Leonardo 2016, p. 193]

O livro de Chavante e Prestes 2016, apresenta a quantidade total de livros lido por um

aluno com o objetivo de ler dois deles a cada més.
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Figura 35 — Quantidade de livros lido por més.

Carlos tornou a leitura um habito pessoal. Ele havia lido, at# o inicio de janeiro de 2018,
20 livros e se dispds a ler 2 livros por més, sem repeti-los. Caso consiga cumprir sua meta,
observe a quantidade total de livros que Carlos terd lido, més a més, a partir do inicio de

Jjaneira,
Quantidade total
M
| e de livros lidos
11 it
= b
n | 24
4s 26 |
s | x
Estudantes da Excels Estadual Prafesso
Leida Mara Avetng, em Sumare (S8) ien

bibliateca, £m dezembra de 2004, O haoit de
ler expande nossa visha de mundo, aumenta
nessa vocaby menio de
lazer guando 3 hidtfng & agradivel para nés.

A sequéncia formada pela quantidade tatal de livros lidos, més a més, a partir do infcio
de janelro, & um exernplo de progressao aritmética, abreviadamente conhecida como PA.
Observe gue um termo gualquer dessa sequéncia, a partir do segundo, & obtido por melo da
adigaa do termo anterior com 2, ou seja:

0, =20+2=22
5,
o, =2+2=24 Messe caso, tem-s&

@_.,=o, +2para
12,34

Fonte: [Chavante e Prestes 2016, p. 176]

O livro de Dante 2016, a quantidade de produtos que foram produzidos em um determi-

nado ano.

Figura 36 — Producdo de uma empresa.

Situagdes envolvendo grandezas que sofrem variagdes iguais em intervalos de tempo iguais sdo muito
comuns, Acompanhe uma delas:

Uma empresa produziu, em 2012, 100000 unidades de certo produto. Quantas unidades deveria
ter produzido, anualmente, de 2012 a 2017, se o aumento anual de producio fosse estabelecido em
20000 unidades?

Esquematizamos da seguinte forma:

* producdo de 2012: 700000
# produgao de 2013:

(producdo de 2012) + 20000 = 100 000 + 20000 = 120000
= producdo de 2014:

(producac de 2013) + 20000 = 120000 + 20000 = 140000
* producao de 2015:

(producdo de 2014} + 20000 = 140 000 + 20000 = 160000
# producao de 2016:

(producao de 2015} + 20000 = 160000 + 20000 = 180000
* producao de 2017:

(producao de 2016) + 20000 = 180000 + 20000 = 200000

Nessas condicdes, a producao anual desse periodo pode ser representada pela sequéncia:

(100000, 120000, 140000, 160 000, 180000, 200000}

Note que, nessa sequéncia, cada termo, a partir do segunde, € obtido por meio da adicdo do termo
anterior a este & um ndmero fixo (20000, nesse caso). Ou sefa, a producdo sofreu aumentos iguais de
20000 unidades, em intervalos de tempo iguais {1 ano, nesse caso).

e

Sequéncias desse tipo s3o chamadas res-
4 P Prog Figue atentol

sdes aritméticas (PAs). Observe que a diferenca : ¥ s Bl et A A el raa Fes.
entre cada termo e o termo anterior é constante Lnnsapitulnsar.teﬂur:s.aaon.mm formalizar o conceito. )

(20000 unidades, nessa sequéncia). T T T T T/

Fonte: [Dante 2016, p. 213]
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O livro de Souza e Garcia 2016 utiliza uma tabela de precos com a quantidade de

passagens em certa companhia de transporte coletivo.

Figura 37 — Companhia de transporte coletivo.

Certa companhia de transporte coletivo urbano fixou em seu guiché de vendas
uma tabela de precos. Observe.

E Tabela de pregos
% Quaniidade de passagens | Prego {RE) o
2 : )
E 1 4 ] 1 |
& .
2 8 = W,
3 12 | ;'-"_"-"‘—‘-' l, ::
4 18 -
5 20 j
A diregio &
% 3

Podemos representar o valor cobrado em fungdo da quantidade de passagens
nessa companhia por meio da seguinte sequéncia:
(4,812 16, 20,...)

Fonte: [Souza e Garcia 2016, p. 200]

O livro de Balestri 2016 utiliza a organiza¢do da fileira de soldados para um treinamento,

onde de uma fileira para outra existem dois soldados a mais.

Figura 38 — Tabela: Quantidade de soldados.

Em certo treinamento, os soldados de um batalhao militar foram organizados em
fileiras, obedecendo ao seguinte padrao:

18 1
2 3
3 5
43 7
194 37
200 39
A guantidade de soldados de cada fileira pode ser escrita como uma sequéncia; ' Note que cada termo
(1.35,7,...,37,39) dessa sequéncia € duas
Observe que a partir do segundo terma, subtraindo de um termo o seu ante- HREICIes el S
cessor, obtemos sempre o0 mesmo resultado, nesse caso 2. antecassor, Assim, para
obter um termo dessa
8,-a,=3-1=2 sequéneia, basta adicionar
8,-8,=5-3=2 ao termo antecessor a
a,-a,=7-5=2 razdo 2.
: 13,58,7,..,37.,39
azo —319=39—3?=2 L 1:’2'3:2 5:2 35\_1:21;:2

Esse tipo de sequéncia é conhecida como progressao aritmética ou simples-
mente PA. O resultado constante obtido subtraindo de um termo o seu antecessor &
chamado de razéo da PA.

Fonte: [Balestri 2016, p. 183]



3.3. Progressdo Aritmética 81

O livro de Paiva 2015, utiliza uma constru¢do de linha de metrd, onde a partir do inicio

de janeiro, tinham sido construidos 12 km, mostrando que essa linha cresceu 0, 5 km ao més.

Figura 39 — Construcdo da nova linha de metro.

Uma nova linha do metrd, ainda em
construgdo, tinha 12 km no inicio de janeiro
do ano passado. De 4 para cd, essa linha
cresceu 0,5 km ao més.

A sequéncia a seguir apresenta os
comprimentos, em quildmetro, dessa li-
nha do metrd, més a més, a partir do ini-
cio de janeiro do ano passado:

(12;12,5;13;13,5; 14; 14,5; ...)

Essa sequéncia numérica é chamada de

progressdo aritmética, porque, adicio- T D R == i
nando a cada um de seus termaos uma mes- Construgéio da nova linha do metré, em Séo Paulo.
ma constante, obtemos o termo sequinte; Foto de 2074,

nesse caso, adicionamos 0,5 a cada termo.

Fonte: [Paiva 2015, p. 12]

O livro de Smole e Diniz 2017, apresenta trés sequéncias em progressao aritmética e pede

para que observemos como podem ser obtidas as sequéncias usando sempre o termo anterior.

Figura 40 — Sequéncia em progressao aritmética.
— - -

Observe estas sequéncias:
a) 2,581, ..

b) 35,30, 25,20, 150

¢) 1,105 1,02; 1,03; 1,04; ...

Pense em como vocé pode obter, em cada uma dessas sequéncias, o segundo termo a
partir do primeiro, o terceiro termo a partir do segundo, o quarto termo a partir do tercei-
ro, e assim por diante.

Vocé deve ter notado que, na primeira sequéncia, cada termo a partir do segundo é
obtido pela adigdo do 3 ao termo anterior a ele:

2~ -5~ B~ _~-11.
+3 +3 +3

J4 na segunda sequéncia, cada termo a partir do segundo € obtido quando subtraimos
5, ou somamos -5, ao termo anterior a ele:

35\._______/30&,______/25&_____/20-\._____/15...
-h sl il =8

Finalmente, na terceira sequéncia, cada termo a partir do segundo € obtido quando
somamos 0,01 ao termo anterior a ele:

1~ ~101~__  _~-102~_ _~-103~____~ 1,04 ...
+ 0,01 + 0,01 + 0,01 + 0,01

A esse tipo de sequéncia chamamos progressdo aritmética.

Fonte: [Smole e Diniz 2017, p. 149]

Os livros de Iezzi et al. 2016, Leonardo 2016, Chavante e Prestes 2016, Paiva 2015

e Smole e Diniz 2017 definem progressao aritmética como uma sequéncia numérica em que
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cada termo, a partir do segundo, é obtido somando-se ao anterior uma constante; os livros de
Dante 2016, Souza e Garcia 2016 e Balestri 2016 definem progressdo aritmética como toda
sequéncia numérica em que, a partir do segundo termo, a diferenga entre um termo qualquer e

seu antecessor € igual a uma constante.

Todos os livros apresentam exercicios contextualizados sobre progressao aritmética,
relacionando questdes envolvendo geometria, com excecdo do livro de Smole e Diniz 2017; os
livros de Leonardo 2016, Dante 2016 e Balestri 2016 trazem exercicios envolvendo matematica
financeira e nos livros de Paiva 2015 e Smole e Diniz 2017 trazem uma proposta de producao

textual envolvendo progressao aritmética.

3.3.1 Conexao entre Progressao Aritmética e Funcoes

Todos fazem uma conex@o entre funcao afim e progressao aritmética, em que nos livros
de Iezzi et al. 2016, Dante 2016, Paiva 2015 e Smole e Diniz 2017 essa conexao € mostrada

apenas pela representacdo gréfica formada por um conjunto discreto de pontos.

O livro de Leonardo 2016, apresenta a conexao entre progressao aritmética com fungao
afim através de uma contextualizacdo usando a visita de um técnico em reparo de uma instalagcdo

elétrica relacionando tempo de servigco ao custo, fazendo em seguida a representagdo gréfica.

Figura 41 — Tempo de servigo x custo.

ffara fazer reparos na instalacdo elétrica, um técnico cobra R$ 120,00 pela visita
mais R$ 70,00 por hora adicional. Observe a tabela a seguir.

Tempoth) | 0 | 1 | 2 % 3

Custo (R$) 120,00 190,00 260,00 330,00

O custo, em funcéo das horas gastas no reparo, forma uma PA (120, 190,
260, 330, ...), em gue a, = 120 e r = 70.

O termo geral (a,) de uma PA, de primeiro termo a, e razao r, & uma fungio
que associa a cada nimero natural n o valor a, = a + nr, com n €N, Essa fun-
¢do se assemelha a uma funcdo afim, mas com dominio no conjunto dos niimeros
naturais. Assim, o grafico dessa funcio sera formado por pontos colineares: (0, a,),
(La), (2, @), ..., (0, a,), ... Veja abaixo os pontos de coordenadas (0, 120), (1, 190)
{2, 260) e (3, 330). i

aﬂ
360 - :
320 7N
280 o
mof 4
w01 g
1601
1204 E
80 4
40 . g
0 1 2 3 n é
g

Fonte: [Leonardo 2016, p. 196]
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O livro de Chavante e Prestes 2016, além de fazer a representacdo gréfica, ele mostra que
a progressdo aritmética a,, = a; + (n — 1)r possui a mesma lei de formagéo de f(x) = ax + b,
sendo @ = r e b = a; — r e demonstra que a funcgdo afim f(z) = ax + b e (a,) uma progressio
aritmética de razdo r, entdo (f(n)) é uma progressdo aritmética de razdo a e (f(a,)) é uma

progressao aritmética de razdo ar.

Os livros de Souza e Garcia 2016 e Balestri 2016 fazem a conexdo entre progressao
aritmética e func@o afim considerando a fungéo f : R — R e (x1,x9, 23, ..., 2y, ...) elementos
de uma progressdo aritmética de razdo r, f serd uma funcéo afim, definida por f(z) = ax + b,

se, e somente se, f(x1), f(x2), f(23),..., f(xy,),... for uma progressdo aritmética de razdo ar.

Figura 42 — Progressdo aritmética e funcio afim

Estudamaos anteriormente que as sequéncias numéricas sdo funcdes de dominio
N* e contradominio nao vazio e que PA é toda sequéncia numérica em que, a partir
do segundo termo, a diferenga entre um termo e seu antecessor resulta em uma
constante, chamada de razio (r).

Seja a funcdo f: R — R dada por f(x)=2x-1€ a PA (8,5,2,—1,-4,...) de razao -3.
Calculando f(8), f(5), f(2). f(-1). f(~4).... obtém-se uma nova sequéncia.

B s |5 | 2| -1 | -4

B 5 9| 3| -3 | -9

Note que a sequéncia (15,9,3,-3,-9,...) € uma PA de razdo —6 e essa razao é
igual ac produto entre o coeficiente a da func¢éo afim (a=2) e a razdo da PA anterior
(r=-3), isto &, —6=2.(-3).

Uma funcdo f: R — R sera definida por uma funcdo afim do tipo f(x)=ax+b se, e
somente se, para qualquer PA (X, X,, Xy, Xp.eer Xpee), @ SEQUANCIA das imagens
(F(x)) £(x,), F(x5), £(X, )., Fx,)...) Tor uma PA de razao a-r, em que a € coeficiente
de feré arazdo da PA inicial.

Fonte: [Balestri 2016, p. 190]

Apenas os livros de Souza e Garcia 2016 e Balestri 2016 trazem conexao entre progressao
aritmética e fungdo quadratica apresentado que a fungido f : R — R serd uma funcio quadritica,
definida por f(z) = ax? + bx + ¢ com a # 0, se, e somente se, para toda progressdo aritmética
(x1,T9, T3, ..., Ty, ...)derazdo ndo nula r as diferengas f(x2) — f(1), f(x3) — f(22), f(24) —
f(xs), ..., f(xy) — f(xy_1),... formam uma nova progressdo aritmética e essa razdo dessa

nova progressio serd 2ar?.
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Figura 43 — Progressdo aritmética e funcio quadréatica

Seja a funcdo f:R— R dada por f(x)=x"—2 e a PA (0,2,4,6,8,...) de razdo 2.
Calculando f(0), f(2), f(4), f{é), f(8).... obtém-se uma outra seguéncia.

(-2,2,14,34,62,..)

Note que essa sequéncia nac @ uma PA, pois a diferenca entre os termos conse-
cutivos nao é constante.
f(2)-f(0)=2—-(-2)=4
f(4)-f(2)=14-2=12
f[é)—f(d):Sd-‘Id:EO
f(8)-f(6)=62-34=28

No entanto, esses resultados formam uma nova sequéncia (4,12, 20,28,...), que &
uma PA, nesse caso, de razao 8.

Uma funcao f: R =R sera definida por uma fungao quadratica do tipo f(x)=ax* +bx+c,
COMA+#0, Se, e somente se, para qualquer PA (X, X,, Xy, Xur-o Koe-) A€ razéo r diferente de
zero; a sequéncia das diferengas (F(x.) = f{x,), 0 )= 101 f0a ) =106 ) o T (%)= F(x, ) 0)
for uma PA de razao 2ar”.

Fonte: [Balestri 2016, p. 190]

3.4 Progressao Geométrica

Todos os livros, com excec¢do do livro de Smole e Diniz 2017, introduzem Progressao
Geométrica (PG) através de uma contextualizacdo. O livro de Iezzi et al. 2016, usa a criagdao

de um blog por dois amigos, onde cada um deles convida mais trés novos amigos e assim
sucessivamente.

Figura 44 — A propagac¢do de uma noticia

Vocé j4 imaginou a velocidade com que uma noticia, corrente, foto, video ou boato podem ser
multiplicados pelas redes sociais? ‘

Suponha que, em certo dia, dois amigos criaram um blogue sobre salide e bem-estar, com dicas,
receitas de comidas saudaveis, relatos de experiéncias pessoais etc.

No dia seguinte, cada um desses amigos convidou trés novos amigos para visitar o blogue. Cada
um desses trés novos amigos convidou, no outro dia, trés outros amigos para visitar o blogue e
assim sucessivamente,

Faca o que se pede a seguir. _

Suponha que esse padrao seja mantido e que ninguém seja convidado a visitar o blogue por mais
de um amigo. Consulte as respostas nas Orientacdes Didaticas.

a) Comecando pela dia em que o blogue foi criado, escreva a sequéncia que representa o nimero

diario de visitantes do blogue:

b) Responda: qual é a regularidade que vocé observa nessa sequéncia?

c) Obtenha um termo geral dessa sequéncia.
d) Responda; em quantos dias {cansidere o dia 1 o dia da criacao do blogue) o nlimero de visitas
diarias ao blogue terd superado 1 milhao? Use uma calculadora.

Fonte: [lezzi et al. 2016, p. 182]

O livro de Leonardo 2016, com dados do IBGE, compara-se o crescimento populacional

em relacdo ao ano anterior e faz-se estimativa para os anos seguintes usando a mesma taxa.
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Figura 45 — Dados do Instituto Brasileiro de Geografia e Estatistica (IBGE)

Segundo dados do Instituto Brasileiro de Geografia e Estatistica (IBGE), em julho
de 2015 o estado mais populoso do Brasil era S&o Paulo, com aproximadamente
44.400.000 habitantes, populacio essa maior que das regites Morte e Centro-Oeste
juntas. Sabendo que a populagao do estado de Sao Paulo teve um crescimento
de cercade 0,8% em relagdo a julho de 2014, e supondo gue esse crescimento anual se
mantenha, qual seria a estimativa para a populacao desse estado em julho de 20187

Pedestres na Rua XV de
Novembro, centro histérico
de Sao Paulo (SP), 2014,

Para calcular esse valor, vamos partir da populagdo em julho de 2015.
Populagio estimada do estado de Sao Paulo

Data Nimero de habitantes

Julho/2015 44,400,000

T ———— julho/2016  44.400.000- 1,008 = 44.755.200

partir de julho de?zm? nao sdo julho/2017 44755200 1,008 = 45.113.241,6
| numeros inteiros?
julhos2018 45.113.241,6- 1,008 = 45.474.147,5328

Logo, em julho de 2018, a populacao estimada seria de aproximadamente
45.474.148 habitantes.

Observe gue, a partir de julho de 2016, a estimativa da populacéo do estado
de S50 Paulo foi obtida multiplicando-se a populagio de julho do ano anterior
pela constante 1,008,

A sequéncia (44.400.000; 44.755.200; 45.113.241,6; 45.474.147,5328) € um
exemplo de progressac geometrica.

Fonte: [Leonardo 2016, p. 200]

O livro de Souza e Garcia 2016, apresenta duplicagcao de bactérias a cada dia.

Figura 46 — Crescimento populacional com quantidade de bactérias.

Em certo experimento, foi observado que a quantidade de bactérias de uma
amostra duplica a cada dia, conforme o esquema.

12 medicao 28 medi¢io 32 medican 4% medicao
=
Crescimento B %
populacional —* =" = g
&

Quantidade #» 4 2-4=8 2.8=186 2-16=32

de bactérias

A quantidade de bactérias dessa amastra, a cada dia, pode ser representada por
meio da sequéncia (4,8,16,32, 64,...).

Fonte: [Souza e Garcia 2016, p. 214]

DELFIM MARTINS/PULSAR IMAGENS
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O livro de Chavante e Prestes 2016 apresenta uma questio de juros compostos dando um

capital R$ 10.000, 00 e uma taxa de 1% ao més e calculando seus montantes em n meses.

Figura 47 — Introdug@o a PG com Juros compostos.

No inicio deste capitulo, vimos uma situagdo em que o capital de R$ 1000000 era renta-
bilizado a uma taxa de jurc composto de 1% ao més. Conforme estudamos no capitulo 6,a
caracteristica fundamental do juro composto é que ataxa de juros incide sobre 0 montante
do periodo anterior. Assim, se M, é o montante do periodo k obtemos o montante do perio-
do seguinte multiplicando M, pelo nimera (1 + i), em que i é a taxa de juro. Dessa maneira,
tem-se M, =M, - (1 + i). Assim:

M, =M -1+ )

M, =M, (1+1)

M =M_(1+1)
A sequéncia (10 000; 10100;10 207;...;10 000 - 101"~ T). dos montantes, em reais, obtidos
més a més, a partir do infcio da aplicacdo realizada por Mirela, é um exemplo que possui

essa caracteristica. Essa sequéncia é denominada progressdo geométrica, abreviadamente
conhecida como PG.

Fonte: [Chavante e Prestes 2016, p. 186]

O livro de Dante 2016, apresenta taxa de crescimento de uma usina de acucar.

Figura 48 — Usina de cana-de-acucar.

Ataxade crescimento relativo de uma
grandeza € dada pela razdo entre seu au-
mento e seu valor inicial. Assim, uma gran-
deza que passa do valor o para o valor b
tem taxa de crascimento relativo igual a

b-a
S

Por exemplo, 3 taxa de crescimento
relative da produtividade de uma usina de
acucar, cuja producdo semanal passa de
5 toneladas para 8 toneladas, é de 60%,

pois =3 =%=0,50=m%.

Usina e cana-de-agicar na cidade de
Cerqueira César (5P). Fotografia de 2074, =

Agora, estudaremos as sequéncias que variam com taxa de crescimento relative constante. Examine,
por exemplo, a seguinte situacio-problema:

Em 2017 uma usina produziu 200000 kg de actcar. Quantos quilogramas essa usina produzira no periodo
de 2017 a 2022 se o aumento de producao anual for sempre de 10% em relagao ao ano anterior?

Esquematizamos o problema da seguinte forma:
= producdo em 20M7 = 200000 o
« producdo em 2018 = producdo em 2017 - 110 = 200000 - 130 = 220000 Se uma grandeza tem taxa de

crescimento relativo igualad,
* producdo em 2019 = producdo em 2018 - 1,10 = 220000 - 110 = 242000 anove valor é obtido fazenda
| T = & [t 4 f] vezas o valor anterior.

* produgao em 2020 = producdo em 2019 - 110 = 242000 - 1,0 = 266200 No exempl,
* produgdo em 2021 = producio em 2020 - 110 = 266200 - 110 = 292820 gy (L 090) =
« produgdo em 2022 = producio em 2021110 = 292820 - 10 = 322102 S

Nessas condices, a producdo anual, nesse periodo, sera representada pela sequéncia (200000, 220000,
247000, 266200, 292820, 322102).

Note que, nessa sequéncia, cada terma, a partir do segundo, € obtide multiplicando o termo anterior por
um namero fixo (no caso, 110}, ou seja, a producdo anual teve uma taxa de crescimento relativo constante
de 10% em relacao ao ano anterior.

10'ou

Sequéncias com esse tipo de lei de formacio sdo chamadas progressdes - — -~ == " Y
geométricas [PGs). Nesse exemnplo, o valor 1,10 € chamado razdo da progressdo : 'I'a‘:r\i:lr'm_'.é sctidamioy
geométrica e indicado por g (no exemplo, g = 1,70). Dizemos que os termos des- | alguns aspectos das PGs em
sa sequéncia estao em progressdo geornétrica (PG). RO TOR RIS

/

Fonte: [Dante 2016, p. 221]
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O livro de Balestri 2016, apresenta “correntes” em rede social.

Figura 49 — Corrente formada por pessoas.

Suponhaque uma pessoa envie um e-mail a duas pessoas diferentes e cadauma B "Corrente”
dessas duas pessoas encaminhe esse mesmo e-mail a outras duas pessnas e assim

As “correntes” sao
por diante, Como no esguema.

mensagens virtuais,

, geralmente de autor

/ \ desconhecido, que exigem o
envio de uma copia a certa

' guantidade de pessoas. Na

maloria dos casos existe a
/ \ v / \‘ promessa de beneficio, caso

as recomendacies sejam
seguidas, ou maleficio, se a

“corrente” for quebrada,

BN
Jx!xz”x\zﬁx\lzﬂmﬁ”xﬁsm“m.’»ﬂx.uzwx

A guantidade de pessoas gue enviaram o© e-mail pode Ser escrita como uma
sequéncia:

-/Esla imagem & LM representagin
artistica. A3 cores ullizadas néo
corraspondam &5 radis.

Siberto Akdn

(1.2,4,8,15,...)

Observe gue a partir do segundo termo, ao se dividir um termo por seu ante-
CES50F, sempre se obtém o mesmo resultado, nesse caso 2.
» Para obter o termo

a8,=211=2 sucessor, basta multiplicar
a,:8,=4:2=2 o termo antecessor pela
8,'8,=8:4=2 razao 2.

a.:8,=16:8=2 12.4.8.16....
et L 12 37 42 82

Fonte: [Balestri 2016, p. 195]

O livro de Paiva 2015 apresenta um capital de R$ 50.000, 00, uma taxa de 10% ao ano e
calcula-se os montantes durante 4 anos.

Figura 50 — Juro composto.

Um fundo de investimento oferece a taxa de juro cons-
tante de 10% ao ano, em regime de juro composto. Se um
capital de R$ 50.000,00 for aplicado nesse fundo durante
4 anos, obteremos o montante acumulado ao final de
cada ano do seguinte modo: ;

Capital inicial: 50.000

Montante ao final do 12 ano: 50.000 + 1,1 = 55.000
Montante ao final do 22 ano: 55.000 - 1,1 = 60.500
Montante ao final do 32 ano: 60.500 - 1,1 = 66.550
Montante ao final do 42 ano: 66.550 - 1,1 = 73.205

A sequéncia formada pelo capital inicial e pelos montantes acumulados ao final de cada um
dos quatro anos é:

(50.000, 55.000, 60.500, 66.550, 73.205)

Fonte: [Paiva 2015, p. 22]

O livro de Paiva 2015, apresenta trés sequéncias em progressao geométrica e pede para

observar como podem ser obtidas as sequéncias usando sempre o termo anterior, definindo em
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seguida progressao geométrica como toda sequéncia de nimeros, na qual cada termo, a partir do
segundo, € igual ao anterior multiplicado por uma constante. Esta mesma forma € apresentada
nos livros de lezzi et al. 2016, Leonardo 2016, Chavante e Prestes 2016 e Paiva 2015.

Figura 51 — Sequéncia em progressao geométrica.

Observe as sequincias:

B TS 375 L1 1
a) 2,6,18,54, b) 30;15; 7.5: 3.75; .. €) L g g

Penseem como vodd pode obter, em cada sequidneta, o segundo termo a partic do primekro,
o terceiro termo a partir do segundeo, o quarto wermo a partie do tercelro, ¢ assim por diante,

Yool deve ter notado agora que cada termo nde ¢ mais obtide quando somamos um
nimerd constante a0 seu precedente, mas quando multiplicamos o seu precedente por
um valor constante, Assim, na primelra sequéncia, cada terma a partir do segundo & obtido
peta multiplicagio de seu precedente por 3

B B S | DR
W3 X3 = 3

Na segunda sequéneia, cada termo a partir do sepundo & ohtido quando multiplicamos
o termo anterior a ele pur% ol 05

- SR | S | S | o
M 0S5 0,5 %05

Finalmente, na terceira sequitneia, para obter quabguer termoe a partie do segundo mul-

tiplicamos seu precedente por %

Fonte: [Smole e Diniz 2017, p. 156-157]

Os livros de Dante 2016, Souza e Garcia 2016 e Balestri 2016 definem progressao
geométrica como toda sequéncia numérica em que, a partir do segundo termo, o quociente entre

um termo e seu antecessor € igual a uma constante.

Todos os livros trazem questdes contextualizadas sobre progressdo geométrica, assim
como relacionam questdes sobre matematica financeira e todos, com exce¢do dos livros de
Chavante e Prestes 2016 e Dante 2016, questdes envolvendo geometria. Os livros de Souza e
Garcia 2016, Balestri 2016, Paiva 2015 e Smole e Diniz 2017 trazem nos exercicios propostos

de producao textual em progressdo geométrica.

Todos os livros, com excecdo dos livros de Paiva 2015 e Smole e Diniz 2017 trazem

problemas que envolvem progressao aritmética e progressdo geométrica a0 mesmo tempo.

3.4.1 Soma dos Termos de uma Progressao Geométrica

Os livros de Iezzi et al. 2016, Leonardo 2016, Dante 2016 e Souza e Garcia 2016, ao in-

troduzir soma finita dos termos de uma progressao geométrica, fazem primeiro sua demonstragao.
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No livro de Smole e Diniz 2017, apresenta uma sequéncia e faz passo a passo da demonstragao

desses valores; em seguida, faz a parte algébrica.

Figura 52 — Exemplo usando a soma de uma progressao geométrica.

Do mesmo modo que para a PA, também para a P.G. é possivel encontrar uma forma
de calcular a soma de seus termos, caso ela seja finita, ou de seus n primeiros termos, se
ela for infinita,

Tomemos, por exemplo, a PG. (2, 6, 18, 54, 162). Vemos que nela a,=2eq=3.Paracal-
cular a soma de seus termos, fazemos S =2 + 6 + 18 + 54 + 162 = 242

Multiplicando todos os termos dessa P.G. pela razio 3, temos:

2-3=6
6-3=18
18 3 = 54
54 -3 =162
162 -+ 3 = 486

Se somarmos todos os produtos dessas multiplicacbes, obteremos como resultado a
soma da P.G. multiplicada por 3. Veja; 6 + 18 + 54 + 162 + 486 = 3 - S,

Observe que em S e 3 - § ha muitas parcelas em comum. Se fizermos 3 + S — S, essas
parcelas se anulardo:

38
§=

F+I8+54+162+486 |
2+6 418 +54 + 167

Logo,3:5—8 = 4862 = 484, 0 que nos fornece S = 43—4 = 242,

Vejamos como repetir esse raciocinio para deduzir uma férmula geral para a soma dos

n primeiros termos de uma BG. qualquer.

Fonte: [Smole e Diniz 2017, p. 161]

Os livros de Balestri 2016, Chavante e Prestes 2016 e Paiva 2015 primeiro contextualizam,
para em seguida, fazer a demonstracdo. O livro de Balestri 2016 traz a quantidade de e-mail’s

enviados nas “correntes’ citado na apresentacdo de progressao geométrica.

Figura 53 — Quantidade de pessoas que enviaram as mensagens

Retornando a situacao vista anteriormente, que relaciona a etapa com a quanti-
dade de pessoas que enviaram o e-mail, tinhamos 1 pessoa na primeira etapa,
2 pessoas na segunda etapa, 4 pessoas na terceira etapa, e assim sucessivamente,
formando a PG de razdo 2 a seguir.

(12,4,8,16,...)

E possivel calcular a quantidade total de pessoas gue enviaram o e-mail, por
exemplo, nas primeiras seis etapas, efetuando a seguinte adicao:

1+2+44+8+16+32=63

Portanto, nas primeiras seis etapas 63 pesscas enviaram o e-mail.

Contudo, tal como na PA, dependendo da quantidade de termos da PG, esse
calculo pode ser muito trabalhoso se efetuado termo a termo. Para i350, pode-se
obter esse resultado com o auxilio de uma formula,

Considerando a PG finita (a,, a,,ay,-...8,.,,8,.,,,) de n termos e indicando sua
s0ma por 5, temos:

Fonte: [Balestri 2016, p. 204]
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O livro de Chavante e Prestes 2016 usa o faturamento de uma empresa no periodo de 36

meses.

Figura 54 — Faturamento de uma empresa.

Camila assumiu a diregdo de uma pequena empresa gue teve um faturamento de
R$ 10000000 no dltimo més. Ela espera um crescimento a uma taxa de 1% ao més nos
proximos 36 meses. Surgiu, entdo, o interesse de calcular o faturamento desse periodo de
acaordo com o esperado,

Observe que esse problema consiste em abter a soma dos 36 termos da PG de primeiro
termo a,= 101 000 e razao g =101, caso seja desconsiderado gue os valores monetirios
N et
100000 - 101
==

devam ser arredondados na segunda casa decimal.

Uma das maneiras de fazer esse cdlculo é utilizando uma planilha eletrénica. Camila sabe
que, nesse tipo de software, ela pode abter 05 36 termos dessa PG com poucos comandos e,
em seguida, calcular a soma desejada. Observe na figura os valores do faturamento esperado
dos primeirgs meses,

[:: Os valores apresentados

nesta planilha eletrinica estan
arredondadas até a segunda

R$ 107 000,00 i 15

&t 10100 casa decimal. Com o auxilio de

R$ 10303070 i =

mene uma calculadora, junte-sea

RS 10510101 um colega e obtenham os dez

RE 10315807 - s

RE 107 21354 primeiros termos dessa PG.

7§ 103 205,67 Em seguida, comparem com

Rf 109 368,53
RY 1104622 os valores aqui apresentados,

Ao adicionar o faturamento esperado dos 36 meses, ainda utilizando a planilha eletrénica,
abtemos R$ 4350764 71.

Fonte: [Chavante e Prestes 2016, p. 193]

E o livro de Paiva 2015 usa taxa anual de crescimento na producdo de soja estimando um

total da mesma em um determinado periodo.

Figura 55 — Producao de soja.

Em 2001, a producio de soja de um estado foi de 4 milhdes de toneladas. A partir de entao, a
taxa anual de crescimento na producao de soja desse estado tem sido constante, em 5%.

Prevendo que essa taxa anual de crescimento continue constante até 2030, os técnicos da
Secretaria da Agricultura estimaram o total de soja produzida nesse estado em 30 anos, de
2007 a 2030. Essa estimativa & a soma dos termos da seguinte P.G. de 30 termos e razdo 1,05:
(4; 4,2; 4,41; .; 4 - (1,05)%% 4 - (1,05)*), em gue cada termo representa a quantidade de soja
produzida anualmente, em milhdes de toneladas.

Mesmo dispondo de uma calculadora, os técnicos ndo somaram os termos um a um, pois o
trabalho seria longo e tedioso. Eles usaram a férmula a seguir, que expressa a soma dos n primeiros
termos de uma P.G. ndo constante, em funcdo do primeiro termo a, e da razdo ¢:

g oa-0-q)
n ‘I - q
Observe a simplicidade do calculo, que obviamente nao dispensa o uso da calculadora:
_4-[1-0,05"] _
iy= W— = 265,8

Fonte: [Paiva 2015, p. 29]
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Os livros de Iezzi et al. 2016, Leonardo 2016, Souza e Garcia 2016 e Balestri 2016 trazem
a ideia de limite observando os valores de algumas poténcias formadas por base 0 < |a| < 1,
verificando que quanto maior for o valor do expoente, mais proximo de zero serd o resultado. O

livro de Smole e Diniz 2017, além desta observacgdo, faz a representacdo grifica dessa situacao.

Figura 56 — Poténcia de base entre -1 e 1.

Ja estudamos a soma nos n primeiros termos de uma PG para n € N*, Agora
Veremos coma calcular @ soma dos termos de uma PG infinita, Para i550, vamo:
primeiro analisar o valor de algumas poténcias. Observe.

|
| |
gl ge | :
Jaam ||t |
(21 _ @ foay
2 =1 =L =gs635 ‘ ‘ 3 ‘ _l] o
(2] " 7s [-3) =5 =om J
s | (272 2 g —‘ ‘ o | - .
‘ a) e (-3 =5 =—0.008
| a8 e =1 . '|
10 EA) R : 17
| | (%) Todas7e - 0058314 T | [?] —m-;ﬁmo.ooouuml

=i e I T

Analisando os valores obtidos, verificamos que, em ambas as poténcias quarito
maior for o valor de n, mais proximo de zero serd o resultado obtida. rntul'tri\ramen-
te, podemm considerar que para qualquer nimero real a, com 0 < |a | =1, quanto
maior for o valor de n, mais proximo de zero estara o valor de ", Dizemo;, entaon,
que, para —1 < a < 1, quando n tende a infinito, o valor de &” tende a zero, uul
ainda, para —1 < a < 1, o limite de 2", quando n tende a infinito, é igual a z-em.J

Em linguagem simbélica: lima"=0, para —1 <a <1

Exemplos

im(3f o eim(3 -0 e pmiasr-o

|
e

Fonte: [Leonardo 2016, p. 206]

O livro de Paiva 2015 apresenta a ideia de limite através de um exemplo sobre uma
empresa que tinha reservado 1 milhdo de reais para aplicar em obras sociais, onde no primeiro

ano seria aplicado a metade desta verba, e em cada ano seguinte seria aplicada metade do que

sobrou da verba no ano anterior.

Figura 57 — Verba a ser aplicada em obras sociais.

Uma empresa reservou 1 milhdo de reais para aplicar em obras socials. No primeiro ano serd aplhi-
cada a metade dessa verba, e em cada ano seguinte serd aplicada metade do que sobrou da verba no
ano anterior. A R.G. infinita a seguir representa os valores, em milhdo de reais, aplicados ano a ane:

[.J_ 2. i) 50 W | ]
20 g et F2

Observe que, a cada ano que passa, o total aplicado em obras sociais aumenta e se aproxima

cada vez mais de 1 milhiio de reais:

%*');‘*é_"%=:_i=°"”?5
B ]?J, 'i]'e' 4 3’2 ; ;-;_:0,958?5

S )
Y

Por mais que adicionemos termos a essa P.G., jamais chegaremos a soma 1; porém, adicionan-
do mais e mais parcelas, vamaos nos aproximar de 1 tanto quanto guisermios. Por isso, dizemaos que
1 € o limite dessa soma.

Fonte: [Paiva 2015, p. 206]

O livro de Chavante e Prestes 2016 traz a ideia de limite através de um exemplo sobre
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um movel que se encontra no ponto A, e vai se deslocar em direcao ao ponto B em etapas, onde

em cada etapa, o movel se desloca a metade da distancia que falta.

Figura 58 — Deslocamento de um mével A em dire¢do ao mével B.

Supanha gue um mével encontra-se inicidlmente no ponto A, e vai se deslocar em diregio
a0 ponta 8 em etapas. Em cada etapa, o mavel se deslocard por uma dis ldncia correspon-
dente a metade da distancla que falta para chegar a 8. 5e a distdncia de A até 8 for tomada
tomo unidade de comprimento, entio a sequéncia das distincias a serem percorridas em
cadz etapa serd a PO (%71 BI) COm o —l eg= ;

A 8

0=t TR,

A distdncia total percorrida pelo mavel apas n etapas corresponde d soma s dos o primef

. TS Ve
rostermos daPl | — —— ... o
mos da [ I ] Emos que
), )
5,5 =05 « 5, =09375+ -;}- = n9887s
1,0
g =14 1 _ gy ST b e -
i 075 5, = 096875 + L= 0984375
G = L e :
S,=g gt =08 S, = 0984375 + . = 09921875
-5.—_]41_-'._]| 1__=J;|q3?f 'S = 1 9|
R T e LS <= 09921875 + —1 = 0,99609375

O mavel chegara tao priximo de 8 quanto se desejs, bastando que haja uma quantidads
suficiente de etapas, ou seja, a soma 5 = 12- + -}:— t i + .0+ -]“. resultard em um namero
y 2
tao préximo de 1 guanto se dessja, bastande fue se tome n suficienternente grande. Isso
pode ser expresso escrevendo:

T OB

+ =
8 2"

| =
.hl—-

Fonte: [Chavante e Prestes 2016, p. 206]

O livro de Dante 2016 traz a ideia de limite através de exemplo com uma sequéncia
e 111 1
infinita (1, 18 16 ) .

Figura 59 — Soma infinita.

Considerando a sequéncia [1. %% % _1!6) que ¢ uma PG infinta naqualm =1e g = % vamos cal-
1 1 1 1
cularasoma 1+ — + — + — + — + _
2 4 3 16
o & (g" = 1) .
Aplicando a formula da soma 5, = — . vamos caiculan:
q-
1 3 7 14+ 1 15
S =1+=—===15 gram kg Lope Joot d s las o
3] 3 4 3 2 g 1,875
E] 1 B+1 7 15 1 30 +1 3
Se—tt a2l ol ayy G=—t =2t
SR 4 4 : 16 16 a T A
Localizando os valores de 5, 5, 5, S. & 5. na reta numerada, temos:
1 2
5 3, 5 5 5

5e calcularmos S, verificaremnos que 55 fica mais proximo de 2 que S; 0 mesmo ird acontecer, suces-
sivamente, com %, Sa, 53, S, ..., £LC. Assim, 5, vai se aproximando do valor 2 tanto quanto quisermos,
a medida que n vai tomando valores suficientemente grandes. Quando isso ocorre, dizemos gue

1+ R SR SR e .. converge e tem soma igual a 2.
2 4 8 16

Fonte: [Dante 2016, p. 206]

Os livros de Souza e Garcia 2016 e Balestri 2016 apresentam série geométrica divergente,
mostrando que se ¢ < —1 ou ¢ > 1 ndo existe um nimero real que corresponde ao limite da

soma quando n tende ao infinito.

Todos os livros trazem questdes de fracdo geratriz de uma dizima periédica na soma dos

infinitos termos de uma progressdo geométrica.
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3.4.2 Conexao entre Progressao Geométrica e Funcoes

Apenas o livro de Smole e Diniz 2017 ndo traz conexao de progressao geométrica com
fungdes exponenciais, visto que nesse livro os assuntos sobre fungdes exponenciais e fungdes
logaritmicas serdo abordados apds o assunto de sequéncias. No livro de lezzi et al. 2016 essa
conexao € apresentada apenas pela representacdo grafica da progressdo geométrica formada por
pontos do grafico da fun¢do exponencial. Nos livros de Chavante e Prestes 2016 e Paiva 2015,
além da representacao grafica, € mostrada a lei de formacao da funcdo exponencial dada por
f(z) = b.a”, sendo b = %1 e a = ¢. No livro de Chavante e Prestes 2016, ainda complementa
dizendo que uma fung¢fo exponencial f(z) = b.a” e (a,) uma progressdo aritmética de razao r,
entdo (f(n)) é uma progressdo geométrica de razdo a e (f(a,)) uma progressdo geométrica de
razdo a”. Essa mesma conexdo de progressdao geométrica com funcao exponencial é dada pelos
livros Souza e Garcia 2016 e Balestri 2016.

Figura 60 — Conexao entre progressao geométrica e exponencial.

Considere a PA (0,246, 8 ..) de razdo 2, e a fungdo do tipo exponencial
f(x)=2.8". Podemos verificar que a sequéncia (f(0). T(2). F(4). 1(6). 1(8), ..:) & uma
PG. Observe: _

f(0)=2.3"=2.1=2

(
f(2)=2-8°=2.9=18
f(4)=2.3'=2.81=162
fl6)=2-3"=2.729=1458
f(8)=2-3"'=2-6561=13122

Calculando a razéo entre cada termo e seu antecessor, verificamos que

(2 18, 162,1458,13122,...) & uma PG de razédo 8.

18_l62_1458 13122 g

218 162 1458

A razdo dessa PG & igual ao coeficiente a da funcéo f(x)=b-a" elevado a razao s
da PA, ou seja, & =3°=9.

Dados a fungéio do tipo exponencial f:R—R definida por
f(x)=b-a* @ Ky Xy Xy X001 Xy .- €lementos de uma PA, a
sequéncia (f(x,), f(ch flxg), 1(x,), .o Flx ), ...) € uma pro-

gressio geométrica (PG) de razéo a'.

Fonte: [Souza e Garcia 2016, p. 221]

No livro de Dante 2016, a conexdo de progressao geométrica com fungdo exponencial
¢ associando cada nimero natural positivo n o valor dado por a, = a;.¢q" ' e em seguida
representa graficamente. No livro de Leonardo 2016, a conexao de progressdo geométrica com
funcdo exponencial € apresentada através de uma contextualizacio sobre decaimento radioativo
no organismo usando a meia-vida e em seguida constréi o grafico dando restri¢do do dominio ao

conjunto dos ndmeros naturais.
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Figura 61 — Decaimento radioativo no organismo

= -

Na medicina nuclear, € importante conhecer a velocidade com que um elemento
radioative se desintegra para saber por quanto tempo havera radioatividade no
arganismo.

Chama-se meia-vida o tempo necessério para desintegrar metade dos atomos
radioativos existentes em uma amostra. Um exemplo é o elemento radioativo
iodo, cuja meia-vida ¢ 8 dias. Esse elemento & usado no diagnéstico de doengas
da glandula tireoide,

E possivel interpretar graficamente o decaimento radicativo. Suponha que se
deseje representar a desintegracio de 16 gramas de iodo.

P

Alei de formagao que descreverd a situacio é do tipo exponencial: f{n) = 16+ { %J i
em que n ¢ a quantidade de meias-vidas (n € R.) e f{n) & a massa.

Observe que, para n € N, temos a sequéncia (16, 8, 4, 2, 1, ...), que & uma pro-

gressao geométrica de razio %
0 termo geral (a,) de uma PG, de primeiro termo a, e razde q, é uma fungao
que associa a cada nimero natural n o valor a, = ao_- g, comn E . Para a, - 0.
g>0eq # 1, essa fungdo se assemelha a uma fungao E_mponencnal com restricdo
do dominio ao conjunto dos ndmeros naturais. O grafico dessa 'F.ur_!gau seré for-
mado pelos pontos (0, ag), (1, @) (2, @) (n, a,), ... Veja, no grafico abaixo, os
pontos de coordenadas (0, 16), (1, 8), (2, 4), (3. 2} e (4, 1).
Massa (grama)
16

4

21

[E EEEET et S
—_—

0 123 4 Tempe
{meia-vida)

Fonte: [Leonardo 2016, pp. 203-204]

3.4.3 Alguns Matematicos Citados

O livro de Paiva 2015 cita um tépico sobre Mente Brilhante que fala do astrdnomo
Johann Daniel Tietz, o qual desenvolveu uma sequéncia em que cada termo a,, representa a

distancia, em unidade astrondmica (UA) entre o Sol e o n-ésimo planeta.

Figura 62 — Mente brilhantes : Sequéncia de Titius.

A cpauéncia da Titine

Em 1766, o astrénomo Johann Daniel Tietz, conhecido pelo nome la-
tinizado de Titius (pronuncia-se: Ticius), desenvolveu uma sequéncia em
que cada termo a_representa a distancia, em unidade astrondmica (UA),
entre o Sol e 0 n-ésimo planeta, contados a partir do mais préximo do Sol
ao mais distante, isto é, Mercirio & o nimero 1, V&nus & o nimero 2, a Terra
& o nimero 3 e assim por diante. A lei de formacio dessa sequéncia é:

FASIC CORTEZ AEIS

E _{Oklhsen =1
Rt e Johann Daniel Tietz
" 04+032"2sen=2 (17291796),
Com excecao de Netuno e Plutao (planeta-ano), a margem de erro da distancia entre
o Sol e cada um dos demais planetas, calculada por essa lei de formacao, & menor que 5%.

Nota: A unidade astrondmica (UA) é a distancia média entre 2 Terra e o Sol, que é apro-
ximadamente 150.000.000 km.

Fonte: [Paiva 2015, p. 11]
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Todos os livros falam sobre o matematico alemao Carl Friedrich Gauss que teria obser-

vado que a soma dos termos equidistantes em uma progressao aritmética € sempre 0 mesmo
resultado.

Figura 63 — Soma dos termos equidistantes de uma progressao aritmética.

No ano de 1785, em uma pequena escola do principado de Braunscheweiy, na Alemanha, o
professor Biittner propds a seus alunos que somassem os ndmeras naturais de 1 2 100, Apenas trés
minutas depois, um menino de & anos de idade aproximou-se da mesa do professor e apresentou
o fesuliado pedido. O professor, assombrade, constatou que o resultado estava correto

Adquele menino viria a ser um dos maiores matemiticos de todos os tempos: Carl Friedrich
Gauss (1777-1855). O calculo efetuado por Gauss fol sim ples e elegante; ele percebeu que;

= asoma do primeiro nimero com o Gltimo € 1 + 100 = 101

%
5
b
H
g
=

* asoma do segundo nimero com o pendltimo é: 2 + 99 = 101
* asoma do terceiro ndmero com o antepeniiltimo & 3 + 98 = 101

e assim por diante, ou seja, a soma de dois termos equidistantes dos extremas & igual & soma dos
extremos, que & 101;

, 2 3, 4, Pk 97, 8
Carl Friedrich Gauss ‘ 8. %% 10

(pintura de 7840). t 1

1 die 184 a+ar=101 t * 4
Matemidtico, fislco e —=——="
astrdnomo alemdo de | 3+98 =101
extracrdindria capacidade = =
i ual. Realizou 2499 =101
mportantes trabalhos em — —
TER: T+ 100 =10

Como no total 5o 50 somas iguais a 101, Gauss concluiu que:

T+243 444 +97+98 499+ 100 = 50101 = 5.050

,\

Fonte: [Paiva 2015, p. 18]

O livro de Leonardo 2016 cita o economista inglés Thomas Robert Malthus, ele afirmava
que a populacdo mundial tenderia a crescer em progressao geométrica, e a producio de alimentos,

em progressao aritmética e nos livros de Souza e Garcia 2016 e Balestri 2016 trazem como
exercicio fazendo leitura de graficos.

Figura 64 — Ensaio sobre a populagao.

Mo final do século XVill, o inglés Thomas Malthus escreveu em seu en 5al0, po-

pularmente connecide como Ensaio sobre a populagdc, que a populagao humana k
estava sujeita a crescer erm progressdo geométrica, enguanta as fontes de ;_ub- g;
sisténcia aumentariam em progressao antmética. De acordo com essa teoria, a &
populagio aumentaria mals rapidamente que os alimentos e, conseguentemente, 1
levaria a humanidade a passar fome, E’
ual dos graficos melhor representa a tearia de Malthus? £
el &l P! ]
P o - a #
R el Populagao 3
Populacao |
/Nimenlm ,."I_, Ao Thomas Robert Malthus
7 = {1766-1834)
// ==
= e—— B T Empo) » Um dos principais fatores para
' assa teoria ser contestada @
by @ d) a que Malthus nao teria levado
gy L T s : PMlimentos. 8m consideragdn os avangos
- Alimen | ] £
4 &2 / jcpula;éoi tecnoldgicos na producdo de
1% = ,’/ g alimentos.
- T
7 Eaey g
e =T i
- n (tempa) E 7 tlempo) &

O livro de Chavante e Prestes 2016 como exercicio e o livro de Balestri 2016 como

apresentacdo do capitulo, trazem o polonés Benoit Maldelbrot, o primeiro matemaético a estudar

Fonte: [Balestri 2016, p. 211]
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os fractais e o polonés Waclaw Sierpinki, outro matemético que teve bastante influéncia no
desenvolvimento da Geometria Fractal.

/1 BR

Figura 65 — Geometria fractal.

6. Fractais, do latim fractus, significa fracdo, quebrado,
e referem-se a figuras geométricas que t&ém como
uma das principais caracterfsticas a autossimilari-
dade, ou seja, um padrao repetido tanto na parte
quanto no todo. Um dos primeiros matematicos a
estudar os fractais foi o polonés Benoit Maldelbrot
(1924-2010), e os estudos nessa drea avancaram
muito com os recursos computacionais atuais. Na
natureza sio encontrados exemplos de fractais
em estruturas vegetais e animais. Eles também
sao artificialmente criados, como na imagem compu-
tadorizada abaixo, na qual cada parte do fractal &
exatamente uma copia do original.

o
=)
E

Representagio colorida de fractal na forma de sucessivos
raracdis, componda um padrao de espiral em duas partes

Qutro matematico com grande influéncia no de-
senvolvimento da Geometria Fractal foi o po-
lonés Waclaw Sierpinski (1882-1969), que tornou
conhecido o Tridngulo de Sierpinski na inicio do
século XX, uma das formas elementares da geo-
metria fractal. Observe.

|lustragdes Sergia Lims

8 3 3
1=7 | 3=3 g9=3

Baseando-se nas informacgdes acima, resolva:
a) Quantos tridngulos pretos terd a 42 figura?

b) Qual das sentencas a seguir pode expressar a
quantidade de triangulos pretos da figura, que
ocupam a n-ésima posigao?

*g =3n
w
Da :ni
n
-1
g =3
n
*a =34+n

Fonte: [Chavante e Prestes 2016, p. 175]
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Os livros de Paiva 2015, Balestri 2016 e Leonardo 2016 citam o matematico italiano
Leonardo do Pisa, mais conhecido como Fibonacci, apresentando o problema que o consagrou

conhecido como sequéncia de Fibonacci, na parte dos exercicios sobre sequéncias.

Figura 66 — Sequéncia de Fibonacci - Manoel Paiva

@ O matemitico italiano Leonardo de Pisa {aprox. 1180-1250),

o mais conhecido como Fibonacci (ao lado em um retrato de

© #% 1200), propés em sua abra Liber abaci (Livro dos cileulos), de
1202, o problema a seguir, de grande repercussio, por ter
aplicagdes em virias dreas do conhecimento, como Economia,
Biologia, Fisica etc.:
“Admitindo-se que cada casal de coelhos s¢ procrie pela
primeira vez aos dois meses, exatamente, apds o seu nasci-
mento e que, & partir de entdo, gere um casal de filhotes a
cada més, quantos casais haverd ao final de doze meses, par-
tindo-se de um tinico casal de coelhos recém-nascidos?”

A sequéncia (@ ), em que 4, € 0 nimero de casais de coelhos no més i, € conhecida como se-
quéncia de Fibonacci.

Agora, em duplas, resolvam os itens a seguir.

a) Representem os doze primeiros termos da sequéncia de Fibonacei, 1,1,2,3 5 8 13,21, 34, 55, 89, 144

b) Considerando infinita a sequéncia de Fibonacci, deem sua lei de formacao, {': f | . para todo n natural, com n =3

(Curiosidade: Na sequéncia (a ) de Fibonacci, a razio a':g 1 tende ao niimero 1,61803..., quando

n
aumenta indefinidamente. Esse niimero € conhecido como nimero de ouro.)

Fonte: [Paiva 2015, p. 11]

Figura 67 — Sequéncia de Fibonacci - Balestri
@ A part|r do terceiro, cada termo da famosa se- |
guéncia de Fibonacci é obtido com a adicdo dos
dois termos anteriores. Observe alguns termos :
dessa sequéncia: :

(1.1,2,3,5.8,... X, Y. X+V,...)

» Os dois primeiros termos da sequéncia
~ de Fibonacci séo iguais a 1.

a) O numero 377 pertence a sequéncia de
Fibonacci? E o namero 4367 sim; nao

b) A lei de formacdo dos termos da sequéncia :
de Fibonacci dada por a,,,=8,,+4a, com
a,=4a, =1, & valida para quais valores de n?

mne®

para todo n =

Leonardo de Pisa

(c. 1175-1250) considerado

o matematico mais talentoso |
da Idade Média. :

Fonte: [Balestri 2016, p. 182]
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Figura 68 — Sequéncia de Fibonacci - Leonardo

7. Leonardo de Pisa, também conhecido por Leonardo Fibonacci ou “filho
de Bonaccio”, fol um dos mais talentosos matematicos da Idade Média.
Entre suas descobertas, pode ser citada a “sequéncia de Fibonacci®:

(1,1,2,3,5, 8, 13, ...

a) Analisando os sete primeiros termos dessa sequéncia, descubra o
padrio de formagdo para essa sequéncia e escreva um paragrafo para
explicar sua descoberta. Vocé pode resolver esse item com wum colega.

b) Utilizando o padrao de formacao identificado no item anterior, escreva
0s termos g, g4 € dy, dessa sequéncia.

c) Escreva a lei de formacao dessa sequéncia.

d) A “sequéncia de Fibonacci” pode ser aplicada no desenvolvimento de
diversos padrées relacionados a fenémenos naturais. Faca uma pes-
gquisa e identifigue algumas dessas aplicagoes.

Fonte: [Leonardo 2016, p. 192]

No livro de Dante 2016 a sequéncia de Fibonacci apresenta em uma secio de leitura.

Figura 69 — Sequéncia de Fibonacci - Dante

A sequéncia de Fibonacci

o do cle Faa (12500
cido coma Fionacc], contribuli com diversas pesquiss para o de-
Senvolémento di Matemdtics

£ fiorma de tabefa, bemos:

() Goragio de cosihos

| r [

Em 1202, em seu livio inttulada Lber Aboei apresental  pra- | = " - l
blara gue o coniagiou. Acomaarhe: F = T i

Suponda que um cosiho tenha vida eterna e que cada :i\?d s - :
FEE U novn Ca%al, QL 1A OrIREM 3 UMM NG par N segURde mEs : reier | : 1 s
e vida, @ 3s5im sucesshiamente, de més em mits, fica formada uma e o —]
SoquinCll especia] com i mesos naturais. Assm: ARCDLEGH 1 8 | ABeL

7 3 oE

® (v 18 i termos urn casal de coelhas, que chamaremos de A, { ?‘ | ABCDEFGMILLELM 13 ABLCD:

= no 7 mis o easal acasala. Continuames com um par de coelhas:

1037 mids, & ger um par B e passamat 8 CONTET com 2 Csals;

Grmera deFisteaoil.

 ro s heremes 468 pases, ¢ onove easald uma criade & passamed
assimater A Be

& 0S¥ mis teremos, além i cria de A, uma onia 6¢ B, & entde fAicamos com § canais de cockhos ABCDCE

11 68 miss, além das criasde Ac B, rambem teremes uma de C & entdo cortaremos com Scasoie A B.COE
EGaH;

w no 7T més teremos crias de A, B, €, De E e chteremas (3 casati: A, BCDEFGHILLEL:M
£ assim sucessivamente.

a | a 5 | &s | 1 |
3 | 7 B (55 R | M4 M .

715 e caais e oot

L2 358,15, 21, 34, 55 89, 134, 233, ) —» sequineia de Fibomact]

Cacta tenre, a partis do teroen, &2 soms dos dois que o precadem imediatamente.

D besmian, poot recairibnela, os by promimas {ermes, depois do Wd e 23517670

2, Crivicda cada terme diesid sequinda, 3 partie de 21, pelo seu precedente:
8 A e ) e €] W4 B9 1
b 34 201 10 o &9 Fwsie ff 233 M4 150

DOREIVE gue o quOCees 30 priimes dondmero LG8 o "ndmern de egro” dos gregos.que abondamos
o Capitulo 4 = Y5 | FIB0330B_. el & uim nidmaio [nacional rio valoe sprogimad o racoml

com brés casas degimais £ LE18.
— "

-

el comerrinl na Boisa de Vaicres de S0 Pavio,
Tatagrafia de 2015

Fonte: [Dante 2016, pp. 210-211]

Os livros de lezzi et al. 2016 e Smole e Diniz 2017, também como sec¢do de leitura, falam
da sequéncia de Fibonacci, citando Leonardo de Pisa e o matemaético escoc€s Robert Simson,
com a relacdo entre a sequéncia de Fibonacci e a razio durea.
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Figura 70 — Sequéncia de Fibonacci - lezzi

A sequéncia de Fibonacci
Uma sequéncia muito conhecida na Matematica € a sequéncia
de Fibonacci, nome pelo gual ficou conhecido o italiano Leonardo
de Pisa {c. 1180-1250). Em 1202, Fibonacci apresentou em seu livig
Liber Abaci o problema que o consagrou.
Fibonacci considerou, no periodo de um ano, um cendrio hipoté-
tico para a reprodugdo de coelhos. Veja:
+ Mo inicio, ha apenas um casal que acabou de nascer.
+ (s casais atingem a maturidade sexual e se reproduzem ao
final de um més.
+ Um més ¢ o periodo de gestagdo dos coelhos.
+ Todos os meses, cada casal maduro dé a luz um novo casal. W TR
+ Os coelhos nunca morrem. Gravusa de Pelle, sem data.

Acompanhe, a seguir, a quantidade de pares de coelhos, ao final de cada més:

3

* Ao final de um més, o casal acasala. "a
L=

Continuamos com um par,

* Inicio: um dnico casal,

+ Ao final de dois meses, a fémea da a ". ' '
luz um novo par. Agora sio dois pares. ‘\ﬁ'ﬁ

= Ao final de trés meses o “primeiro ca- !. . 3 .
sal” dé & luz outro par, e o “sequndo” 8 —’g ' '
casal acasala. 530 3 pares. G‘;‘.“}‘ %9}

+ Ao final de quatro meses, o "primeirg” ’\\

casal dd & luz outro par; o “segundo ' '. " ' LI .
casal” da & luz pela primeira vez e o & (C&:'ﬂ) @ Qf.’:'” .
—_—

terceire par acasala. S3o 5 pares. casal 3

easal 1 cazal 4 casal 2 casal 5

@ assim por diante, .

Asequénda de pares de coelhos existentes, ao final de cada més, evolui segundo os termaos da sequéncia:
(1,1,2,3,5813,21,34,55, ..)
Mote que, a partir cio terceiro, cada termo dessa sequéneia é igual 4 soma dos dois termos anteriorss,
Assim, essa sequéncia pode ser definida pela lei de recorréneia:
=1
=
fi=f_ +f _.¥nENnn=3
Mais de quinhentos anos mais tarde, o escocds Robert Simson provou @ sequinte propriedade
dessa sequéncia: 3 medida que consideramos cada vez mais termos, o quociente entre um termo
qualguer e o termo antecedente aproxima-se de 1,61803 398..., que & o ndmero de ouro, apresen-
tado no caplitulo 2, ‘
Vejamos alguns exemplos:
fw _ 58 f
=2 6176 2233 gigge S o 6765
f, 34 f, 148 Yo 418 L L
Qutros estudos mostram uma ligagde entre os nimeros de Fibonac e a natureza, como a quan-

tidade de arranjos das folhas de algumas plantas em tormna do caule, a organizacio das sementes na
coroa de um girassol etc.

6765

1 . Fontes de peicuin
BOYER, Carl 0. Meston cie Matorndivca, 35 6d. S50 Poir: Edgard Bucher, 2070 + € i Gl vl L cor o

w Linicaemps < M3, Dinpocivel emi ] e
wmcamp. hofevurion 1044, Areie e 7 mac 2016, 0 indvmern ok cor @ @ seouingi o Faracd [ s < ulf bridmeiraize it

fRongnd-brmbe, Aceino: 7 mae 2808

Fonte: [lezzi et al. 2016, pp. 192-193]

SRR BN HETRC ORI TOORTOLIGAD PARTICULAR

Em que o livro de Smole e Diniz 2017 propde também uma pesquisa para que os

estudantes possam desenvolver as habilidades de busca, coleta e selecdo de informacdes.
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Figura 71 — Sequéncia de Fibonacci - Smole e Diniz

MEISTRE
Sequéncia de Fibonacci ""“’"-"N

Acompanhe este probiema. .

Quantos casais de coellins serio gerados em um ans, comeganda com um
{inico casal, sa em cada més cada casal gera um novo casal, gue setorna fiErtll
a partir do segundo mes de vida?

Spvock respondey T4 casais, acerton!
Copie a fabela abaixo e preencha com o5 dados que vecE shteve.

ko

e e EAEAE SO
I:rﬂnm'l_z.mﬁl 1 [ 2 Ry

1

Os nimeros que representam a quantidade de casais (L 1 2 .., 144} formam uma sequéncia de:
npminada sequéncia de Fibonaced, em 3 o italiana L ddn e Pisss (1180-
-1250), apelidado Fibonaccl — cujo significado ¢ filho de Bonaccl —, que shservou essa sequintia
na natureza e a descrevew, Tente descobrir a let de formag3o on expresséo geeal da sequ_tr_ldnﬁc_
Fibonacei Umna dica: & uma farmula de recorréncial

Vocé deve estar Jambrada de que ne capitulo 1 apresentamos a Tazio gurea = vimos gie dois
ML 8510 e rEr30 #irea Se & razia cntre cles &o nimero irracional ¢ (i) = 1618, Mas o que
a Fazio Aurea tem a var com 1 sequéncia de Fibonaci?

A-conexto entre 3 razde 4urea e a sequéncia de Fibonace foi feita pelo matemiitico scocds
Rabert Simson (1687-1768), Ele abservan que 8 razan entre termos consecutivos da sequineia de
Fibonacci se aproximava da razdo sures. Por exemplo: %": 1:618, Use sua caleulador  verifique

- esle fat para outros termos da sequéncia, Yoce pode consultar a tabela dos casals de melh.ns
A sequéncia de Flbonaco aparece frequentemente i natureza, como oo desdobramento dos
palhos de arvore = na disposipio das folhas ao redor do caule, O ntimero de flones que formam
o centro do girassol, de scgmentos da superficie de uma pliha & de pscamas de alguns peixes sio
também exemplos de nimeros de Filkenaccl, [sto & de nimeros da sequéncia de Fibonacel.

£
§
e
i

e nm

clmpasta de poquenas flores.

" ATIVIDADE

L Que tal fazer uma breve pesquisa sobre onde mais aparecem os nimeros da sequéncia de
Fibunacct? Utilize um site de busca confidvel £ construa com seus colegas de classe um mural
com imagens ou peguenss textos sobre o o obtidos em sun posguisa.

Fonte: [Smole e Diniz 2017, p. 148]

O livro de Chavante e Prestes 2016 traz, na parte dos exemplos, algumas sequéncias e

uma delas cita que € a sequéncia de Fibonacci.

Figura 72 — Sequéncia de Fibonacci - Chavante e Prestes

H Exemplas

a) A sequéncia (1171, ) em que todos o5 termos sio kguals a 1 é um exemplo de
sequéncia constante. Em geral, dado ¢ £ R, a sequéncia (n“) €T Que g, = € uma
sequéncia constante,

b) A sequéncia dada por o, =2, 0, = 4, 0,=6,.., 0, = In, .. & a sequéncia dos nimeros
pares positives, Tem-se 0, = 2n={2,4,6,8,10,12, ..}

) Sadefinirmos o, =T 0,=Tea  =a,+q

. obtesemos 2 saqiéneia {5, | em que os dez
primeirgs termos sao;

o, =1 @, =3+5=48
ca,=1 g, =5+8=13
co,=141=2 cg,=8+1=7
o, =1+2=13 so, =13+ 21=34
s =2+3=5 =o, =2t+34 =55

Messa sequéncia, cada termo, a partir do terceiro, & obtido com 3 adigio dos valores
dus dois termos anteriores, £5sa sequincia @ conhetida como Sequéncia de Fibonacd

Fonte: [Chavante e Prestes 2016, p. 173]
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A sequéncia de Fibonacci ndo € citada em nenhum momento no livro de Souza e Garcia
2016.

O livro de Balestri 2016 cita o escocés John Napier e o suico Jobst Burgi que apresenta
um texto sobre progressao aritmética, progressdo geométrica € a origem dos logaritmos para

simplificar as longas operac¢des de multiplicacdo e divisdo transformando em adi¢@o e subtracdo.

Figura 73 — PA, PG e a origem dos logaritmos.

Tudo indica que os logaritmos foram desenvolvidos pelo escocés John Napier (1550-1617) & pelo suigo Jobst BOrg
(1552-1632) de modo incependente, ou seja, sem que um conhecesse o trabalho do cutro. O objetive de ambos
era simplificar longas oparagies de muitiplicacao e divisde, muito utilizadas no deservolvimento das navegacies
e da Astronomia da &poca. Com o desenvolvimente dos logaritmas, eles simplificaram essas operagdes “transfor-
mando-as”® em adighes e subtragdes.

Para isso, eles utilizaram uma ideia ja conhecida, pois o livra Arithmetica intagra de Michasl Stifel (por volta de
1487-1567), publicado em 1344, apresentava uma relagia interessants entre algumas progressoes especificas.
Considere as sequéncias:

1024 | 2048 | 4096 ...

® Para auxlliar nos calculos, eram construidas tabelas numericas com valores
de alguns kegéaritmos, conhecidas coma tabua de logaritmos.

Para abver © resultado de 16-128, por exemplo, basta B Napier & Borgi
Rpservar ue: Napler publicou sau

« 16 na linha da PG corresponde & 4 na linha da Pa Irabalho sobre

« 128 na linha da PG corresponde a 7 na linha da P4 ogaritmos em 1614 &

4 Birgi em 1620, com

Como 447 =11, o resultado & o valor da linha da PG abordagem geoméirica
correspondents ao 11 da linha da PA, ou saja, 16 128 = 2048 a algéorica

Stifel geterminou que a soma na PA corresponde ao respectivamente.
produto na PG, e a diferenga na PA corresponde ao Acredita-se que Napier
guociente na PG. feve a ideia primeiro €, ©

provavelmente, par

Agorg, procedendo de maneira semelhante, efetue os , h g 2l
Eore causa de virias o opiet

calgulos. "
putdicagies suas & seu relacionamento com
3 )32 12840 d)4096:32 we | professores universitarios, sua infiuéncia tenha
) 6a-Eon B) 204818 20 sidp maior que a de Biirgi no desemvolvimants
¢ b 32-32 0 F)512:128 4 dos logaritmos.

Fonte: [Balestri 2016, p. 212]

3.4.4 Particularidades de Alguns Livros

O livro de Dante 2016, com um tépico de curiosidade e em Balestri 2016, como exercicio,
falam sobre a lenda do xadrez onde encontramos a sequéncia formada pela quantidade de graos

equivalentes a cada casa.

Figura 74 — Lenda do xadrez.

Uma lenda conta que um ref perguntou ao inventor do jogo de xadrez 0 que ele queria como recompensa
pela invengdo. E o inventor respondeu: “1 grac de trigo pela primeira casa do tabuleire, 2 graos pela segunda,
4 pelaterceira, 8 pela quarta, 16 pela quinta, e assim por diante, sempre dobrando a quantidade a cada nova casa’

Comeo o tabuleiro de xadrez tem 64 casas. o
inventor pediu a sorma dos primeiros 64 termos
daPG:1,2,4,816,32, . deraziog=1:

=g g 1= ey
iI-q 1-2

Sn=m

Fazendo esse cilculo, encontramos o o= .\

{ de vinte algarlsmos: a Para refletir !
glgamesm it i 1 Cormo s 18 este mimera?
18 445 744 073 709 551 615 e

Coitado do reil Para cultivar tal quantidade de trigo, ele precisaria de 16 milhdes de planetas iguais a Tera.

Fonte: [Dante 2016, p. 227]
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O livro de Iezzi et al. 2016, ao apresentar o célculo da soma dos termos de uma progressao

geométrica, traz em seguida sua interpretacdo geométrica usando um quadrado de lado unitério.

Figura 75 — Interpretacdo geométrica da soma dos termos da PG infinita.
Vamos calcular a soma dos termos da PG. infinita (;—, ‘l—, %, )

Iniciaimente, note que g = ;— e—1< % < 1.
1

1
i l l l‘a_ = a1 2 = 2 =
A55|m_2+ 4 : = —7_1—_1

2

48 7 1-q ,_1
2
Podemos interpretar geometricamente esse fato.

Vamos considerar o seguinte experi-
mento: e

Seja um quadrado de lado unitario. Vamos "
dividi-lo em duas partes iguais, hachuraruma
delas e, na outra, repetir o procedimenta, isto
&, dividir essa parte em duas partes iguais,
hachurando uma delas e dividindo a outra
em duas partes iguais.

Vamos continuar, em cada etapa, divi- -}
dindo a parte ndo hachurada em duas até
que nao seja mais possivel fazé-lo, devido
ao tamanho reduzido da parte. A operacao
pode ser repetida indefinidamente usando, A
por exemplo, um programa computacional.

Afigura ao lado ilustra esse procedimento.

A soma das dreas dos “infinitos” retangu- [
los assim construidos deve serigual & drea do !

o=

:
7

=

(S

@

b

s

quadrado original, isto é:
R S SN TN N
] 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
1,_+_._ § — — — — — _—— e =
I T T R I R S B
ou, melhor;
LI ST (I I (U RS
2 4 8 16 32 64

Fonte: [lezzi et al. 2016, p. 189]

Outro problema interessante no livro de Iezzi et al. 2016 € um desafio cldssico de andlise

combinatdria sobre cumprimentos, mas que pode ser resolvido por progressao aritmética.

Figura 76 — Desafio.

Em um congresso havia 600 profissionais da area de satide, Supanha que, na cerimonia de en-
cerramento, todos os participantes resolveram cumprimentar-se (uma unica vez), com um aperto
de mao. Quantos apertos de mao foram dados ao todo?

Fonte: [lezzi et al. 2016, p. 192]

Os livros de Balestri 2016 e Smole e Diniz 2017, no final do capitulo trazem uma proposta
para o aluno elaborar uma sintese do que ele aprendeu sobre sequéncia, fun¢des, progressoes
aritméticas, progressoes geométricas e limite.
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Figura 77 — Palavras-chave.

As expressoes abaixo denotam as principais ideias apresentadas neste capitulo. Use-as para fazer uma

sintese do que vocé aprendeu sobre sequéncias,
» Sequéncias

sando com seu professor.

Fonte: [Smole e Diniz 2017, p. 169]

« Funcio « PA. s PG.
Aproveite também para esclarecer suas dividas, consultando novamente o texto e, se necessario, conver-

» Limite

O livro de Leonardo 2016, usam-se planilhas eletronicas para determinar os termos de

uma sequéncia.

Algurnas vezes, o termo geral de uma sequéncia & dado por uma lei tal que
para calcular um termo & necessdrio conhecer os termaos anteriores. Por exemplo,
a sequéncia dada pela lei de formacao:

a==2
a=10
a,=n+a,_;—a,.,comn=3

Comao vocé faria para calcular o termo a,; dessa sequéncia?

Para calcular o termo ag,, seria necessario conhecer os valores de a.; e a;; &, para
calcular esses valores, por sua vez, seria necessario saber os valores de ay, e ag; e
assim por diante; ou seja, para determinar o termo a,, seria preciso calcular todos
05 termos do a; ao as.

Perceba que realizar esse procedimento fazendo as contas uma a uma, mesmo
que usando uma calculadora, seria extremamente trabalhoso. Uma maneira de
facilitar esse processo seria usar uma planilha eletrénica, como mostrado a seguir.

Vamos usar duas colunas da planilha: A e B. A coluna A serd usada para os
valores de n, e a coluna B, para os valores de a,.

Figura 78 — Usando planilhas eletronicas para determinar os termos de uma sequéncia.

Inicialmente, para B4 Formula | =Aa+83-82 BS8  Femuler | =A58+B57-856 Para copiar
preencher a coluna A, basta - e = a formula para
digitar 1 na célula A2 e, na | A L= AES L-_ ;s ou}ras céblulas
célula A3, digitar a férmula: a coluna, basta
—AZ+1 H"“L-.,‘__ " ! a, | ! __{’ a, | selecionar a célula
S 2 el LT —— 2 1 -2 Bd, levar o cursor
(Adiciona 1 ao valor da — 1 — | B = até a quina da
célula AZ) 3 2 10 - = | 2 it / selaca
i £30 &, com o
Para preencher as praximas 3 I1——5!_ Al 3 15 botao esquerdo
células dessa coluna, basta 5 4 -0 . N g | do mouse clicado,
selecionar a célula A3, &5 5 | | 7 5 | =] arrastar a selecao
levar o cursor até a quina — T . 1 ] i P T 2 para baixo. Assim,
e, com o botdo esquerdo | 8 | - preenchemos os
do mouse clicado, arrastar & 7 | L by valores de a, até
a selecio para baixo, até G 8 | . n=>57.
onde for conveniente; % 5 63
no nosso caso, pelo menos N
atén = 57. . 52 57
53 47
54 a9
Digitamos os valores de &, e de &, nas 55 52
células B2 e B3, respectivamente. 56 54
Entde, na célula B4, digitamos a férmula: == =
Ad + B3 - B2 e — -

(No caso da sequéncia, o valorde Adé o
valor correspondente an, o valorde B3 éo
correspondente a &, eovalorde B2 éo
corresgondente a a, )

Assim, encontramos o termo a.; da sequéncia: as, = 69

'
| Determine o 85" terma ¢ 0 104" terma dessa sequéncia.

LUsTRAGOES: ADILSON SECCO

]

Fonte: [Leonardo 2016, p. 191]

| Naote que, para determinar

| qualguer outro termo dessa

| sequéncia, bastaria continuar

| arrastando a selecio da célula B4
até a célula conveniente.

O livro de Paiva 2015, apresenta um tépico com o nome Conectado, que incentiva o

aluno a fazer uma pesquisa na internet sobre “Arte e matemdtica — o nimero de ouro”; andlise da

resolucdo de uma questao sobre soma dos n primeiros termos de uma progressao geométrica
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onde o aluno deve apontar o erro e refazer a resolugdo, corrigindo-a e interpretacdo geométrica

da férmula da soma dos n primeiros termos de uma progressao aritmética através de retangulos.

Figura 79 — Conectado.

Pesquise na internet a relacdo do niimero de ouro com a natureza e as artes. Vocé
vai se surpreender!

Nao deixe de assistir ao programa “Arte e matematica — O nimero de ouro”, disponi-
vel em: <http://tvescola.mec.gov.br/tve/video?idltem=7253>, Acesso em: 14 abr. 2016.

Nesse programa e apresentada a razdo aurea, a partir da qual se obtém uma equa-
cao polinomial do 2¢ grau que tem como uma das raizes o nimero de ouro. Qual é essa
equacao?

Fonte: [Paiva 2015, p. 11]

Figura 80 — Andlise da resolugdo.

Nesta secéo, vamos explorar determinados erros cometidos com frequéncia em alguns toépicos
de Matemética. Uma questao resolvida & apresentada, em que um erro é cometido. Vocés devem
apontar o erro e corrigir a resolucéo. S6 leiam o comentario, na secéo Respostas, depois de ter
tentado descobrir o erro e corrigi-lo.

Um aluno resolveu o exercicio conforme a reproducéo a seguir. Um erro foi cometido. Apontem o
erro e refagam a resolucéo no caderno, corrigindo-a.
Na seqéo_ Andlise da resolugdo, vamos axplorar determinados emos cometidas com frequéncia em alguns topicos de
- Matematica, Apresentaremus uma questao resalvida na qual um erro foi cometide, Os alunes deverao cor figir & resolugio, Caso
E_J_(EFGI!_:iI:I_ tenham dificuldades, sugira que Isiam o comentario na s8¢0 Respostas, no final do lvro. Esta seglo tem coma objetivos: des-
pertar o senso critico, astimular a investigacio e levar a aprender com os atres.
5 $2ofys < ;
Resolva, em R, a equacdo x + £ + o 4 T he-= & — 4x, em que o primeiro membro é a soma das

infinitas parcelas da forma %, com n € IN®.

04 E 7 0 aluno eaquaceu de considerar a condigio
R i v - de existéncia da soma dos infinitos tarmos
;;.+£r’_+”_,.£+"z£_+” deuma PG,

i 4 g B o g
o << _;.o-.,—?—--‘.
soma5_de wma P.G. il sa=2
Logo:x =1
Caleule davsoma s
By =2
Hazdie: &
" Rome—te o PR L DR
&, @ R R
A= T—% Z 2
Aubgitainds S na equagis iniciab:
2% _
G =

2= (2 -2)(6 - 4m)

2= [d — B~ G+ 42~

420 — e+ (2 =0

%~ 4+ 3 =0
D=(-4)~4-1-3=1c-j2-4

e dia
“"’T=T<
Loge, S={),3].

Fonte: [Paiva 2015, p. 37]

O livro de Chavante e Prestes 2016 apresenta em um dos exercicios, a sequéncia da
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quantidade de movimentos dos discos em uma torre de Handi. E ao classificar uma progressao

aritmética e uma progressdo geométrica faz uma demonstragdo numa reta numérica real.

8.

dmitryelagin/iStockGetty Images

Figura 81 — Exercicios com a Torre de Hanéi.

A Torre de Hanéi é um jogo cujo objetiva é transferir
todos os disces de uma haste para outra, movendo-os
um a um de maneira que, durante esse processo ou
ao final dele, os discos com raios maiores ndo figuem
posicionados sobre discos com raios menores. Obser-
ve na imagem a representacao de uma Torre de Hanoi.

Torre de Hanéi com sete discos em posigao inicial de jogo.

A quantidade minima de movimentos para transfe-
rir os discos de uma haste para outra varia conforme a
guantidade de discos, formando uma sequéncia
(a,,a,,a,,...,0 ) emquel 23, ..., nrepresentam
as quantidades de discos da torre. Observe no
quadro a quantidade minima de movimentos
necessarios de acordo com a quantidade de discos.

Quantidade ‘ Quantidade minima
de discos de movimentos

1 2'—1=1

2 . 2—1=3

3 i 2-1=7

a)Qual é a quantidade minima de movimentos
necessaria para transferir os discos de uma
haste para a outra em uma torre com quatro dis-
cos? Eem uma torre com cinco discos?

b) Qual é a expressao que permite calcular cada um
dos termos dessa sequéncia de movimentos?

Fonte: [Chavante e Prestes 2016, p. 175]
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Figura 82 — Representacdo de uma progressao aritmética na reta real.

A razao r de uma PA pode ser positiva, negativa ou igual a zero, Observe a representagao
dos termaos da PA na reta real em cada caso, considerando a direita o sentide positiva.
= Se r> 0, os termos sdo dispostos da esguerda para a direita, sendo a distincia entre um
termo e o seguinte igual a r. Nesse caso, observe que a PA é crescente,

¥
—_—

a, a, a, a, a; dg

0,<0,<0,<0,<0,<q, <.

» Se r< 0, 0s termos sao dispostos da direita para a esquerda, sendo a distancia entre um
termo e o seguinte igual a — r. Nesse caso, observe que a PA é decrescente.

——

a, a, a, o, a, a,

W= 0,90,<0,<0,<0,<0

« Se r = 0, todos os termos sio coincidentes. Nesse caso, observe que a PA é constante.

Ll

=
&g

Lty sty
S

Uma PA de razao r é!
« crescente quando r>0; = constante quando r=0.

= decrescente quando r<0;

Fonte: [Chavante e Prestes 2016, p. 177]

O livro de Smole e Diniz 2017, apresenta um tépico chamado “Foco na leitura”, no qual
analisa duas situacdes que apresentam graficos e figuras cujas informagdes estdo presentes nessas

imagens e um tépico sobre Célculo rapido usando apenas potenciacao.

Figura 83 — Informagdes através do grafico e da imagem.

i i

Observe o grifico ao lado, apresentado em uma revista de =
B R Em progressio
circulaio nacional e faca o que se pede a seguir; 90302 peométrica
a) Com base no grafico, qual das afirmagiies a seguir & cor-
reta?

L Ubatuba foi 2 cidade com a maior taxa de crescimen-
toem 17 anos,
IL A taxa de crescimento populacional nas guatro cida-
des foi a mesma,
11l Em média, Caraguatatuba, S&o Sebastiio e Ubataba
tiveram um crescimento proximo a 2000 pessoas
por ano, nos 23 anos do levantamento felto nessa

5 i uharuha
uisa,
i Fonte: Fundapio Sistama Hseadual de Andlise i Dados
b) S a média do erescimento populacional em [lhabels se  [Seade). In: Revista Vufu Sfo Pauls, ana 42, n. 14, 2009,
mantiver a mestna desses 23 anos por mals doze anos, P
qual sera a pepulagio estimada para 2020 para essa cidade?

¢) Considerando que os dados do gréfico ndo formam wma progressao geométrica, o que poderia ter levado
a revista a utilizar o termo no titulo?

Aleitura de imagens também estd presente em questiies de processos seletivos, Vija,

(Unifor-CE) A sucessdo de figuras ao lado apresenta a dis- * # ** 5

posigao das arvores frutiferas plantadas no pomar do sitio s,

de dona Zefa, abservada nos meses de dezembro dos ancs * ## ## ##

indicados.

Se foi tich drio na di g ar-
e s ok i i st s WA W
plantadas em seu pamar em dezembro de: # * # * # # * #*
a) 2006 d) 2003

b) 2005 ) 2002 *# *** ***#

<) 2004 1983 1990 1991

Fonte: [Smole e Diniz 2017, p. 163]

O livro de Balestri 2016 apresenta um texto sobre o funcionamento de um processo de
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utiliza-se a meia-vida na qual sua representac@o é uma progressao geométrica de razao %

Figura 84 — O decaimento radioativo.

Tudo 0 gue existe na Natureza é constituido por atomos. Cada atomo, por sua vez, & constituido por particulas cha-
madas protons, néutrons e elétrons. Os protons juntamente com 05 NEUtrons se encontram bem proximos uns aos
outros, formando o nicleo do 4tomo, enquanto os elétrons percorrem orbitas ao redor desse nicleo.

Alguns elementos guimicos, chamados radioativos, possuem o nicleo instével, de modo que o excesso, & pro-
ximidade e as cargas iguais das particulas fazem com que elas passem a se repelir, na tentativa de tomar o maior
espaco possivel. Diante disso, o nlcleo se rompe, por ndo conseguir comportar todas as particulas. Desse moda,
0s nicleos originais transformam-se em nlcleos de outros elementos quimicos em um processo chamado de
transmutacao, isto &, um decaimento radioativo. Veja como ocorre a diminuigao do nimero de protons, néutrons

e elétrons do elemento guimico urdnio-238, onde ocorre as trés principais ramagoes nucleares alfa. beta e gama.
Professorial Na transi¢ao te um priton para néutron Lamoam pode ocorrer 8 emissdo da radiagdo *f, gue corresponde na particula chamada

phsitron, gue possui @ mesma massa do elétron, mas carga positiva,
$H
y

Simbolo do

Mimero de massa (A): glamanto

quantidade total de | quimico.

protons (p] & néutrons () == radiagdo alfa

no nicleo. 238 4. ool

(ozn=2)
dois protons e
dois néutrons

“Bscapam” a
- uma velocidade
Nicleo do tomo urénio-238 igual a 10% da

Glow Images

92

Namero atdmico (Z): 2
nimera de protons (p) I__l—l URANIO

0 urénio & um dos componentes de

existentes no nucleo.

Eom
2
5=%

5
£

diversos minerais, como & uraninita
(U0, ). Para que o urdnio possa ser
utilizado, ele € isolado a fim de passar
por tratamentos especificos, como 0
anriquécimento radioativa,

(5U; n=148). A instabilidade  velocidade da
de um nicleo pode ser causada  luz (o).

por diversos fatores: um deles &

0 excesso de particulas

nuclearas.

radiagdo beta (B): um .
elétron tambem “escapa” a

uma velocidade de até 90%
da velocidade da luz (c).

No caso do urdnio-238, com o passar
de bilhdes de anos, varios outros
decalmentos ocorrem, alé que o8
niiclens atinjam sua forma estével.

radiagao gama (y):
Junto com as
particulas, ondas
eletromagnéticas sdo

Para a série de decaimento do emitidas 4 velocidade
uréinio-238, a forma estével é o . da luz (g).
chumbo-206 (5°Pb; n=124), Nacleo do dtomo de protactinio-234 Micleo do dtomo de torig-234
(5'Pa; n=143) (&'Thi n=144),
|’Im1agsr-w ap ntad S0 repr i afhstlcas As cores utuhzadas o carrespondam s reais o os elementns IILIStrddUS nia estéu pmurcltwals /

Todo esse processo faz com que haja também um decaimento em sua massa. Para medir a velocidade de
decaimento da massa de um elemento, utiliza-se a meia-vida (Tm), que corresponde ao tempo necessario para
que a metade dos nlcleos inicialmente presentes em uma amostra se desintegre. Cada elemento radioativo
possui sua meia-vida. Ha elementos cuja meia-vida @ menor gue um segundo, e outros cuja meia-vida alcanca

bilhdes de anos. Por exemplo: - .
® Velocidade da luz no

Massa | wécuo; c=2300000 km/s

. M

Elemento: (Tm) N.hj N,: massa inicial
Uranio-238: Aproximadamente 5 bilhdes de anos

Toério-234: 25 dias

Protactinio-234: 7 horas

Assim, & possivel representar a massa de um elemento a

Wiestractios: Eduando ©

- - 1
cada meia-vida por uma progressao geometrica de razéo > > Tempo

ofriz =iz vz

Fonte: [Balestri 2016, p. 203]

decaimento radioativo, onde para medir a velocidade do decaimento da massa de um elemento,

O livro de Dante 2016, traz uma leitura sobre o papiro de Rhind, onde apresenta a

progressdo geométrica mais antiga e cuja resolucao na época é equivalente a férmula da soma

dos termos de uma progressao geométrica que conhecemos até hoje; no ultimo tépico traz
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um material para discussao interdisciplinar sobre automedicacdo e o uso indiscriminado de

medicamentos.

Figura 85 — A progressdo geométrica mais antiga.

H4 sete casas; em cada casa ha sete gatos; cada gato mata sete ratos; cada rato comeu sete graos de
cevada; cada grao teria produzido sete "hekats" de cevada. Qual € a soma de todas as coisas enumeradas?

Em primeiro lugar, o enunciado fala em “hekats de cevada”. N3o sabemos exatamente o que era isso. No
Egito antigo, um “hekat” era uma porcao de alguma coisa que era referida, ora ao peso, ora ao volume. Es-
tima-se que 1hekat de cevada seja uma por¢ao de um pouco mais do que 3 kg de farinha de cevada.

Em segundo lugar, o que surpreende € o calculo que o escriba mostra para calcular a soma de todas
as coisas. Em notacao moderna Ahmes escreve que a soma de todas as coisas enumeradas é:

7-16806 _ 19407

Fonte: [Dante 2016, p. 227]

Figura 86 — Quantidade de medicamento acumulado no organismo.

A guantidade de medicamento acumulado no organismo depois de 9 doses de 750 mg pode ser calculada por meio

da férmula da soma dos termos de uma progressao geométrica.
Como a meia-vida do medicamento é de 4 horas, de 4 em 4 horas a quantidade de medicamento fica reduzida a

metade, assim temos uma PG de razdo % €, Nesse caso, 0 numero de termos € 9.

118
?50[%[—” g o i i s S
— " 2
S= M == 5y= __.72 = 1 Fique atento -\\_
1—q 1= l  Por mais que pareca inofensivo, todo -
2 medicamento deve ser usado somente I
750{1— 0,001953125 mediante prescricdo médica. A medicaciondoé |
=5,= % = 1500-(0,998046875) = : prejudicial & satide se 0 uso for adequado e
= efetuado segundo receituario médico.
2 |_..._..g_.._..._.._..”.-/"J
=5,=14971 -— == iy e
Hom ——Boses] 2 32 4 5
oh 400 | W0 | 35 | 625 | 15605
1497, representa a quantidade residual aproximada do medica- ih 400 ‘f;fu i‘ 5,25
n ! -|.' 2!
mento, em miligramas, no organismo ap6s 9 doses de 4 em 4 horas. 16h 400 100
400
Guantidadenc | .0 | 550 | 25 | 53125 | 5328055 |
_organismo (mg) | | |

Fonte: [Dante 2016, p. 234]

No livro de Souza e Garcia 2016, temos aplicacdes usando as propriedades dos logaritmos
nas questoes resolvidas com o uso da calculadora cientifica. Ainda nesse livro, na se¢do “Ser
consciente”, disserta sobre o combate a dengue fazendo em seguida uma anélise matematica
sobre a quantidade de fémeas infectadas em um reservatorio, levando a escrever uma sequéncia

e perguntando se essa mesma € uma progressao aritmética ou uma progressao geométrica.
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Figura 87 — Aplicagdes usando as propriedades dos logaritmos.

s R19. Observe a representagdo grafica das progressdes b
geométricas (a,a,,...,a,...) e (b,b,...,b,...). 18 '
S RS i
Uma PG é uma funcido do tipo exponencial a{n) =a|‘q"“ de 11 ,"
dominio N* = {l. 2385 ..aun, } Assim, a representagdo grafica f;
dos termos da PG ¢ formada pelos pares ordenados (n.am). BEE
I I 2
I
— S RN NSNS N TSSSNY j— N o =
a) Qual PG tem uma razio maior? Sy
b) A partir de qual termo a_>b ? E /]
__lg A
Resolucdo =15 =
y ’
a) Sejam q, e q, as razdes das progressdes geomé- 4 .
’
tricas (a,a,...,a,..) e (b,b,....b,,...), respecti- [
vamente. Observando o gréfico, temos: i K /!
a 1 b, 4 L] Lo S
*q :-2.:.,_:3 . :—1:—:2 2 z ¢ a
7371 K : ;
3 &"“l s »"" é
Assim, g,>q,. : ] 193

b) Inicialmente, escrevemos a férmula do termo geral das sequéncias.

an=a1‘q:“=aa“=%-3”" =a =3"3""=3 =3"°

b,=b, q)'=b,=2.2""5b =2'2""'=b «2"
Para resolver a inequagio exponencial a, >b,, podemos aplicar o logaritmo de base 10

nos membros da desigualdade.

logaritmo 1a poléncia

a,>b,=3"2>2"=l0g3"*>log2" = (n-2)-log3>n-log2=
o4y o3m

=(n-2)-0,477>0,301-n=0,477n-0,954 >0,30In =
= 0,176n>0,954 = n>542

Representando mais
alguns termos das

O menor inteiro que satisfaz a condigéo é n=6. progressdes geométricas,
i demos observar no
62 termo. pau :
Portanto, a_>b_ a partir do s dondenisiinta W
itensaeb.
.......................... ¥
s T e 5
0 célculo da aproximacdo de log3 e log2 pode ser feito com uma ‘
calculadora cientifica: ;. ]
W
(o Rl 2 el = | #
i
E— o T ————— £
[ | | &
e e 113
' lo3 2 Ik
mn L | &
/030 1029995 | (1 ;
e b Bt et ¢ b
| et A S = 113 "‘a £
’l‘! é
: . :
Em algumas calculadoras, a tecla [[f) deve ser digitada depois do e :
SR o[ 123466N 3%

Fonte: [Souza e Garcia 2016, pp. 218-219]

Analisando os livros, podemos buscar um material que se adeque a nossa turma, com
diversas aplicabilidades, de maneira que possam apresentar varias visdes para os alunos, desper-
tando sua motivacao pela matéria. Em que, segundo [Lorenzato 2010] o professor deve estd em

“constante procura de informagdes que possam melhorar sua pratica pedagégica.”
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4 Atividades Realizadas

A proposta aqui apresentada foi aplicada no ano letivo de 2019 em duas turmas do 1°
ano do Ensino Médio, no turno da tarde na Escola Estadual Professora Amélia Coelho, Vitéria
de Santo Antdo, com média de 32 alunos em cada turma. Uma das salas, € composta por alunos
oriundos da Rede Municipal da cidade e alegam que no ano anterior quase ndao houve aula de
matematica por falta de profissional da area na escola onde estudavam. Com isso, € nitido que
os alunos trazem bastante dificuldades e chegam a expressar que ndo sao inteligentes e ndo sao
capazes de aprender o assunto. [J6fili 2002], em seu artigo relata que “O conhecimento prévio

do aluno € importante e altamente relevante para o processo de ensino.”

Inicialmente fizemos uma revisao literdria e uma andlise dos oito livros sugeridos pelo
Programa Nacional do Livro Didético (PNLD) de 2018/2020, do Ensino Médio. A partir dessa
andlise foram selecionadas atividades que apareceram com frequéncia, observando os diferentes
tipos de contextualizacdes usando geometria, matematica financeira e contextos do dia-a-dia,
levando em consideracdo aquelas que talvez despertassem interesse nos alunos. Apds isso,
partimos para a aplicacdo da proposta: primeiramente vimos com os discentes o contetdo
sobre “Sequéncia”, apresentando para eles as primeiras questdes contextualizadas, visto que os
livros didaticos apresentam diversos tipos de contextualizagdes que servem como ferramenta
e permitem ao professor explorar tal conteido de forma que facilite os alunos a compreendé-
lo. Em seguida continuamos com exercicios em sala de aula. Posteriormente aplicamos um
questiondrio que apresentamos como teste com intuito de verificar como os estudantes concebem

esses diferentes tipos de contextualizag¢des trazidas pelos livros.

Nesse momento houve uma mudanga no cronograma escolar, antecipando as avaliagdes
da quarta unidade. Entdo com o consentimento da direcdo e dos professores, foram vivenciados
nessas turmas, trés dias consecutivos (de segunda-feira a quarta-feira), duas aulas de matema-
tica por dia, de 50 minutos cada. Dando continuidade a aplicacdo da proposta, passamos a
explanacao do contetudo sobre “Progressdao Aritmética(P.A.)”, trabalhando com diferentes tipos
de contextualizacdo, a regularidade dos termos equidistantes e demonstrando, em seguida, a
féormula da soma dos termos de uma progressao aritmética. Na quinta-feira foi aplicada uma
atividade individual e sem consulta, sobre Progressao Aritmética. Como proposta inicial repe-
tiria os procedimentos para o conteido de Progressdao Geométrica (P.G.) na semana seguinte.
Ap6s os resultados dos primeiros testes de progressao aritmética observou-se que os estudantes
apresentaram dificuldades em interpretar as questdes sozinhos. Por isso optamos em trabalhar
um pouco mais as progressoes aritméticas deixando progressdes geométricas para o proximo
ano letivo dos discentes, visto que estardo no 2° ano do Ensino Médio onde revisitaremos o
assunto de sequéncia, progressao aritmética e em seguida vivenciaremos o conteido de pro-

gressdao geométrica com suas diversas contextualizagdes. A suspensdo das aulas em margo por
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causa da pandemia inviabilizou a aplicacdo das atividades. Dado a importancia da conclusao do
assunto sobre progressoes geométricas, ao retorno as aulas presenciais aplicaremos as atividades

propostas.

Com a finalizacao das aplica¢Oes dos questiondrios partimos para a corre¢ao € compara-

¢ao do desempenho dos alunos. Os resultados serdo expostos através da média aritmética.

4.1 Comentarios Sobre as Atividades Realizadas

As seguintes atividades, aqui comentadas, foram aplicadas no ano de 2019 em duas
turmas da 1? série do Ensino Médio, do turno da tarde, da Escola Estadual Professora Amélia

Coelho, situada em Vitoria de Santo Antdo - PE, com média de 32 alunos em cada turma.

Para a aplicacdo da proposta, utilizamos nas aulas de matemética o quadro branco,
data show, materiais impressos (atividades). Ja em relacdo aos questiondrios, os discentes 0s

receberam impressos e responderam utilizando caneta esferogréfica preta ou azul.

O objetivo das atividades propostas é observar como os discentes concebem os diferentes
tipos de contextualizagdes, identificando as questdes que eles apresentavam mais dificuldade,

tinha mais interesse e as que tinham mais facilidade.

A primeira questdo sobre sequéncia tem como objetivo encontrar 0s préximos termos e

perceber que a sequéncia pode ser crescente, decrescente, constante ou alternante.

Questao 1 - Determine o padrao ou regularidade e complete cada uma das sequéncias seguindo

esse padrao.

a) 3,8,13,18,23,28, _ , |

b) 31,27,23,19,15, . |

© 0,6;0,81;1,2; 5

Os alunos tiveram em média 80% de acertos nesse tipo de atividade.

A segunda questdo tem como objetivo determinar os quatro primeiros termos da sequén-

cia usando uma lei formacao.

Questao 2 - Determine os quatro primeiros termos de cada sequéncia a seguir:
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a) a, =2n+ 3, xr e N*
b) a, =3n—4, veN*
¢) a, =n?>+n, veN*

d) a, =2", xeN*

Nos itens a e b em média 58% da turma acertou esse tipo de questdo, mas alguns tiveram

dificuldades em fazer as operagdes. Nos itens ¢ € d houve uma média de 25% de acertos, pois 0s

alunos trazem dificuldades em resolver potenciacao.

[}an:rf‘i"n,nEN*

Ozt ¢l = dbdn)

L EE X T S

REAEE REST NN

b g o i) i, ﬂf
4T 1 __“H:_-,,—i i@

4

Fonte: Resposta dada por alguns estudantes.

d)a,=2" n€eN*

O'ﬁ:ah ( 3 ”L‘_
== 2 — _;_ '
DX = glee Y Q G

O = Q;:’a

04 = 3" =

Fonte:Resposta dada por alguns estudantes.

A terceira questdo tem como objetivo a aplicacio de sequéncia na geometria.

Questio 3 — Examine a sequéncia dos nimeros triangulares (1, 3, 6,10, 15, .. .).

L] L] L]
. e @ e

- (O] e o @ L T
* #--0 B-R-- Bl SR8
1 3 b 0 15
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Escreva a sequéncia dos dez primeiros nimeros triangulares.

Apenas 47% dos alunos conseguiram identificar qual seriam os dez primeiros ndmeros triangula-

Ies.

A quarta e a quinta questdes tinham como objetivo apresentar algumas aplicacdes de

sequéncia no dia a dia.

Questao 4 - Todas as mesas de um restaurante sdo retangulares com 6 cadeiras em volta, con-
forme mostra a figura 1. Se mais de 6 pessoas pretendem sentar-se juntas, entdo duas ou mais

mesas sao enfileiradas, conforme mostram as figuras 2 e 3.

—~ S T e e = .
i i o= I T 1
f [ 1 I

( pd | n € | P
b B~ T A el W
figura 1 figura 2 figura 3

a) Enfileirando-se 11 mesas, conforme as disposi¢cdes mostradas nas figuras, quantas cadeiras

serdo colocadas a sua volta?

b) Enfileirando-se n mesas, conforme as disposi¢cdes mostradas ao lado, quantas cadeiras

serdao colocadas a sua volta?

¢) Em uma festa de fim de ano, 36 funciondrios de uma empresa fardo um almogo de
confraternizacdo nesse restaurante. Qual € o nimero minimo de mesas que deverdo ser

enfileiradas, conforme a disposi¢do ao lado, para que as pessoas se sentem juntas?

Na quarta questdo, a letra “a” apresentou 39% de acertos, na letra “b” os alunos mostraram
astante dificuldade, pois nenhum deles conseguiu determinar o termo geral que expressava a
bastante dificuldad hum del det t 1
[Pl

sequéncia deixando a questao em branco e na letra “c” apenas 42% de acertos, mostrando assim

a dificuldade de interpretar a contextualizacao dos problemas.

Questao 5 - (Enem) O nimero mensal de passagens de uma determinada empresa aérea au-
mentou no ano passado nas seguintes condi¢des: em janeiro foram vendidas 33.000 passagens;
em fevereiro, 34.500; em margo, 36.000. Esse padrdo de crescimento se mantém para os meses

subsequentes. Quantas passagens foram vendidas por essa empresa em julho do ano passado?

Apenas 14% dos alunos conseguiram fazer a quinta questio.
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59) O nimero mensal de passagens de uma determinada empresa aérea aumentou no
ano passado nas seguintes condigdes: em janeiro foram vendidas 33 000 passagens;
em fevereiro, 34 500; em margo, 36 000. Esse padrao de crescimento se mantém para
os meses subsequentes. Quantas passagens foram vendidas por essa empresa em

julho do ano passado? 2 4 6 00

Fonte:Resposta dada por alguns estudantes.

Observamos que os alunos tiveram dificuldades para interpretar a questao, pois estava
sendo solicitada a quantidade de passagens vendidas pela empresa no més de julho, continuando
com o mesmo padrdo de crescimento do més de janeiro, fevereiro e marco. Alguns alegaram
por ter colocado nimeros altos, outros chegaram até a identificar a razao envolvida na questao,
porém ndo concluiram o que estava sendo solicitado. No segundo momento colocamos a mesma
questdo de forma ndo contextualizada em que observamos uma considerdvel quantidade de

acertos.

Nas atividades sobre Progressao Aritmética (PA), a primeira questdo tem como objetivo
analisar se os alunos eram capazes de encontrar o proximo termo da sequéncia (a quarta questao

da atividade anterior, que estava presente de forma contextualizada).

Questao 1 - Determine o padrao ou regularidade e complete a sequéncia seguindo esse padrao.
33.000, 34.500, 36.000, __, , e

Apenas 14% dos alunos tinham conseguido resolvé-la, ja na segunda aplicacio os alunos tiveram
uma média de 69% de acertos. Houve um aumento de 55% de acertos em relagdo a mesma

questao contextualizada.

Na segunda questdo o objetivo era determinar um termo qualquer da sequéncia sem a

necessidade de calcular todos os elementos anteriores da sequéncia.

Questio 2 - Determine o 30° termo da PA (6, 10,. . .).
Nessa questdo houve 69% de acertos, onde alguns deles erraram nas operacdes bdsicas e outros

na ordem de resolu¢@o das expressdes numéricas.

A terceira questdo tinha como objetivo determinar quantos termos possuia uma determi-
nada PA.

Questao 3 - Quantos termos tem a PA (17,26,35,...,197)?
Nesse tipo de questdo os alunos tiveram 30% de acertos, onde se confundiram bastante no

momento de fazer a resolu¢io da equacao do 1° grau encontrada.
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A quarta questao tem como objetivo determinar a soma dos termos de uma PA, onde os

alunos deveriam encontrar o tltimo termo para depois encontrar a soma.

Questao 4 - Calcule a soma dos 40 primeiros termos da PA (5,12, . ..).
Nessa questdo 50% dos alunos encontraram o dltimo termo, mas apenas 20% conseguiram

determinar essas somas.

Da quinta questao em diante tinhamos como objetivo apresentar algumas aplicacdes do

dia a dia usando as progressoes aritméticas.

Questao 5 - Em um rally de motociclismo com 13 etapas, Luiz percorreu 325 quildmetros na
primeira etapa. Para conseguir ser o vencedor, ele teria que percorrer 28 quildmetros a mais em
relagcdo a cada etapa anterior até o final da competicdo. Luiz foi o vencedor desse rally.
Quantos quildometros ele percorreu na décima terceira etapa?

Nesse tipo de questdo 46% dos alunos acertaram, muitos ndo chegaram nem a fazer o levanta-

mento dos dados, deixando a questdo em branco.

Questao 6 - Marcelo criou uma conta em uma rede social. Nesse mesmo dia, trés pessoas
comecaram a segui-lo. Apos 1 dia, ele ja tinha 20 seguidores e apds 2 dias, ja eram 37 segui-
dores. Marcelo percebeu que, a cada novo dia, ele ganhava 17 seguidores. Considerando que o

crescimento dos seguidores permanecga constante, responda:

a) Quantos seguidores ele terd no oitavo dia?

b) Apds quantos dias ele ultrapassard 1.000 seguidores?

Houve em média 41% de acertos na letra a € 16% na letra b; como o numero trés foi escrito
por extenso, muitos ndo conseguiram identificd-lo como sendo o primeiro termo ou a expressao

“apds um dia”, ndo identificaram como sendo o segundo termo.

6°) Marcelo criou uma conta em uma rede social. Nesse mesmo dia@égsli}essoas comegaram
& sequi-o. Apds 1 die, ele j4 tinha 20 seguidores e apds 2 dias, j4 eram 37 seguidores, Marcelo
percebeu que, a cada novo dia, ele ganhava 17 seguidores. Considerando que o crescimento
dos seguidores permanega constante, responda;

a) Quantos segusdores ?Ie tera no oitavo dia?
O Aty (V-

§§*~E‘Q’”ﬂ1
Q9+ 20 o 15‘1 Adpidlews ¢

Fonte:Resposta dada por alguns estudantes.
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b) Apds quantos dias ele ultrapassara 1 000 seguidores?
incxn Gr: A4+ in-4).r h-l‘;f)l',a
e 1600 : 20 + en-41. 1% :
. rend h: 51,6 +44 = BE 6

an: 1000 1000 - 20=¢n-4), 13
T QF0 +th-1). 1% 54 dias 6

n-4:=z qgo

E3

Fonte:Resposta dada por alguns estudantes.

Considerando 20 como sendo o primeiro termo, teriamos um acréscimo de 32% de acertos.

Questao 7 - Um capital de R$ 3.200,00 foi aplicado a juros simples a uma taxa de 7% ao més.

a) Qual o montante dessa aplica¢do no final do quarto més?

b) Ao final de qual més de aplicacdo, o montante serd igual a R$ 5.664,00?

Nessa questdo sobre juros simples, apenas 21% dos alunos acertaram a letra a e 11,5% a letra b,
muitos deixaram em branco e outros nao fizeram a interpretacao correta em relacao ao termo

procurado.

Questao 8 - Dado um quadrado (), de lado [ = 1 cm, considere a sequéncia de quadrados
(Q1,Q2,Q3, . ..),em que o lado de cada quadrado é 2 cm maior que o lado do quadrado anterior.

Determine:

a) o perimetro de (Jo0;
b) aarea de (J31;

c¢) adiagonal de Q1.

Em média 36% dos alunos conseguiu determinar a medida do lado do vigésimo quadrado, porém
apenas 26% soube calcular o perimetro, na letra a. Na letra b, 29,5% dos alunos conseguiu
encontrar a medida do lado do trigésimo primeiro quadrado, porém apenas 23% conseguiu
determinar a area e na letra ¢, 23% dos alunos determinou a medida do lado do décimo quadrado

e apenas 18% conseguiu determinar o valor da diagonal do quadrado.

Questao 9 - Um ciclista percorre 20 quildmetros na primeira hora; 17 quildmetros na segunda
hora, e assim por diante, em progressao aritmética. Quantos quildmetros ele percorrerda em 5

horas?

Como a razio encontrada € negativa, muitos alunos se confundiram nos célculos com as expres-

soes numéricas, outros nao conseguiram identificar.
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9% Um ciclista percorre 20 quilémetros na primeira hora; 17 quildmetros na segunda hora, e
assum p{h' dlante em progresséo aritmética. Quantos quildmetros ele percorrerd em 5 horas?
om s 6!1 Hm=1), ﬁ
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Fonte:Resposta dada por alguns estudantes.

%) Um ciclista percorre 20 quilomeltos™na primeira hora; 17 quilometros na segunda hora, ¢
assim por diante, em progressao aritmética. Quanlos qullometms ele percorrera em 5 horas?

Om =g (1) 1 9401+ 0n) 14=30
5;1
agoH(5 13 53 e

6 -
”\9*40*5,@—47 go@ 12~ i/g}r QO%Q 2 L// %9

“J
Fonte:Resposta dada por alguns estudantes.

Em média, 28% dos alunos calcularam o valor do dltimo percurso e apenas 8% dos alunos

chegaram determinar o percurso total feito pelo ciclista.

9°) Um ciclista percorfe 20 quilémetros na primeira hora; 17 quilémetros na segunda hora,
assim por diante em progressao aritmética Guanlos qiuﬂomelros ele percorrerd em 5 horas?

=1 Fém
'/.]OI j}ﬁ?”\ _‘611\5,:-?15 QC 104‘ “3 1‘1 :5) 8;57
W gy Gz G4 ﬂa‘iqf'))' | 2 ’
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Fonte:Resposta dada por alguns estudantes.

Questao 10 - O representante de uma editora vendeu 15 livros no més de janeiro, 18 livros no
més de fevereiro, 21 livros no més de marco, e assim por diante, sempre vendendo 3 livros a
mais que no més anterior. Se ele mantiver esse desempenho, quantos livros venderam durante

dois anos (24 meses)?

Em média 47,5%, dos alunos calcularam apenas a quantidade de livros que seriam vendidos no
24° més e apenas 15% dos alunos conseguiram determinar quantos livros venderam durante os
dois anos.
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10°) O representante de uma editora vendeu 15 [iwos no més de janeiro, 18 livros no més de
fevereiro, 21 livros no més de marco, & assim por diante, sempre vendendo 3 livros a mais que
no més anterior. Se ele mantiver esse desempenho, quantos livros venderam durante dois
anos (24 meses)? \
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Fonte:Resposta dada por alguns estudantes.

No momento da aula, os alunos estavam bastante motivados participando das questdes
contextualizadas, porém quando ficaram sozinhos para responder as atividades contextualizadas
eles mostraram muitas dificuldades em ler e interpretar o que estava sendo solicitado. [Prates e
Lindino], em seu artigo relata que “A leitura torna-se imprescindivel na formacao dos alunos,
pois para se formar um leitor, este necessitard realizar um trabalho de constru¢do de significacao

do texto a partir do conhecimento linguistico e da intencionalidade do autor.”

Mesmo nao tendo um bom ndmero de acertos nas questdes mais proéximas do seu
convivio, como rede social e ciclista, os alunos se esfor¢caram em respondé-las; por outro lado,

as de geometria ndo despertaram interesse algum.

4.2 Atividades Propostas sobre PG

A seguir, apresentaremos algumas atividades que seriam trabalhadas em sala de aula
sobre Progressdo Geométrica com as duas turmas do 1° ano do Ensino Médio da Escola Esta-
dual Professora Amélia Coelho, que pela mudanca do cronograma escolar, ndo conseguimos
vivenciar. O objetivo € apresentar aos alunos o contetddo sobre progressdo geométrica de forma

contextualizada que torne mais significativa a aprendizagem.

1. - (SAEPE) Joao faz depdsitos mensais em sua poupanga. Em janeiro de 2011, ele fez um
deposito de R$ 5,00 e, a cada més seguinte, depositou o dobro da quantia correspondente

ao més anterior. Qual foi a quantia depositada por Jodo no més de setembro de 2011?

2. - (G1 —ifpe) Lopes € aluno do curso de Artes Visuais do campus Olinda e, entre uma aula

e outra, gosta de desenhar ladrilhos triangulares conforme a figura.

Ladrilho 1 Ladrilho 2 Ladrilho 3 Ladrilho <
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Seguindo o padrdo, quantos triangulos pretos Lopes desenhardo no ladrilho de nimero 10?

. - (UFSM) Uma fébrica vendia 12 camisetas por més para certa rede de academias desde

janeiro de um determinado ano. No verao, essa venda foi triplicada a cada més, de setembro
a dezembro. O total de camisetas vendidas nesse quadrimestre e a média de vendas, por
més, durante o ano, foram, respectivamente:

a) 1536e 128

b) 1440 e 128

c) 1440 e 84

d) 480 ¢ 84

e) 480e48
- (Pucmg) Depois de percorre um comprimento de arco de 7 m, uma crianca deixa de
empurrar o balango em que estd brincando e aguarda até o balango parar completamente.
Se o atrito diminui a velocidade do balan¢o de modo que o comprimento de arco percorrido

seja sempre igual a 80% ao do anterior, a distincia total percorrida pela crianca, até que o

balanc¢o pare completamente, é dada pela expressao
D =17+40,80.740,80.(0,80.7) + - - -

Considerando-se que o segundo membro dessa igualdade € a soma dos termos de uma
progressao geométrica, € correto estimar que o valor de D, em metros, € igual a:

a) 28

b) 35

c) 42

d) 49

. - (FPS) Um paciente toma 20 mg de uma droga medicinal em intervalos de 4 horas.

Durante cada intervalo de 4 horas, a quantidade da droga no organismo do paciente se
reduz a 75% da quantidade presente no inicio do intervalo. Se o tratamento se prolonga
indefinidamente, qual dos valores abaixo melhor se aproxima da quantidade da droga que
se acumula no organismo do paciente?

a) 120 mg

b) 110 mg

c) 100 mg

d) 90 mg

e) 80 mg
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6. — Uma doenca contagiosa se propaga dentro de um navio, que estd fazendo um cruzeiro
pela costa brasileira, da seguinte forma; a cada dia sdo contaminadas o dobro de pessoas
contaminadas no dia anterior. Sabendo que no primeiro dia havia trés pessoas contaminadas,

determine quantas pessoas serdo contaminadas num periodo de 10 dias.

7. - Angela e seus amigos gostam de compartilhar noticias WhatsApp. Assim que Angela
soube de uma noticia, a 1h da tarde, ela compartilhou com trés amigos. Cada um desses
amigos compartilhou a noticia a trés outras pessoas durante a segunda hora da tarde. E

assim a noticia foi se espalhando até as 6h da tarde.

a) Além de Angela, quantas pessoas sabiam da noticia as 3 h da tarde?
b) E quantas sabiam da noticia as 6 h da tarde?
8. - Na sequéncia de figuras seguir, todos os quadrilateros sdo quadrados. O lado do primeiro
quadrado sombreado mede 4 cm, e cada quadrado sombreado, a partir da segunda figura,

foi obtido unindo-se os pontos médios dos lados opostos de cada quadrado sombreado da

figura anterior.

Qual é a soma das areas dos quadrados sombreados nas infinitas figuras?






123

Consideracoes Finais

Apresentamos, nesse trabalho, um estudo sobre sequéncias e séries, abordando diversos
teoremas que, normalmente, ndo sdo estudados no Ensino Médio. No entanto, os mesmos sio de
suma importancia para a formago do professor como dominio aprofundado de contetidos mate-
mdticos. Uma particularidade desses conteudos sdo as sequéncias elementares, conhecidas como
progressoes aritméticas e progressoes geométricas. Por muito tempo, elas foram trazidas fora da
realidade dos alunos, de forma descontextualizada, embora essa pratica tem sido combatida pela
BNCC.

No presente trabalho foi feita uma sintese desses contetidos, baseada nos livros didaticos,
trazendo para os professores diversas aplicabilidades, de maneira que possam apresentar varias

visdes para os alunos, despertando sua motivagdo pela matéria.

A proposta de atividade feita com os alunos, demonstrou que eles despertam o interesse
por questdes que apresentam maior contextualizagdo, havendo um aumento do engajamento

durante a aula. Porém, quando sozinhos, tiveram dificuldades para interpreta-las.

Por isso, considera-se benéfico aplicar essa contextualizagdo em sala de aula, além de
apoiar os alunos na busca por uma melhor leitura e interpretagao de texto, o que ndo as beneficiara
apenas nos enunciados dos problemas mateméticos, mas também em todas as demais 4reas de

conhecimento.
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Anexos

Anexo 1 - ATIVIDADE SOBRE SEQUENCIA

1. Determine o padrdo ou regularidade e complete cada uma das sequéncias seguindo esse

padrao.

a) 3,8,13,18,23,28, _ , .,
b) 31,27,23,19,15, __ , |

¢ 0,6;0,81;1,2; _ ;

d) 1.2.3.4.5.

273747576

2 2

2. Determine os quatro primeiros termos de cada sequéncia a seguir:
a) a, =2n+ 3, r e N*
b) a, =3n —4, xeN*
¢) a, =n’+n, veN*

d) a, =2", xeN*

3. Examine a sequéncia dos nimeros triangulares (1, 3,6, 10,15, .. .).

® L
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Escreva a sequéncia dos dez primeiros nimeros triangulares.

4. Todas as mesas de um restaurante sao retangulares com 6 cadeiras em volta, conforme
mostra a figura 1. Se mais de 6 pessoas pretendem sentar-se juntas, entdo duas ou mais

mesas sao enfileiradas, conforme mostram as figuras 2 e 3.

s T T N e
SR L Yy : y
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= o L = [ T S e = R~ I~
figura 1 figura 2 figura 3

5. Enfileirando-se 11 mesas, conforme as disposi¢des mostradas nas figuras, quantas cadeiras

serdo colocadas a sua volta?
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. Enfileirando-se n mesas, conforme as disposi¢des mostradas ao lado, quantas cadeiras

serdo colocadas a sua volta?

. Em uma festa de fim de ano, 36 funciondrios de uma empresa fardo um almocgo de

confraternizacdo nesse restaurante. Qual € o nimero minimo de mesas que deverdo ser

enfileiradas, conforme a disposic¢do ao lado, para que as pessoas se sentem juntas?

. (Enem) O numero mensal de passagens de uma determinada empresa aérea aumentou

no ano passado nas seguintes condi¢des: em janeiro foram vendidas 33.000 passagens;
em fevereiro, 34.500; em marc¢o, 36.000. Esse padrao de crescimento se mantém para os
meses subsequentes. Quantas passagens foram vendidas por essa empresa em julho do ano

passado?

Anexo 2 - ATIVIDADE SOBRE PROGRESSAO ARITMETICA

. Determine o padrao ou regularidade e complete a sequéncia seguindo esse padrao.

33.000, 34.500, 36.000, __, , e

. Determine o 30° termo da progressdo aritmética (6, 10, . ..).

. Quantos termos tem a progressdo aritmética (17,26, 35, ...,197)?

Calcule a soma dos 40 primeiros termos da progressao aritmética (5,12, .. .).

. Em um rally de motociclismo com 13 etapas, Luiz percorreu 325 quildmetros na primeira

etapa. Para conseguir ser o vencedor, ele teria que percorrer 28 quildmetros a mais em
relacdo a cada etapa anterior até o final da competi¢do. Luiz foi o vencedor desse rally.

Quantos quildometros ele percorreu na décima terceira etapa?

. Marcelo criou uma conta em uma rede social. Nesse mesmo dia, trés pessoas comegaram

a segui-lo. Apés 1 dia, ele j4 tinha 20 seguidores e apds 2 dias, ja eram 37 seguidores.
Marcelo percebeu que, a cada novo dia, ele ganhava 17 seguidores. Considerando que o
crescimento dos seguidores permanega constante, responda:

a) Quantos seguidores ele terd no oitavo dia?

b) Apds quantos dias ele ultrapassard 1.000 seguidores?

. Um capital de R$ 3.200,00 foi aplicado a juros simples a uma taxa de 7% ao més.

a) Qual o montante dessa aplica¢do no final do quarto més?

b) Ao final de qual més de aplicag@o, o montante serd igual a R$ 5.664,00?

. Dado um quadrado (), delado ! = 1 cm, considere a sequéncia de quadrados (Q)1, @2, Qs, . . .

em que o lado de cada quadrado € 2 cm maior que o lado do quadrado anterior. Determine:



129

a) o perimetro de ()o0;
b) adrea de (Y31

c¢) adiagonal de ()1p.

9. Um ciclista percorre 20 quildmetros na primeira hora; 17 quilometros na segunda hora,
e assim por diante, em progressao aritmética. Quantos quildmetros ele percorrerd em 5

horas?

10. O representante de uma editora vendeu 15 livros no més de janeiro, 18 livros no més de
fevereiro, 21 livros no més de margo, e assim por diante, sempre vendendo 3 livros a mais
que no més anterior. Se ele mantiver esse desempenho, quantos livros venderam durante

dois anos (24 meses)?






Questao 1 -

Questao 2 -

Solucoes Esperadas

Sequéncia Numérica

a) 33,38,43.
b) 11,7,3.
c) 1,4;1,6;1,8.

6.7.8
d) 755

a) a,=2n+3
Sen=1,entdoa; =2-1+43 =5;
Sen=2entdoay =2-24+3=T,
Sen=3,entdoa3 =2-34+3=9;
Sen=4,entdioay =2-4+ 3 =11.

Portanto, os quatro primeiros termos da sequéncia sao: (5,7,9,11).

b) a, =3n—14
Sen=1,entdoa; =3-1-4=3—-4=—1;
Sen=2entdoay; =3-2—4=6—4=2;
Sen=3,entdoaz3 =3-3—4=9—-4=25;
Sen=4,entdoay =3-4—-—4=12—-4=8.
Assim, os quatro primeiros termos da sequéncia sdo: (—1, 2,5, 8).

¢) a, =n’>+n
Sen=1,entdioa; =124+1=1+1=2;
Sen=2entdoay =224+ 2=4+2 = 6;
Sen=3,entdoaz =3*+3=9+3 =12;
Sen =4, entdo ay = 4> +4 = 16 + 4 = 20.
Entdo, os quatro primeiros termos da sequéncia sdo: (2,6, 12, 20).

d) a, =2"
Sen =1, entdo a; = 2! = 2;
Sen = 2, entdo ay = 2% = 4;
Se n = 3, entdo az = 2% = §;
Se n = 4, entdo a, = 2* = 16.

Implica que os quatro primeiros termos da sequéncia sdo: (2,4, 8, 16).
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Questdo 3

Questio 4

Questao 5

Questao 1

Questao 2

Observamos que o primeiro termo para o segundo termo foi acrescentado 2 unidades, do
segundo termo para o terceiro termo foi acrescentado 3 unidades, do terceiro termo para o
quarto termo foi acrescentado 4 unidades. Continuando a sequéncia, teremos como os dez

primeiros nimeros triangulares (1, 3, 6, 10, 15, 21, 28, 36, 45, 55)

a) Enfileirando-se 11 mesas teremos: 4 cadeiras em volta de cada mesa mais duas
cadeiras nas extremidades, ou seja, 11 -4 4+ 2 = 44 4 2 = 46.

Portanto temos 46 cadeiras colocadas em volta das 11 mesas.
b) Serdo colocados em volta das n mesas 4n + 2 cadeiras.

¢) Como teremos 36 funcionarios o nimero de mesas sera:

dn+2 =36
4dn = 34
n=2~8,5

No minimo 9 mesas deverio ser enfileiradas.

Observamos que de um més para outro sempre estd sendo vendida 1.500 passagens a mais,
nesse caso temos:

33.000, 34.500, 36.000, 37.500, 39.000, 40.500, 42.000 .

N e N i i

janeiro fevereiro maro abril maio Jjunho Julho
Portanto, em julho do ano passado foram vendidas 42.000 passagens.

Progressao Aritmética

Observamos que a sequéncia € uma progressdo aritmética de razdo
r = 34.500 — 30.000 = 36.000 — 34.500 = 1.500.
Entdo completando a sequéncia teremos: 37.500, 39.000, 40.500 e 42.000.

Na progressao aritmética dada temos o primeiro termos a; = 6,arazdor =10 -6 =4¢
o numero de termos n = 30. Na expressdo (2.4), encontraremos o trigésimo termo.
Ou seja,

agy = 6+(30—-1)-4

aspy = 6+1(29)-4

azgy = 6+116

azgy = 122
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Logo, o trigésimo termo da progressao aritmética é 122.

Questao 3

Na PA dada temos o primeiro termo a; = 17, arazdaor = 26 — 17 = 9, o ultimo termo

a, = 197. Vamos determinar o nimero de termos n usando a expressao (2.4), temos

197 = 17+ (n—1)-9
19717 = (n—1)-9
180 = (n—1)-9

ou seja,

(n—1)-9 = 180

Logo, a progressao aritmética tem 21 termos.

Questao 4

Na progressdo aritmética dada temos o primeiro termo a; = 5,arazdor = 12—-5="7Teo0
numero de termos n = 40. Na expressdo (2.4) encontraremos o quadragésimo termo, ou

seja,

agpy = 5+(40—-1)-7
agpy = 5+(39)-7

asg = 5+ 273

agg = 278

Como queremos a soma dos 40 primeiros termos, usando na Proposi¢do 2.12, temos

(54 278) - 40
Sy = ——F7—
2
283 - 40
Sy = 5
11320
S = 5
S = 5660

Portanto, a soma dos 40 primeiros termos € 5660.

Questao 5 -

Sabe-se que de uma etapa para outra teria que percorrer 28 quildometros a mais, trata-se de
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uma PA, cuja razdo r = 28. Como o rally tem 13 etapas n = 13, na primeira etapa Luiz
percorreu 325 km, ou seja, a; = 325. Usando a expressao (2.4), encontramos

a3 — 325 + (13 — 1) - 28
a3z = 325 + 336
a1z = 661
Logo na décima terceira etapa Luiz percorreu 661 km.
Questdo 6 -
Do enunciado, observa-se que a cada dia aumenta 17 seguidores, entdo o nimero de
seguidores por dia forma a PA (3,20, 37,...).
a) Temos o primeiro termo a; = 3, arazdo r = 17. Para determinar a quantidade de
seguidores que terd no oitavo dia temos n = 8. Usando a expressao (2.4), obtemos
ag = 3+(8—-1)---17
ag = 3+ 717
ag = 3+119
ag = 122
Portanto, no oitavo dia ele terd 122 seguidores.
b) Nesse caso a,, > 1000. Como o primeiro termo a; = 3 e arazdo r = 17, usando a
expressao (2.4), temos
a, = 3+(n-1)-17
a, = 3+1n—17
a, = 1n—14
Entao:
1Tm —14 > 1.000
1T > 1.000 + 14
1Tm > 1.014
n > 59,64
Assim, apos 60 dias ultrapassard 1000 seguidores.
Questao 7 -

Como o juros é de 7% ao més, o montante da aplica¢do aumenta em:

0,07 - 3.200 = 224.

~—
%
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Entdo o montante no decorrer da aplicagdo forma uma PA de razdo r = 224 e no final do
primeiro més a; = 3.200 + 224 = 3.424.

a) O montante ao final de 4 meses temos n = 4. Usando a expressdo (2.4), segue que

a; = 34244 (4—1)-224
a; = 342443224

a; = 3.424 4672

a; = 4.096

Portanto no final do quarto més o montante é de R$ 4.096,00.

b) Para saber o més que o montante é igual a R$ 5.664,00, significa encontrar o valor

de n para que o dltimo termo a,, = 5.664. Usando a expressao (2.4), encontramos

5.664 = 3424+ (n—1)-224
5.664 — 3424 = (n—1)-224
2240 = (n—1)-224

ou seja,

(n—1)-224 = 2.240
n—1 = 10
n = 11

Portanto, o montante serd R$ 5.664,00 ao final de 11 meses.

Questdo 8 -
Como a medida do lado de cada quadrado é 2 cm maior que a medida do lado do quadrado
anterior, percebe-se que a medida dos lados desses quadrados forma uma progressao
aritmética de razdo » = 2. Do enunciado , sabendo que a medida do lado do primeiro
quadrado é 1 cm, temos a PA (1,3,5,7,...).

a) Para determinar a medida do lado do vigésimo quadrado temos n = 20. Usando a

expressao (2.4), obtemos

agg = 14+(20—1)-2
ayp = 1+19-2

axpy = 1+38

asy = 39

Como o perimetro é o contorno da figura, temos o perimetro do vigésimo quadrado
igual a4 - 39 = 156 cm.
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b) Para determinar a medida do lado do trigésimo primeiro quadrado temos

n = 31. Usando a expressdo (2.4), encontramos

az; = 14+(31—-1)-2

azg1 = 1+30-2

a1 = 1460

as; = 61
Como a drea de um quadrado € a regido interna determinada pela medida do lado do
quadrado elevado ao quadrado temos 612 = 3.721 cm?.

¢) Para determinar a medida do lado do décimo quadrado temos n = 10. Usando a

expressao (2.4), segue que

ap = 14+(10—-1)-2

ap = 14+9-2

ap = 1+18

a = 19
Como a medida da diagonal de um quadrado € o segmento de reta que ligam dois
vértices dessa figura geométrica que nao sdo os lados desse quadrado e pode ser

determinada pela medida do lado multiplicado pela v/2 temos 19v/2 cm a medida da

diagonal.

Questao 9 -
Do enunciado, observamos que o percurso em cada hora realizado pelo ciclista € a progres-
sdo aritmética (20, 17,...). Temos o primeiro termo a; = 20, arazdo r = 17 — 20 = —3,
para determinar o total de quilometros percorrido em 5 horas, devemos encontrar a soma
dos cinco primeiros termos dessa progressao. Portanto, precisamos primeiro determinar
o ultimo termo a,,, ou seja, o quinto termo dessa progressdo. Usando a expressao (2.4),

temos
as = 20+ (5—1)-(=3)
as = 20—12
as = 8

Usando Proposi¢do 2.12, encontramos

20+8)-5

5 _ (20+48)
2
285
S5:T
140
S = —
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e, portanto,
S5 =170

Portanto,nas cinco primeiras horas ele percorrera 70 km.

Questao 10

Como de um més para outro foram vendidos 3 livros a mais, observamos que a quantidade
de livros vendidos por més forma uma PA (15, 18,21, ...) cujo primeiro termo a; = 15 e
razdo r = 18 — 15 = 3. A quantidade de livros vendidos durante dois anos € a soma dos
24 primeiros termos dessa PA. Para determinar o vigésimo quarto termo temos n = 24 e

usando a expressao (2.4), segue que
agy = 154+(24—-1)-3
Aoq = 15 + 23-3

aoqg — 15"‘69
Aoq4 == 84

Usando a Proposi¢do 2.12, temos

(154 84) - 24

Sy = —F7t—
2
99 - 24
T T
524 = 9912
Sy = 1.188

Logo, durante 2 anos serdo vendidos 1.188 livros.

Progressao Geométrica

Questdo 1 -
Como Jodo deposita a cada més o dobro da quantidade correspondente ao més anterior,
temos uma PG cuja razdo ¢ = 2. Em janeiro foi depositado R$ 5,00 temos o primeiro termo
a; = 5 e para determinar a quantia depositada por Jodo no més de setembro precisamos

determinar o nono termo, ou seja, n = 9. Usando a expressao (2.9), obtemos

ag = 5-207
ag = 5-2°
ag = 5-256
ag = 1.280

Portanto, no més de setembro Jodao depositou R $ 1.280,00.
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Questido 2 -

Questdo 3

Questao 4

O nidmero de tridngulos pretos desenhados nos ladrilhos forma uma PG (1,2,4,8,...),
cujo primeiro termo a; = 1 e razdo ¢ = 2. Para determinar o nimero de tridngulos pretos

no décimo ladrilho temos n = 10. Usando a expressao (2.9), encontramos

app = 1-200°D
ap = 1-2°
ap = 1-512
ap = 512

Portanto, no décimo ladrilho teremos 512 tridngulos pretos.

Do enunciado sabemos que de janeiro a agosto foram vendidas 12 camisetas por més
e que a partir de setembro, as vendas foram triplicadas a cada més, ou seja, no ultimo
quadrimestre temos uma PG de razdo ¢ = 3, com setembro sendo nosso primeiro termo

a; =3-12=36en = 4. Usando o Teorema 2.13, temos

C36-(3*—1)
51 = 31
36- (81 —1
S, — (2 )
36 - (80
s - 860
S, = 36-40
S, = 1.440

Entdo, no dltimo foram vendidas 1.440 camisetas.

Para determinar a média de camisetas vendidas por més durante o ano temos que somar o
nimero de camisetas vendidas neste ano e dividir pela quantidade de meses. Ou seja:

De janeiro a agosto temos 12 - 8 = 96, mais o ultimo quadrimestre, 1.440 obtemos durante
0 ano 1.536 camisetas vendidas. LLogo, 1.536 : 12 = 128 Portanto, foram vendidas em

média 128 camisetas por més.

Pelo enunciado devemos determinar a soma dos termos de uma progressdo geométrica infi-
nita, pois o atrito diminui a velocidade do balan¢o sempre em 80% em relagdo ao anterior.

Em que o primeiro termo a; = 7 e ¢ = 0, 8. Usando a expressao (2.15), encontramos

7 7 7
b}

Assim, a distancia total percorrida pela crianga foi de 35 metros.
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Questao 5

Questdo 6

Questao 7

Do enunciado sabemos que um paciente toma 20 mg de uma droga medicinal em um
intervalo de 4 horas e a quantidade da droga no organismo do paciente se reduz a 75% da

quantidade presente no inicio do intervalo, ou seja,

20 + 20 - 75% + (20 - 75%) - 75% + ... =

20 +20-0,75+ 20 - (0,75)% + ...

Para determinar a quantidade de droga que se acumula no organismo do paciente temos a
soma dos termos de uma progressao geométrica infinita com primeiro termo a; = 20 e

razdo ¢ = 0, 75. Usando a expressao (2.15), temos

20 20

521—0,75:0,25:

=20-4 =280

SEE

Conclui-se que a quantidade de drogas acumulada no organismo do paciente € de 80 mg.

Como a cada dia sdo contaminadas o dobro de pessoas contaminadas no dia anterior,
trata-se de uma progressao geométrica de razao q = 2. Como no primeiro dia havia 3
pessoas contaminadas nosso primeiro termo a; = 3. Para determinar quantas pessoas

serdo contaminadas num periodo de 10 dias, temos n = 10. Usando a expressao (2.13),

obtemos
3(210 - 1)
Sip = —=
10 51
3(1.024 — 1
S = —( 1 )
510 - 3 . 1023
Sio = 3.069

Entdo em um periodo de 10 dias terdo 3.069 pessoas contaminadas.

Como a cada hora que passa cada amigo compartilha a noticia com mais trés novos amigos,

temos uma progressao geométrica de razao ¢ = 3.

a - Além de Angela, para determinar o nimero de pessoas que sabem da noticia
em trés horas temos o nimero de termos n = 3. Sabendo que na primeira hora

Angela compartilhou com trés amigos obtemos o primeiro termos a; = 3. Usando a
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expressao (2.13), segue que

_3(3*—1)
5 = 3—1
_3(271-1)
5 = 2
3-26
S = —5
S = 3-13
S = 39

Logo, nas trés primeiras horas, além de Angela 39 pessoas sabiam da noticia.

b - Para determinar quantas pessoas sabiam da noticia além de Angela as 6 horas da

tarde, temos n = 6. Usando a expressdo (2.13), encontramos

3(36 - 1)
3-1
3(729 — 1)
2

3.728

2
= 3-364

= 1.092

S:

n »n »n W
|

Portanto, além de Angela as 6 horas, 1.092 pessoas sabiam da noticia.

Questdo 8 -
Do enunciado sabemos que o primeiro quadrado tem lado 4 cm, como a drea de um
quadrado ¢ a regido interna determinada pela medida do lado do quadrado elevado ao
quadrado, temos que a drea do 1° quadrado sendo 42 = 16 cm?. Cada figura seguinte
€ composta pela metade da area da figura anterior, ou seja, do segundo quadrado em
diante observamos que a drea dos quadrados sombreados em cada figura € composta
pela soma da metade da drea do quadrado sombreados na figura anterior. Determinando
assim a drea sombreada de cada figura uma progressdo geométrica (16,8, 4,2, ...), cujo
primeiro termo a; = 16 e razdo q = 7 Como queremos encontrar a soma das dreas
dos quadrados sombreados nas infinitas figura, devemos determinar a soma infinita da

progressao geométrica. Usando a expressdo (2.15), encontramos

16 16
1—— —
2 2

Assim, a soma das édreas dos quadrados sombreados nas infinitas figuras é 32 cm?.
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